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Le  Mémoire  de  l'iiistuN  mu  I<-  («uk  lions  alj;(l»i  icjiio,  piihlir 
ru  1854.  a  ouvert  le  <liaiii|i  «le  1  rclierrlie-,  (jui  :i  coïKliiil  au\ 
grandes  déeouvertes  nialli('riiiil  iqucs  dr  ndiic  i'|i(i(nie.  (!cs  drcou- 
verlcs  ont  donn(''  à  la  science  du  (ialcid  des  principes  nécessaires 
el  féconds  (|ui,  jusqu'alors,  lui  avaient  nian(|ué  ;  elles  ont  rem- 
placé la  notion  de  fonction,  restée  oliscure  et  inciimpièle.  |i,u  utn 
conception  précise  qui  a  transformé  TAnaivse  en  lui  donnant  di 
nouvelles  bases.  Puiscux  a  le  premier  mis  en  contjdète  lumière 
rinsuflisance  cl  le  défaut  de  ce  point  de  vtie  où  Ton  se  reprc'sen- 
tait,  à  l'image  des  polynômes  el  des  fractions  rationnelles,  les  irra- 
tionnelles algébriques  et  toutes  les  (|uantilés  en  nombre  infini  (pii 
ont  leur  origine  dans  le  (Calcul  intégral,  l'^n  suivant  la  voie  dedaii 
chj,  en  considérant  la  succession  des  valeurs  iniaginaires,  les  che- 
mins décrits  simultanément  par  la  variable  et  les  racines  d'une 
équation,  l'éminent  géomètre  a  fait  connaître,  dans  ses  caractères 
essentiels,  leur  nature  analytique.  Il  a  découvert  le  rôle  des  points 
critiques,  et  les  circonstances  de  l'échange  des  valeurs  initiales 
des  racines,  lorsque  la  variable  revient  à  son  point  (b;  départ,  en 
décrivant  un  contour  fermé  comprenant  un  ou  plusieurs  de  ces 
points.  Il  a  poursuivi  les  conséquences  de  ces  résultats  dans  l'étude 
des  intégrales  de  difTérentielles  algébriques.  Il  a  reconnu  que  b- 
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(livois  rliPinins  d'inh'f^fration  donnent  naissance  à  des  détermina- 
lions  rnnliiplcs,  et-  (jiii  l'a  conduit  à  l'origine,  jusqu'alors  restée 
-•niiricincnl  cachée,  de  la  périodicité  des  fonctions  circulaires, 
des  fonctions  cilipliqucs,  des  transcendantes  à  plusieurs  variables 
dé'finics  par  .Ia(M)l)i  comme  fonctions  inverses  des  intégrales  hyper- 
,-||iph.p.r>. 

Aux  travaux  de  Puiseux  succèdent,  en  i85'^,  ceux  de  Riemann 
;iccueillis|)ar  une  admiration  unanime,  comme  l'événement  le  plus 
tonsidéralilc  dans  l'Analyse  de  notre  temps.  (Testa  l'exposition  de 
l'icuvre  du  grand  géomètre,  des  recherches  et  des  découvertes 
auxquelles  elle  a  donné  lieu  qu'est  consacré  cet  Ouvrage. 

Une  (■.once|)lioii  singulièrement  originale  leur  sert  de  fonde- 
ment, celle  des  surfaces  auxquelles  est  attaché  le  nom  de  l'inven- 
leur,  formées  de  plans  superposés,  en  nombre  égal  au  degré  d'une 
l'-quatiou  algébrique,  et  reliés  par  des  lignes  de  passage,  qu'on 
obtient  en  joignant  d'une  certaine  manière  les  points  critiques, 
[^'établissement  de  ces  lignes  est  une  première  question  de  grande 
import.ince,  rendue  depuis  beaucoup  plus  simple  et  plus  facile 
par  un  beau  théorème  de  M.  Luroth. S'offre  ensuite  la  notion  des 
surfaces  connexes,  de  leurs  ordres  de  connexion,  les  théorèmes 
■^ur  1  abaissement  par  des  coupures  des  ordres  de  connexion,  puis 
la  formation  du  système  canonique  des  coupures  qui  ramènent  la 
surface  à  être  simplement  connexe.  De  ces  considérations  pro- 
fondes et  délicates  résulte  une  représentation  géométrique,  qui 
est  un  instrument  de  la  plus  grande  puissance  pour  l'étude  des 
fonctions  algébriques.  Il  serait  trop  long  de  rappeler  toutes  les 
découvertes  portant  l'empreinte  du  plus  grand  génie  mathéma- 
tique, auxquelles  elle  conduit  Riemann;  j'en  indiquerai  seulement 
quelques-unes. 

Longtemps  avant  les  travaux  de  Puiseux,  les  points  critiques 
s'étaient  offerts  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  leur 
nombre  déterminant   la  classe,   ou  bien  le  degré  de  l'équation 
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tlf  la  jxd.iiif  r('-(i|)r()i|ii('.  (  )ii  avail  rtMoiiiiii  (|iic  la  classe  iriiiH^ 
courbe  s'abaisse  lors«nr<'llt'  a  des  pDiiils  rnulliples  cl  (|iralor.s 
des  points  d'inllexiuii  disparaissent,  mais  ces  résiiUals  si  iiih  res- 
sants  restaient  dans  le  domaine  de  la  (  léotni'lrie.  l'ueniaim  joint 
la  Géomélrie  à  rAnaIvsr,  en  leur  donnant  une  notion  nouvelle 
et  féconde,  celle  des  substitutions  où  les  cooi'donnt'cs  s'e\|)ri- 
inent  en  fonctions  rationnelles  de  deux  variables,  ces  variables 
«'tant  aussi  des  fonctions  ratit)nnelles  des  coordonnées.  'Jantot  on 
a  égard  à  Téqualion  de  la  courbe,  on  les  nomme  alors  suhslilulions 
hirationnellt's :  lant«H  on  en  fait  abstraction,  on  les  appelle  dans 
ce  cas  sulistiliitions  de  Crcnioiïa ,  j)our  rappeler  les  beaux  travaux 
que  leur  a  consacrés  rilliislre  géomètre,  l^es  équations  en  nombre 
infini  (pii  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  ces  transformations 
sont  regardées  comme  équivalentes,  leur  ensemble  forme  une 
classe,  et  elles  ont  toutes  un  élément  commun  ayant  le  rôle  d'in- 
variant. C'est  un  nombre  entier  que  Riemann  nomme  le  genre  de 
la  courbe  et  désigne  j)ar/>;  il  est  lié  au  nombre  des  points  cri- 
tiques /i,  et  au  degré  m,  par  l'égalité  ^i=  'i{m  -\- p  —  i). 

La  conception  de  classe  des  équations  algébriques,  celle  du 
genre  et  la  relation  qu'on  vient  de  donner  comptent  parmi  ses 
plus  mémorables  découvertes;  elles  ont  conduit  à  ce  résultat  im- 
prévu, que  les  points  multiples,  qu'on  n'avait  encore  considérés 
qu'en  Géométrie,  ont  en  Analyse  un  rôle  capital,  comme  éléments 
caractéristiques  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions  algé- 
briques. On  a,  en  effet,  ce  beau  théorème  que  les  équations  d'une 
même  classe  se  ramènent  à  une  équation  normale  de  degré  /^  -i-  2, 
ayant  un  nombre  de  points  doubles  égal  à  ^p{p  —  0-  En  prenant 
l'énoncé  sous  la  forme  simple  qui  est  due  à  M.  Nolher,  et  où 
n'entrent  que  des  points  doubles  à  tangentes  séparées,  j'en  rap- 
pelle quelques  conséquences. 

Supposons  que  p  soit  nul,  l'équation  normale  est  du  second 
degré,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
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iiK-lif  :  il  III  f'sl  (Idiir  (le  mciiic  pour  loiiLcs  les  courbes  du  gcnif; 
/.(•ni,  <|iii  nul  II'  nlii^  i;r;ui(I  iionibic  possible  «le  |)oiiil.s  flonbles 
poiii-  lin  (l<'^M(''  ddiiiK'.  (  ".!•  suni  les  courbes  aiiliTiciirciMenl  ('liKbi'cs 
par  M.  (lajlcy,  cl  auxquelles  rilluslrc  géomèlre  a  donné  le  nom, 
i,M-inr.il«'incnl  adopté,  iV uniciirsalcs.  Supposons  ensuite  />  =  i 
ri  fi  '.  (  (•  iioinbrc  maximum  sera  successivemcnl  diminué 
diiiif  nu  de  dcux  unités;  il  faudra  alors  s'adjoindre  la  racine 
carn'-c  diin  j)oljnome  du  quatrième  ou  du  sixième  degré  par  rap- 
port à  la  variable  auxiliaire.  Les  expressions  obtenues  par  cette 
voie  s'appli(]uent  d'abord  à  l'intégration  des  fonctions  algé- 
briques de  genre  p,  c'est-à-dire  de  fonctions  rationnelles  de  la 
variable  et  de  la  racine  d'une  équation  de  ce  genre.  Pour^  =  o, 
ces  (juantités  s'obtiennent  sous  forme  finie;  poury9  =  i,  elles  se 
ramènent  aux  intégrales  elliptiques;  on  voit  ainsi  quelle  extension 
prend  la  métbode  fondée  sur  l'emploi  des  substitutions,  dont 
l'usage  était  auparavant  si  restreint.  Mais  c'est  dans  un  autre 
ordre  de  question,  dans  le  théorème  d'Abel  tout  d'abord,  que  la 
notion  du  genre  se  montre  avec  toute  sa  portée  et  sa  puissance. 

Abel  avait  fait  la  découverte  capitale  qu'une  somme  d'un 
nombre  quelconque  d'intégrales  à  limites  arbitraires,  de  la  même 
fonction  algébrique,  s'exprime  par  un  nombre  fixe  d'intégrales 
semblables  auxquelles  s'ajoute  une  quantité  algébrique  et  loga- 
rithmique. 

Riemann  établit  que  ce  nombre  est  le  genre  de  la  fonction;  il 
complète  ainsi  l'œuvre  d'Abel  et  donne  à  son  théorème  sa  forme 
définitive  par  un  énoncé  d'une  simplicité  frappante.  En  même 
temps,  et  au  moyen  de  considérations  géométriques,  il  parvient 
à  la  définition  des  intégrales  de  première,  de  seconde  et  de  troi- 
sième espèce,  sous  un  point  de  vue  entièrement  nouveau,  qui  n'est 
plus  celui  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  démontre 
qii  il  existe  p  intégrales  de  première  espèce  et  p  intégrales  de 
seconde  espèce,  linéairement  indépendantes.  On  sait  que  ce  mé- 
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(■oiniiii'  il  l«'  'lil,  -on  vi'i  il.ihic  sens,  en  ^('•m'T;ilisiitil  le  |)nil)|rin(,' 
.!«•  riiivcr>i..li  .le  rinl.\i;r-,ilc  rll  ipl  i(|  iir.  ri  .l.'li  ii  i-.-,;i  m  I  l.>  loix-lions 
<|c  |)lii>iciir-'  \;iil:il)lc^  .1  |M'-ii()<li<il<'  iinilli|ilr  (|ni  oui  un  I  ln'ui  .'mr 
•  riidililioii  (-iiMiiiir  \i->  rotictioii^  <-|li|)l  i(|  iic^.  (î(>|)<'|  cl  l!  (iM'iili.iiii 
rt'-solvciil  If-i  prcmifi-^  \.\  (|iic^lioii  de  l'i  ii\  n^ion  diiris  |c  (m,  d,- 
riiil('j;ralt'  li\  |iri'c|ll|il  iijiic  du  premier  ordii-;  M.  \V  eier-l  i;i-^s  eri- 
siiile  la  liiiile  |i((ur  le>  iiilt'':;i  ale-^  d'oKlre  (|iiclc()ii(|ii(.',  r.l  ohliciil 
l'expression  j;cnciide  des  nouvelles  Uaiiscendanles.  Les  décoii- 
verles  de  l'ijln-^lre  .iii;dvs|e  d;iris  une  (|ue-,li,,ii  liiTivs.'e  des  dilïi- 
enllt'S  ai-diie-;  pr.ipi-e>  .m\  loiielioiis  de  pi  ii>i(;iii>  \ari.d)les  , 
se  plaeeiil  parmi  les  plus  iinporlanles  et  les  |)liis  belles  (|ui  aient 
«Hé  failes  (M  \  naisse.  A  ses  travaux  succèdent  ceux  de  Iliemann  : 
le  prohième  de  l'inversion  des  intégrales  de  fonctions  algébriques 
est  alors  traili-  ilans  toute  sa  généralité,  et  ce  sont  de  nouveau  les 
(onctions  holomorphes  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  ana- 
logues à  la  transcendante  0  de  Jacobi,  qui  en  donnent  la  solution. 
Mais  le  grand  géomètre  part  d'autres  principes  et  suit  la  voie  qui 
lui  est  |)r()pie  ;  il  em|)l()io  la  marche  de  la  variable  sur  la  surface 
formée  de  |)laiis  multi|)los  superjiosés,  les  lignes  de  passage  entre 
ces  plans,  le  système  des  coupures  par  lesquelles  elle  est  rendue 
simplement  connexe;  il  tire  de  ses  méthodes  originales  et  pro- 
fondes d'admirables  découvertes. 

Les  auteurs  de  ce  Livre  ont  eu  pour  but  d'enseigner  ces 
découvertes  :  ils  se  sont  proposé  d'ouvrir  un  accès  facile  aux 
considérations  nouvelles  qui  en  sont  le  principe;  ils  se  sont  atta- 
chés à  donner  des  explications  détaillées  sur  la  construction  des 
surfaces  de  Riemann,  sur  la  notion  de  connexion,  à  familiariser 
avec  l'emploi  des  coupures,  qui  ont  remplacé  les  lacets  de  Pui- 
seux,  dans  l'intégration  des  fonctions  algébriques. 

Les  plus  simples  de  ces  fonctions,  cjui  dépendent  de  la   racine 


carii'c  (I  Mil  polynôme,  el  la  surface  à  deux  fouillels  eorrespondant 
;i  ((Ile  liiciiic  M)nl  consi(lcT('es  en  premier  lieu;  leuréliide  scrl  de 
|ir(''p;uiilioii  ;iu\  I  iK-orics  <;('u('Tales.  i'^n  siii\aiil  ((Ile  iiiarclie  el 
coiuiiieucanl  par  un  cas  particulier,  on  demande  moins  d'eflorts 
pour  ae(pi('iir  rinlellij;enee  de  méthodes  al)slraiLes  cl  délicales, 
,.|  lu  (lillii  iilh'  esl  (lirniuu('e  pour  les  ahordei-  ensuite  dans  louLe 
leur  (•lentille.  Dès  le  début,  la  notion  du  genre  est  donnée  sous 
l.>  point  (le  vue  entièrement  élémentaire  oii  s'est  placé  M.  Weier- 
slrass;  la  relation  simple  entre  le  genre  et  le  nombre  des  lignes 
de  passage  s'oflre  alors  comme  d'elle-même;  puis  le  théorème  que 
sur  cette  surface  les  fonctions  algébriques  considérées  sont  uni- 
formes avec  des  discontinuités  polaires  en  nombre  fini,  et  sa  réci- 
proque qui  est  du  plus  haut  intérêt;  enfin,  en  passant  de  l'Algèbre 
au  Calcul  intégral,  la  définition  et  les  caractères  essentiels  des  inté- 
grales hvperelliptiques  des  trois  espèces.  Les  mémorables  décou- 
vertes de  Riemann  sur  ces  quantités  sont  exposées  en  détail,  elles 
montrent  avec  éclat  la  puissance  des  méthodes  qu'il  a  introduites 
dans  l'Analyse. 

Le  but  essentiel  de  cet  Ouvrage  est  donc  d'initier  à  ces  créations 
du  génie,  en  exposant  avec  clarté  les  questions  complexes  de  con- 
nexion, la  transformation  par  des  coupures  de  la  surface  à  dtux 
feuillets  en  surface  simplement  connexe,  le  rôle  des  coupures 
comme  lignes  de  discontinuité,  cette  discontinuité  donnant  une 
origine  nouvelle  aux  périodes  de  Puiseux,  nommées  modules  de 
périodicité  de  Vintégrale,  enfin  les  relations  entre  ces  modules 
sur  lesquelles  se  fonde  la  solution  du  problème  de  l'inversion  et 
la  définition  des  intégrales  normales.  Cette  étude  des  intégrales 
hvperelliptiques,  où  se  succèdent  tant  d'idées  profondes  et  fécondes, 
tant  de  beaux  et  importants  résultats,  est  l'enseignement  d'un 
nouvel  Art  analytique  qui  se  poursuit  dans  un  ordre  de  questions 
plus  élevées  où  l'on  considère  les  fonctions  algébriques  sous  le 
point  de  vue  le  plus  général.  La  voie  a  été  éclairée  d'avance  el 
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s'ouvre  [iliis  facile  |i()ur  le  leelein;  il  relmiivti.i  sons  un  i(iiir|.|iis 
CteiHJii  les  mêmes  leclieiclies,  el  rnri^iiialih'  tie  la  im'lliode  \\v 
sera  |)lii>  un  aussi  <;raii(l  ohslaele.  Il  acfjueri  a  aussi  la  coiiiiaissaruT 
des  reclierelies  récentes,  des  l)e.iu\  lia\aM\  aiiMiiieU  >  ■illaclieni 
les  noms  illuslrc-,  de  Klein,  .le  Cleh^d,  et  Coidan.  d.-  lîiill  <-l 
Nr.lher.  d<'  Luinlli.  d',iiili<'>  em'oi-e,  <|ui  (Mil  ajuiil,'  aux  d.-C(Mi- 
verles  de  Hiemann  el  les  oui  e()m|dé|('e->  dan>  do  [xtiiils  esseii- 
liels. 

l  II  de  ces  points  coiisisle  à  lamener,  par  une  tiaiisloiniation 
1)1ImI  ionnelle.  une  emirlte  ,iIl;(' liiii|iie.  (|iieU  (|iie  soieiit  S(;s  points 
ninlliplos,  à  une  autre  n  avant  »|ue  desjjoinls  (.loid)les,  à  lani;enle-> 
distinctes.  II  est  traité,  d'après  une  indication  recueillie  d'IJalpIu-n, 
avec  les  dé'velop|)emcnts  cpie  demande  son  importance.  La  re- 
cherclie  des  intégrales  hyperelliptiques  sexprinianl  sous  forme 
logarithmique,  qui  a  été  aussi  le  sujet  des  travaux  d'Halphen  et 
deM.  l'icard.  les  applications  àla  (o'oniétiic  du  lh<'orème  d'Abcil. 
si  fécondes  et  si  intéressantes,  celles  qui  concernent  spécialement 
les  quartiques  planes,  bien  d'autres  encore  que  je  ne  puis  signaler, 
appellent  laltention  du  lecteur. 

Ce  Livre  rendra  un  grand  et  signalé  service  aux  élèves  des 
Facultés  des  Sciences,  aux  jeunes  géomètres  auxquels  il  s'adresse, 
en  leur  donnant,  sans  trop  d'efforts,  la  claire  vue,  rintelligence 
complète  de  l'œuvre  mathématique  la  plus  belle  de  notre  époque 
par  la  puissance  de  l'invention.  11  les  conviera  à  s'en  inspirer  et 
à  suivre  la  trace  des  auteurs,  M.  Appell,  i\L  Goursat,  et  de  tant 
d'autres  disciples  de  Riemann,  dont  les  travaux,  qui  occupent 
une  place  considérable  dans  l'Analjse  de  notre  époque,  sont  une 
application  directe  et  immédiate  des  méthodes  du  grand  géo- 
mètre. 

Cil.  HIîHMITE. 
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Page  43,  première  ligne,  à  compléter  ainsi  : 

L'ordre  est  en  général  le  nombre  des  infinis  ou  des  zéros  de  la  fonction  ration- 
nolle 

f  f  =  ^^ —  : 

H" 

il  peut  être  supérieur  à  ce  nombre  si,  pour  certaines  valeurs  de  z,  un  infini  de  f, 
coïncide  avec  un  zéro  de  v^  ou  inversement;  alors  des  zéros  et  des  infinis  dispa- 
raissent dans  le  produit  v^v^  et  l'ordre  de  v  est  supérieur  à  celui  de  v^v^. 


IMRODICTION, 


I.  Nous  supposons  connues  les  |)ropriélcs  générales  dos  fonc- 
lions  analytiques  cruiie  \arial)Ie  com))lcxc  z.  Nous  rap|)cIons 
seulement  les  délinilions  el  les  llu-orèines  doiil  nous  ferons  prin- 
cipal(Mncnl  usage. 

Fonctions  rcgulières.  Zrros.  —  Une  lonclion  analvllcjuc  /(:;) 
esl  dite  régulière  en  un  point  a  si,  dans  un  cercle  suffisamment 
petit  de  centre  n,  clic  est  développahle  en  une  série  procédant 
suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  ;  —  a.  Si  la  fonc- 
lion  s'annule  au  point  a^  les  premiers  termes  de  cette  série  ont 
des  coefficients  nuls,  et  si  ni  esl  l'exposant  de  la  plus  petite  puis- 
sance de  ^  —  a  dont  le  coefficient  est  difTércnl  de  zéro,  on  dit  que 
:;  =r  a  est  un  zéro  d'ordre  m. 

Points  singuliers.  Pôles.  Résidus.  —  Si.  en  un  pointe/,  la 
fonction  n'est  pas  régulière,  a  est  un  point  singulier.  C'est  un 
point  singulier  isolé,  s'il  est  possible  de  trouver  un  cercle  de 
centre  a  ne  contenant  à  son  intérieur  que  le  seul  point  singulier 
3  =  a.  Soit  C  un  cercle  de  centre  a  dont  le  rayon  est  moindre  que 
la  dislance  du  point  a  au  point  singulier  le  plus  rapproché.  La 
fonction  /(z),  étant  supposée  uniforme  dans  ce  cercle,  peut, 
d'a[)rès  le  théorème  de  Laurent,  être  représentée  par  la  somme  de 
fleu\  séries  convergentes, 

La  partie  de  ce  développement  qui  contient  les  puissances  né- 
gatives de  z  —  n 


^k,{z~ay 
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s'appelle  l;i  partit'  principale  rclalivc   au  point  singulier  a;  le 

coorUriciil  A    ,  (le  -;— ' —  csL  le  résidu  relatif  à  ce  point.  Si  la  partie 

priiulpale  se  rc'duil  à  un  polynôme  de  degré  /n  en  r^^— '  le  point 

>iii:;iilier  z  :^  a  est  clil  un  pôle  d'ordre  m.  Si  la  partie  principale 
comprend  iiu  nombre  inlini  de  termes,  a  est  un  point  singulier 
essentiel. 

Dans  le  voisinai;e  d'un  pôle,  le  module  de  la  fonction  f{z) 
augmente  indéfiniment;  au  contraire,  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel,  la  fonction  s'approche  autant  qu'on  le  veut  de 
toute  valeur  donnée  à  l'avance  ('). 

En  écartant  le  cas  où  a  est  un  point  singulier  essentiel,  on  peut 
toujours  mettre,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  la  fonction/(c) 
sous  la  forme 

/(.-)  =  (..-«)nBo  +  B,(;;- a) +...], 

q  étant  nul  si  le  point  a  n'est  ni  un  pôle  ni  un  zéro,  égal  .à  un 
nombre  entier  positif  si  le  point  a  est  un  zéro  d'ordre  q,  égal  à 
un  nombre  entier  négatif  si  ce  point  est  un  pôle  d'ordre  — ^;  le 
coefficient  Bq  est  supposé  différent  de  zéro.  Si  <7  m  o,  la  dérivée 

logarithmique ''/^  ^    est  régulière  au  point  «;  sinon,  elle  admet 

le  point  a  pour  pôle  du  premier  ordre,  avec  un  résidu  égal  à  q. 

2.  Point  à  l'in/ini.  —  Lorsqu'on  veut  étudier  une  fonction 
/(:;)  pour  les  valeurs  de  z  de  module  très  grand,  on  pose  ordi- 
nairement z=  —,  et  l'on  est  ramené  à  étudier  une  fonction 'j(g') 

dans  le  voisinage  du  point  ::' =  o  ;  mais  on  peut  aussi  procéder 
directement.  Appelons  domaine  du  point  go  la  portion  du  plan 
extérieure  à  une  circonférence  C  ayant  son  centre  à  l'origine  et  de 
rajon  très  grand  R.  Si  l'on  peut  choisir  ce  rajon  assez  grand  pour 
que,  dans  le  domaine  qui  vient  d'être  défini,  la  fonction  f{z) 
soit  représentée  par  un  développement  ne  contenant  que  des 
puissances  négatives  de  z 

r/      \  k  -^1  -'•■2  -^k 


(')  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  iig. 


la  (onclion  y'(  ::)  f>l  dile  irmilii-rr  nu  poinl  x.  l'^lli;  tend  vci^ 
une  valeur  (iule  \„,  lor.S(|ne  le  module  de  c  aui;ineiile  iiuli'-liiii- 
Mienl.  Si  ie-^  |)iiiMicrs  coellieienls  suni  niiU  et  (|uc  le  dt'-vcloppe- 

incul  commence  par-  un  leiinc  on  -,  le  poinl  a  l'infini  e>l  un 
zéro  d'ordre  m. 

Si  une  l'onclion  nesL  pas  réj^ulièic  au  poinl  x.  on  dira  encorr 
ipu^  ce  poinl  x  est  un  poinl  singulier.  ÎNoiis  ne  nous  occuperons 
(pie  du  cas  où  c'esl  un  poinl  singulier  isole,  c'esl-à-dire  où  l'on 
|)eul  prendre  le  rayon  K  assez  grand  pour  c|u'à  l'exlérieur  du 
cercle  C  la  fonclion  / (:;)  n'admelte  aucun  poinl  singulier  à  di>- 
lance  finie,  el  où  la  loncliony(c)  esl  uniforme  dans  ce  domaine. 
Soil  C  un  second  cercle  concentrique  au  premier  C,  cl  de  rayon 
1I'>R.  Dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  deux 
cercles  Gel  C,  la  fonction  /"(::)  est  uniforme  et  régullcre  en  chaque 
point;  on  peut  donc  lui  appliquer  le  théorème  de  Laurent.  Comme 
le  rayon  R'  peut  cire  supposé  aussi  grand  qu'on  le  veut,  et  que 
les  coefficients  du  développement  ainsi  obtenu  ne  dépendent  pas 
de  ce  rajon,  on  voit  que  ce  développement  est  valable  pour  toutes 
les  valeurs  de  z  de  module  supérieur  à  R.  Par  conséquent,  lorsque 
le  poinl  à  l'infini  est  un  poinl  singulier  isolé,  on  peut  délermincr 
un  cercle  C  de  rayon  assez  grand  R  pour  qu'à  l'extérieur  de  ce 
cercle  la  fonction  f{z)  soit  représentée  par  un  développement 
de  la  forme 

/(=)=|a.-(0-' 

La  partie  qui  contient  les  puissances  positives  de  z 

esl  ici  la  partie  principale  relative  an  point  x.  Si  cette  partie  prin- 
cipale se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  n,  le  point  oo  est  un  pôle 
d'ordre  n\  sinon  le  point  oo  est  un  point  singulier  essentiel. 

3.  Résidu  à  V infini.  —  On  appelle  résidu  relatif  au  point  à  l'in- 
fini le  coefficient  de  -_  changé  de  signe,  c'esl-à-dire  — A,.  Pour 
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jnslilicr  celle  définition,  il  suffit  de  remarquer  que  le  nombre 
ainsi  défini  jouit  do  la  propriété  caractéristique  du  résidu  :  l'inté- 

f^ralo  f /'{:■)  (h-,  prise  le  loni,^  du  contour  limitant  le  domaine  d'un 

p(.inl  sini;ulier,  dans  le  sens  direct,  est  égale  au  produit  de  2-/ 
p.ir  le  résidu  relatif  à  ce  point.  Dans  le  cas  où  nous  nous  pla- 
çons, c'est  la  circonférence  C  qui  limite  le  domaine  du  point  ce; 
cette  circonférence  doit  être  décrite  de  façon  à  laisser  à  gauche 
le  domaine  du  point  ce,  et,  par  suite,  en  sens  inverse  du  sens 
lialiilucl.  Dans  l'intégrale 

le  seul  terme  qui  n'est  pas  nul  provient  du  terme  en  -,  et  l'on  a 
f{z)dz  =  —  ir.i  Al  =  i-iR^. 


L 


Il  est  à  remarquer  que  le  résidu  au  point  oo  d'une  fonction  régu- 
lière en  ce  point  n'est  pas  nul  en  général.  Par  exemple,  la  fonction 


admet  un  seul  pôle  à  distance  finie  ^  =  ^,  avec  un  résidu  b  —  -'/. 
Elle  est  régulière  au  point  az,  car  on  peut  l'écrire,  dans  le  do- 
maine de  ce  point, 

et  le  résidu  en  ce  point  est  égal  à  a  —  b. 

Si  le  point  à  l'infini  n'est  pas  un  point  singulier  essentiel  pour 
/(c),  on  peut  écrire,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

où  Bo  est  différent  de  zéro,  A'  étant  nul,  positif  ou  négatif,  suivant 
que  la  fonction  f(z)  a  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro  au 


I  N  T  lU)  I)  f  C  T  I  O  .\  .  V 

point  x,    que  ce  point   est   un   pùU-   on   nn  z('t»).  La  dérlvc-c  loj^a- 
iitliini(pic  est  n'i;nlirio  an  point  x,  et  le  n'-sidn  est  v'^à\  à  —  /.-. 

4.  Ces  (lélinilions  étant  posées,  ra[)pelons  encore  les  lliéorèmcs 
suivants  : 

I.  Toute  fonction  analytique  uniforme,  régulière  j>our  toute 
valeur  finie  de  z  et  pour  z-  =  oc^  est  une  constante. 

II.  Toute  fonction  analytique  uniforme,  n'ayant  qu'un 
nombre  fini  de  points  singuliers,  est  définie,  à  une  constante 
additi\.'e  près,  quand  on  connaît  les  parties  principales  rela- 
tives à  chaque  point  singulier. 

III.  Toute  fonction  analytique  uniforme,  n'ayant  d'autres 
points  singuliers  que  des  pôles,  est  une  fonction  ration- 
nelle {'). 

IV.  Si  une  fonction  analytique  uniforme  n'a  qu'  un  nombre 
fini  de  points  singuliers,  la  somme  des  résidus  relatifs  à  ces 
points  singuliers,  et  au  point  à  l'infini,  est  nulle. 

Pour  établir  celte  dernière  proposition,  décrivons,  du  point 
;  ==  o  comme  centre,  une  circonférence  G  renfermant  tous  les 
points  singuliers  à  distance  finie  de/(:;),  et  considérons  l'intégrale 


//(.)./.. 


prise  le  long  de  la  circonférence  C,  l'aire  du  cercle  étant  à  gauche. 
Cette  intégrale  est  égale,  d'une  part,  d'après  le  théorème  de  Cau- 
chy  rappelé  plus  loin,  au  produit  de  irù  par  la  somme  des  résidus 
de/(^)  relatifs  à  tous  les  points  singuliers  à  distance  finie;  d'autre 
part,  d'après  la  définition  du  résidu  au  point  co,  à  —  aTïi'R^.  La 
comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  l'intégrale  donne  le  théorème 
énoncé. 

Appliquons  ce  théorème  a  la  dérivée  logarithmique  w  =     ^_ 

d'une  fonction  rationnelle  c  de  z.  Les  résidus  de  la  dérivée  loga- 


(')  E.  Picard,  Traite  d'Analyse,  t.  II,  p. 


VI  INTRODl  CTION. 

lil  luiii(|iir  proN  icniicnl  (>\cliisivcnicnl  des  pôles  et  des  zéros  de  v, 
nous  avons  rcinarqiu'  d'ailleurs  qu'un  zéro  d'ordre  m  de  ç  donne 
un  résidu  éijal  à  -t-  /»  pour  (v,  et  qu'un  pôle  d'ordre  n  de  ç  donne 
un  n'-sidu  éi;al  à  —  n  pour  a\  Le  théorème  IV  conduit  donc  à  la 
proposition  élémcnlairc  suivante  : 

V.  Le  nombre  des  zéros  d' une  fonction  rationnelle  de  z  est 
égal  au  nombre  des  pôles,  chacun  de  ces  zéros  et  de  ces  pôles 
étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité. 

Nous  savons  aussi  qu'on  jicut  former  une  fonction  rationnelle 
avec  des  pôles,  et  des  parties  principales  correspondantes,  données 
à  l'avance  d'une  façon  arbitraire  :  il  suffît,  pour  obtenir  cette  fonc- 
lion,  de  faire  la  somme  des  parties  principales  données  relatives  à 
lous  les  pôles.  On  peut  de  même  former  une  fonction  rationnelle 
avec  des  zéros  et  des  infinis  donnés  à  l'avance,  pourvu  qu  ils 
soient  en  nombre  égal. 

5.  La  notion  d'intégrale  définie  a  été  étendue  aux  fonctions 
d'une  variable  complexe  par  Cauchj,  qui  a  démontré  le  théorème 
fondamental  suivant  :  ' 

E  tant  donnée  une  fonction  uniforme  f{z)  régulière  en  tous 
les  points  à    V intérieur  d'une  aire  A,    limitée  par   une  ou 

plusieurs  courbes  distinctes,    l'intégrale    i  f{z)dz,  prise  le 

long  du  contour  total  de  A  dans  le  sens  direct  {en  laissant  à 
gauche  l'aire  enveloppée),  est  nulle. 

Plus  généralement,  si  la  fonction  /(■:;)  est  uniforme  et  régu- 
I  ière  en  tous  les  points  d'une  aire  telle  que  la  précédente,  sauf 
en  un  nombre  fini  de  points  qu'elle  admet  pour  pôles  ou  pour 

points  singuliers  essentiels,  l'intégrale  f  f{z)dz,  prise  le  long  du 

contour  total  de  A  dans  le  sens  direct,  est  égale  au  produit  de 
■2T.i  par  la  somme  des  résidus  de/(;)  relatifs  à  ces  points  singu- 
liers ('). 


(')  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  ii8.  —  Hermite,  Cours  d'Analys 
édit.,  p.  109. 


Il  est  à  rt'tiKirqui'r  (|iie  rénonci'  itri-ccdcnl  >\i|)|>li(|iit'  encore  :iii 
cas  où  Taire  A  s'élend  à  riiidni,  |)ourvu  qu'on  ajoute  aux  n'sidus 
relatifs  aux  poinls  singuliers  de  f{z)  à  distance  Hnie  le  résidu  de 
/\  r- »  relatif  au  point  oc.  Vav  exemple,  supposons  (jue  l'aire  A  soit 
l'aire  illiinit(''e  extérieure  aux  deux  courbes  C,  (7;  ?>o'\l  f{z\  une 
fonction   régulière  tlans  A,   sauf  en    nu    iioruLre  (ini    de  points  a, 

Xo y.^,   les  résidus  correspondants   étant   15,,   Wj. P»,,.  Le 

point  X  peut  être  un  point  ordinaire  pour  f{z)  ou  un  point  sin- 
gulier, mais,  dans  ce  cas,  c'est  nécessairement  un  point  singulier 
isolé.  Soit  R^  le  résidu  correspondant.  Ajoutons  aux  contours  (!, 
C,  un  contour  auxiliaire  C"  renfermant  les  deux  contours  primi- 


tifs C,  C,  ainsi  que  tous  les  points  singuliers  ai,  7.2,  .  .  .,  y.q.  A 
l'aire  finie  A',  limitée  par  les  trois  contours  G,  C,  C",  appliquons 
le  théorème  de  Cauchj;  il  vient 

f  f{z)dz-^  f  /(z)dz+   f   /(^)rf^  =  2ri-(R,-t-R,  +  ...+  R^), 

^'iC.  «•';€■)  «^(C") 

les  intégrales  étant  prises  comme  l'indiquent  les  flèches.  Mais, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut  sur  le  résidu  au  point  x,  la  der- 
nière intégrale  a  pour  valeur 


//(= 

^{C") 


)dz  =—i-iR^: 


il  reste  donc 

f  f(z)dz-i-  f  /(z)dz=^T.i{R,-^K,-^-...-^R^) 
c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 


VIII  I  NTROIMCTION. 

G.  S(iil/(:;)  une  fonclion  uniforme  dnns  une  aire  A,  siluée  tout 
entière  à  (lishincc  finie  ou  s'élendant  à  l'inlini,  mais  luniléc  par 
une  seule  eoiirhe  C,  qui  est  .silu/r  loiil  cnlièrc  à  dislancc  finie. 
Supposons  que  /(-)  n'admclle  dans  A  qu'un  nombre  fini  de 
points  singuliers,  et  soient  11,,  Uj,  ...,  H/ les  diflerents  résidus  de 
celte  fonclion  dans  A,  y  compris  le  résidu  relatif  au  point  à  l'in- 
fini, si  l'aire  A  est  illimitée.  Considérons  l'intégrale 


f^^'' 


F(^)=jf    f{z)dz, 

prise  suivant  un  chemin  situé  tout  entier  dans  l'aire  A  et  joignant 
deux  points  ^o,  -  de  A;  laissant  fixe  la  limite  inférieure  -^o  de 
l'intégrale  et  faisant  varier  la  limite  supérieure  ;;,  F(^)  devient 
une  fonction  analytique  de  ^  qui  dépend  aussi,  dans  une  certaine 
mesure,  du  chemin  d'intégration.  Si  tous  les  résidus  de /(u)  dans 
l'aire  A  sont  nuls,  il  résulte  immédiatement  du  théorème  de  Cauchy 
que  deux  chemins  quelconques,  situés  tout  entiers  dans  A  et 
allant  du  point  z^  au  même  point  c,  donnent  la  même  valeur  pour 
l'intégrale;  F(^)  est  donc  aussi  une  fonction  uniforme  dans 
l'aire  K. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  tous  les  résidus  de/(::)  dans  l'aire  A 
ne  sont  pas  nuls;  quand  on  tourne  autour  d'un  point  singulier  où 
le  résidu  est  égal  à  R,  l'intégrale  F(::)  augmente  de  ird?\..  Cette 
intégrale  admet  donc,  en  chaque  point  de  l'aire  A,  une  infinité  de 
valeurs  qui  sont  comprises  dans  une  formule  telle  que 

F(:;)  =  [F(^)]  -+-  ir.i\  m,R,  -^ .  .  .-  /«,-R/|, 

[F(::)]  étant  une  de  ces  valeurs  et  in^^m^^  ...^ni/  des  nombres 
entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs  (').  Les  quantités 

■2-iRi.  . . .,  'i-iRi 
sont  appelées  périodes  de  l'intégrale   //(-•)  dz.  L'étude  des  inté- 


(')  IIeumite,  Cours  d'Analyse,  'i'  cdilion,  p.  igS-'îoô. 
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i,MiiIes  (le  fondions  alf^L-hricjuos  noii-i  (undiiir.i  .1  des  [x'-rinilcs  iruiir 
naliire  loul  à  fait  clinV-rcrilr. 

7.  Hifiiiaiiii  a  (li'iliiil  ilf  1,1  l'uiiuiilc  tic  (irccii  mic  iioiiNcllr  (di  - 
iiiiil)'  (IduI  nous  aurons  à  lairr  usage.  Soient  \  une  aiir  linii-  liniiii'i- 
|»ai-  un  cotiliMir  simple  (!,  P  et  i)  deux  fondions  r(''ellcs  de  ./•  d 
(le  )■,  liiiifs  d  conliinirs.  ainsi  (|nc  leurs  dérivées,  dans  l'aire  A  d 
>ur  le  cniiinnil.  lui-inruie.  I  )',i|)r(' ■^  l,i  Idiniulc  de  (ireen  1  '  i,  on  ;i 

l'inléyrale  douMe  ('hml  «'lendue  à  Taire  A,  d  Tinlé^Male  eur\ili;;ne 
t'Ianl  prise  le  lonj;  du  eonlour  (1  dans  le  sens  direel. 

Soil  niainlenant 

/(^)  =  X+/Y 

une  fonclion   analytique   de   la  variable  coinplexe  c-  régulièn-  en 
tous  les  points  à  l'intérieur  de  A  et  sur  le  contour  C. 
Faisons,  dans  la  forniulc  dcGreen, 


le  devient 


mais  on  a 


ch:  dy 


i^'''~-im%~'m''-'^- 


d\  _  dY  d\  __d\ 

dx        dy  dy  d.r 

et,  par  suite. 

L'intégrale   1  X  r/Y,  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens 
direct,  a  donc  une  valeur  positive. 


C)  Hf.rmite,  Cours  d'Analyse,  4"=  cdilion,  p.  G6.  —  E.  Picard,  Trente  d'Ana- 
lyse, t.  I,  p.  I0/|. 


Ponr.,1 


crllc  ml' 


.,;,!,.  iVil  Miill.-,  Il  n.iKliaiKHi.-ron  cùl 


d\ 

d\ 

<>, 

d.r 

dy 

d.r 

d\ 
'          dy 

I  ^  ,•„„., i„„  ^(^_)=:  K  +  /Y  se  réduirait  alors  à  une  conslanle. 


Tiii:(M{ii: 
FONCÏIO\S  ALGÉ1]R1QLES 

i.r 

DE   LEURS   INTÉGRALES. 


ÉTUDE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES  SUR  UNE  SURFACE 
DE  RIEMANN. 


CHAPITRE  I. 

SURFACES  DE  RIEMANN  A  DEUX  FEUILLETS  (<). 

liclalions 

u'^.  z,    u'^-A{z-e,)  {z-  e^)  {z-e,)  (z-ej, 
u'=  V(c  — c)  (c-cj  ...  {z  -ej. 

—  Fonctions  uniformes  sur  une  surface  de  Riemann  :  zéros,  points  singuliers, 
pôles,  ordres.—  Fonctions  rationnelles  de  z  cl  u  :   propriétés  caractéristiques. 

—  Genre. 

1.   Nous  consacrons  ce  Chapitre  à  l'élude  des  surfaces  de  Rie- 
mann correspondant  à  une  relation  de  la  forme 

«2=  A(5  — e,)(^  — ^2)...{-  — e«) 

et  à  la  théorie  des  fonctions  uniformes  sur  ces  surfaces.  Pour  bien 
faire  comprendre  la  méthode,  nous  commençons  par  deux  cas  par- 
ticuliers très  simples. 

Considérons  d'abord  la  relation  algébrique 

u-  =  z. 

entre  la  fonction  u  et  la  variable  z-. 


(')  Ouvrages  à  consulter  :  Y{iEJS.\ys,  Inaugural  dissertation  ;  Neumann,  Théorie 
der  Abel'schen  Intégrale. 

A.    ET    G.  I 


inAPiTnn   I. 


A  cliiKHic  \;il(>iir  (Kî  z 

z  —  p  (cosO  -4-  /sinO) 
(•orrcs|)()ii(lciil  deux  \alciirs  ilc  //  ('féales  et  de  sij^nes  contraires 


'  /        0        .   .    0 
cos  — 1-  î  sm  - 


"■2  =   p'^ 


[-r-^) 


i  sin 

U,  +  Mo  =  o. 


Si  le  point  :;  ch'cril  une  courbe  fermée,  C  n'entourant  pas  l'ori- 
i^ine,  raryuiiienl  de  r  pari  d'une  certaine  valeur  0  et  revient  à  cctlr 


Fiff.  .. 


mt'me  valeur  :  chacune  des  déterminations  Ui  et  Uo-,  suivie  par 
continuité,  reprend  sa  valeur  initiale  quand  le  point  z-  reprend  sa 
position  initiale. 

Si  le  point  z-  décrit  une  courbe  fermée  C  entourant  une  fois 
l'origine,  l'argument  9  de  ^  part  d'une  certaine  valeur  initiale  et 
reprend  cette  valeur  augmentée  ou  diminuée  de  i-rz,  suivant  If- 
sens  dans  lequel  la  courbe  est  décrite;  l'argument  -  revient  donc 

à  la  valeur  primitive  augmentée  ou  diminuée  de  tc;  la  détermi- 
nation «,  suivie  par  continuité  prend  la  valeur  Uo  quand  le 
point  z  revient  à  son  point  de  départ;  inversement  u-^  prend  la 
valeur  «,.  Donc  les  deux  déterminations  de  u  se  permutent 
(piand  ;;  tourne  «ne /ow  autour  de  l'origine.  D'une  manière  géné- 
rale, si  le  point  :;  revient  au  point  de  départ  après  avoir  tourné 
«fois  autour  de  l'origine,  les  déterminations  ?^,  et  u^  reprennent 
leurs  valeurs  initiales  ou  se  permutent  suivant  que  n  est  pair  on 
impair. 
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Les  deux  (lélerminalioiis  //,  cl  //j  ne  sont  donc  pas  fonctions  uni- 
fornii's  (le  ;;  dans  le  plan  indéfini  des  ;;  ;  mais,  dans  loule  rc-f^ion  à 
rontour  simple  ne  contenant  pas  l'orii^inc,  elles  sont  des  fonctions 
analytiques  uniformes  de  z. 

2.  t^n  suivonl  la  nit'lliode  gi'iK-ialo  donnée  par  lîifinann,  nu 
peut  reni|)lacer  le  plan  simple,  sur  lequel  u  n'est  pas  une  fonction 
uniforme  de  ~,  par  deux  feuillets  indéfinis  superposés  dont  l'en- 
semble constitue  une  surface  unique,  sur  laquelle  la  fonction  // 
devient  uniforme,  et  qu'on  nomme  surfaee  de  Riemann. 

Prenons  deux  plans  I',  cl  V,  limités  chacun  par  un  cercle  de 
rayon  K  aussi  i;rand  qu'on  le  veut,  ayant  pour  centre  l'origine  O 
d'un  système  d'axes  Ox  et  Oy\  puis  découpons  dans  chacun  de 
ces  plans  une  petite  ouverture  rectiligne  suivant  le  rayon  Ox, 
(l^b^Oc^d^  dans  le  premier,  a^biOc^dz  dans  le  deuxième,  ces 
ouvertures  ayant  une  largeur  infiniment  petite  :  nous  obtiendrons 
les  deux  feuillets  séparés  représentés  dans  la  fig.  i. 


Si  l'on  part  d'un  point  z^^  du  premier  plan  avec  la  détermina- 
tion u\  de  la  fonction  u^  cette  détermination,  suivie  par  conti- 
nuité, est  une  fonction  uniforme  de  u  sur  le  plan  ou  feuillet  P,, 
car,  à  cause  de  la  bande  découpée  <7,6,Oc,<^, ,  la  variables  ne 
peut  pas  tourner  autour  de  O  ;  de  même,  la  détermination  u^  est 
uniforme  sur  le  plan  Po.  Nous  imaginerons  qu'en  chaque  points  du 
plan  P,  on  inscrive  la  valeur  de  la  détermination  ?^,  ainsi  obtenue 
par  continuité  et  en  chaque  point  :;  du  plan  Po  la  valeur  de  la  dé- 
termination U-2.. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  les  valeurs  de  la  détermination  ;/, 
aux  points  situés  en  face  l'un  de  l'autre  sur  les  bords  opposés  de 


^  CllAlMTHl.      I. 

roiivcrlnrc  aji^t^d^  sonl  égales  cl  de  signes  contraires.    Ainsi, 
(Ml  appelanl  u^[l>^)  ri //,  (r,  )  les  valeurs  de  «,  aux  points //j  et  c, 

NÏliio  en  r.icc  l'un  de  raiilif,  on  a 

l"n  cfTcl,  partons  de  6,  avee  la  détermination  ;/,  (6,)  inscrite  en 
(  <•  poinl  :  si  la  variable  -  décrivait  le  contour  6,  EF^,  entourant  O 
et  revenait  en  />,,  la  valeur  finale  de  u  serait  —  Wi(^();  mais  z 
ne  peut  pas  revenir  en  b^  à  cause  de  l'ouverture  a^b^c^d^]  le 
point  ;  doit  s'arrêter  au  point  e,  sur  le  bord  de  cette  ouverture  en 
[■Açc  de  />i  .  Comme  rouverliire  a  une  largeur  infiniment  petite,  la 
valeur  ?/,(c,)  trouvée  en  c,  est  infiniment  peu  dilTérente  de  celle 
(iiTon  tiouvcrait  en  b\  enaclievanl  le  tour;  on  a  donc 

De  même,  sur  le  plan  Po,  on  a 

Comme  les  valeurs  de  ;/,  et  Uj,  correspondant  à  une  même  va- 
leur de  z  sont  égales  et  de  signes  contraires,  on  a  enfin 

i/l(  Ci)  =  —  ?/2(C2)=  Ulibi), 

«i(^i)  =  —  "2(^2)=  "2(^2)- 

Nous  avons  ainsi  obtenu,  sur  deux  feuillets  entièrement  sé- 
parés, le  tableau  complet  des  différentes  déterminations  de  u. 
Riemann  réunit  ces  deux  feuillets  en  une  surface  unique  par  le 
procédé  suivant  :  Plaçons  le  feuillet  P,  au-dessus  de  Po,  réunissons 
par  une  bande  de  surface  les  deux  bords  a,  ^,  et  d^c^'',  puis  par 
une  autre  bande  de  surface  traversant  la  première  les  deux  bords 
r/062  etf/,  C|.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  surface  unique  composée 
de  deux  nappes  planes  qui  se  traversent  suivant  une  ligne  double 
ou  ligne  de  passage  dirigée  suivant  un  rayon.  Pour  se  représenter 
cette  surface,  on  n'a  qu'à  imaginer  les  deux  feuillets  placés  à  une 
certaine  distance  l'un  au-dessus  de  l'autre.  On  peut  imaginer,  par 
exemple,  que  les  bords  06,  a,  elOc^d^  {fig-  ^)  sont  raccordés  par 
une  portion  de  surface  engendrée  par  une  droite  parallèle  aux  plans 
1^  et  P^   s'appuyant  sur  les  deux    directrices   rectilignes  00|  O 
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ri  /^/,  <^/j  ;  de  iiMMiii-  ^)<•^f/^  tl  Oli.d.,  xm!  i;iccordcs  par  une  l);iiiclr 
(II"  surface  en;;en(lrée  par  une  cirolle  parallèle  aux  deux  plans  s'aji- 
puyant  sur  ()(),()  el  </,//_..  ('es  deux  surfaces  de  raecoi-d  oui  l:i 
<;énéralrlce  (•oniiuuru'  (),  L  siii\;iiil  l.i(|ur||c  elle-.  \c  tra^crscnl ,  d 
(pi'on  appelle  /i^'/ic  de  jxisstigi'  d  un   leuillel  dans  lautre. 


On  voit,  sur  la  figure,  qu'on  peut  passer  du  point  (2,  m,)  du 
feuillet  supérieur  au  point  (^,  Mo)  du  feuillet  inférieur,  en  suivant 
le  chemin  conlinu 

(  I  )  (  z,  Ui)  a[jYOî(  ;,  iii) 

qui  fait  un  tour  autour  de  l'axe  00,  O;  inversement,  on  peut  re- 
monter du  point  (;,  u.^)  au  point  (c-,  ;/,)  en  suivant  le  même  chemin 
en  sens  contraire,  ou  en  prenant  le  chemin 


(■>-) 


'.,)x"i'-'?:i'{z,  iii 


De  telle  sorte  que  le  chemin  total  formé  de  ces  deux  chemins  placi's 
à  la  suite  l'un  de  l'autre 

(z,  Ui)(x'^';ot(z,  Ui)a"i'-;rj't'(z,  i^) 

ramène  du  point  (;,  Ui  )  à  ce  même  point  après  deux  tours  autour 
de  l'axe  00,0.  La  continuité  de  u  est  assurée  quand  on  passe 
d'un  feuillet  dans  l'autre  parce  t'ait  que  la  valeur  de  «,  en  un  point 
du  bord  06,  «,  dans  P,  est  égale  à  la  valeur  de  if-^  au  bord  opposé 


()  (Il  \  IMTU 


Ofo//.  (l;in>    l'_, ,  cl   que  ces    doux   bords  sonl  prf'cisément  ceux 
(|ii'()ii  ;i  n'iiiiis;  il  en  est  de  même  des  deux  autres  bords  Octd,  et 

]\()ns  iVroMS  cette  convenlion  que  les  [)oinls  des  deux  feuillets 
a|)|t;ii  iciKiiil  à  la  ligne  de  passage  O,  L  sonl  absolument  distincts; 
(le  soric  (|in'.  par  convention,  Je  chemin  ylia  (:;,  «,  )  e'o'v,  quoique 
|)iirliini  (lu  poinl  -'  de  la  ligne  de  passage  et  revenant  à  ce  point,  ne 
cunsliluc  |ias  un  chrmin  fermé,  car  le  premier  élément  de  ce 
chemin  est  dans  lune  des  nappes  qui  se  croisent  suivant  O,  L  et 
le  dernier  élément  dans  l'autre.  En  vertu  de  celte  même  conven- 
tion, les  deux  chemins  (i)  et  (2)  n'ont  pas  de  point  commun  en  y. 
En  général,  deux  chemins  aboutissant  en  un  même  point  de  la 
ligne  de  passage  ne  seront  considérés  comme  se  coupant  sur  cette 
ligne  que  si  leurs  deux  éléments  aboutissant  en  ce  point  sont  si- 
tués sur  une  même  nappe.  Cette  convenlion  est  spéciale  à  la  ligne 
de  passage  :  Ainsi  un  chemin  partant  d'un  poinl  de  l'axe  00,  O  et 
aboutissant  en  ce  même  point  est  toujours  un  chemin  fermé. 

La  figure  précédente  est  une  figure  dans  l'espace  :  en  réalité,  on 
suppose  les  deux  feuillets  P,  et  Po  infiniment  près  l'un  de  l'autre, 
et  l'on  représente  la  projection  de  la  figure  sur  le  plan  P2  telle  que 
la  verrait  un  observateur  placé  à  une  grande  distance  au-dessus 
du  plan  P,.  De  plus,  on  ne  figure  pas  les  lignes  06,  a,,  Oc,  <:/,,  ..., 
qui  ne  jouent  plus  aucun  rôle.  Les  deux  plans  apparaissent  alors 
comme  superposés  :  la  ligne  de  passage  se  projette  en  OL.  On 
convient  de  tracer  en  traits  pleins  les  chemins  situés  dans  le 
feuillet  supérieur  et  en  traits  pointillés  les  chemins  situés  dans  le 
feuillet  inférieur  :  ces  derniers  points  étant  invisibles  pour  l'ob- 
servateur placé  au-dessus  du  planP,.  Par  exemple,  les  chemins 
précédents  (i)  et  (2)  sont  représentés  par  les  tracés  ci-dessous 
{fig.  4)  '•  hi  partie  (:;,  u^")  aây  étant  dans  le  feuillet  supérieur  est 
en  trait  plein;  on  traverse  ensuite  la  ligne  de  passage,  on  passe 
dans  le  feuillet  inférieur,  et  l'on  a  la  partie  yo;  (:;,  11.2}  en  pointillé, 
conduisant  au  point  (^,  ii.^)  du  feuillet  inférieur.  En  continuant  à 
tourner  dans  le  même  sens  à  partir  de  (^.  i/o),  on  suit  le  chemin 
(r,  «o)  (a' [j'y),  dans  le  feuillet  inférieur,  puis  yo'e'  (;,  //,)  dans  le 
feuillet  supérieur. 

3.  Pour  désigner  un  point  de  la  surface  deRiemann,  au  lieu  de 
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.lue  (jn'il  >c  |)rt»jellf  en  c  cl  ijuil  <'sl  (l.iiis  li-  Iciiillcl  >ii|K'Ti<Mir  ou 
If  rcuilli'l  iiilVrieiir,  on  tlil  souvent  le  |toinl(c,  //,)  ou  le  itoinl 
(z,i/-i)  eu  indi(|ii;inl  à  côl(-  de  la  variaMe  irulépenilanle  z  celle  des 
ili'tciininaliiMi->  (juc   Inii  |tiriiil    |miir  //,  ci'  (|iii  rc\ienl    à   iiidiiiiier 

Fis-  4- 


If  teuiliel  dans  lequel  on  place  le  point  z.  On  appelle  /)oint  ana- 
lylifjue  {z,  ii)  Tensemble  d'une  valeur  de  z  et  de  l'une  des  déter- 
minations correspondantes  de  la  fonction  u.  D'après  cela,  à 
chaque  point  analvticjue  correspond  un  point  unique  de  la  surface 
de  Riemann  et  réciproquement. 

En  particulier,  à  chaque  point  y  de  la  ligne  de  passage  corres- 
pond un  point  analytique  qui  est  différent  suivant  que  ce  point  y 
est  considéré  comme  appartenant  à  l'un  ou  à  l'autre  des  feuillets 
qui  se  croisent  suivant  OL;  c'est  ce  que  nous  avons  expliqué  plus 
haut  en  détail.  Au  point  O  lui-même  les  deux  feuillets  se  réunis- 
sent; pour  :;  =  o,  les  deux  points  analytiques  {z,  u,)  {z,  u-i)  se 
réunissent  en  un  seul  (o,  o).  Ce  point  se  nomme  poi/tt  de  raniiji- 
cation  de  la  sur/ace  de  Riemann. 

Comme  le  rayon  R  est  aussi  grand  qu'on  le  veut,  les  considé- 
rations précédentes  s'étendent  à  tout  le  plan  des  ;;,  qui  se  trouve 
ainsi  recouvert  de  deux  feuillets  indéfinis  soudés  l'un  à  l'autre  le 
long  d'une  ligne  de  passage  OL  indéjinie  dans  le  sens  OL. 


i.  Pour  étudier  la  fonction  u  à  l'infini,  on  pose  :;  =  -  et  Ton 
est  ramené  à  étudier  la  fonction 


cnM'irui-    I. 


dans  le  voisinage  de  :' =  o.  A  cliacine  valeur  de  z'  {Jig.  5)  cor- 
respondenl  deux  valeurs  ?/,  et  i/..  de  //  égales  et  de  signes  con- 
lrair(«s.  ('es  doux  drleiiuinal  ions,  suivies  par  conlinui  té,   repreii 


l'i;;. 


nent  les  mêmes  valeurs  quand  z'  revient  au  même  point  sans  avoii- 
tourné  autour  de  l'origine  O'  ou  après  avoir  tourne  un  nombre 
pair  de  (ois  autour  de  O';  elles  se  permutent,  au  contraire,  quand 
z'  tourne  un  nombre  impair  de  fois  autour  de  O'. 

C'est  ce  que  l'on  voit  immédiatement,  comme  ci-dessus,  pour 
le  point  ;=o  (n"  1).  On  pourra  donc  remplacer  le  plan 
sim|)le  jc'0'y\  sur  lequel  la  fonction  u  de  :;'  n'est  pas  uniforme, 
par  une  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets  raccordés  le  long 
d'une  ligne  de  passage  O'L'  issue  de  O'  et  indéfinie  dans  un  sens, 
dans  le  sens  O'x',  par  exemple.  On  exprime  ce  fait,  par  analogie 
avec  ce  qui  précède,  en  disant  que  la  surface  de  Riemann  pri- 
mitive a  un  point  de  ramification  à  rinfîni.  En  ce  point  z' ^  o, 
les  deux  déterminations  de  u  sont  égales  et  infinies. 

En  résumé,  la  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets,  sur  laquelle 
la  fonction  u  est  uniforme,  a  deux  points  de  ramification  z  =  o, 
;  =  30  et  une  ligne  de  passage  allant  de  o  à  l'infini,  c'est-à-dire 
de  Vitn  de  ces  points  à  Vautre. 

o.  On  peut  simplifier  un  peu  ces  considérations,  à  l'aide  de  la 
transformation  suivante. 

Sur  le  plan  xOy  de  la  variable  z^  élevons  une  perpendicu- 
laire 00'  égale  à  i  et,  sur  00'  comme  diamètre,  décrivons  une 
sphère  {fig.  6).  Soit  z  un  point  du  plan  des  xy,  la  droite  O':; 
coupe  la  sphère  en  un  point  "C,  et  le  triangle  rectangle  O'O^,  dans 
lequel  0<  est  la  hauteur  issue  du  sommet  de  l'angle  droit,  donne 

0'-C.O'z  =  'ÔÔ''  =  \. 
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()ii   pciil  donc   dire   tiiu'    la    splure 
|i.ir    ravons    vcclcurs    rt'ci|tr(»(|iios  , 
•  •lanl  O'.  Nous  faisons   correspondre   ainsi 


;  i  \   Ki:  r  i  i.i.  i:t  =  .  <i 

>l    la    IraiisfornuT  du  plan 

|)<'dc    (le     Iraiisformalion 

•      •    •       luniue    point    c   dn 


plan  un  point  J^  de  la  splièrc  cl  inversement, 


Kig.  G. 


Supposons  que  le  plan  xOy  soit  recouvert  par  la  surface  de 
Kiemann  à  deux  feuillets,  précédemment  définie,  avec  la  ligne  de 
passa<;e  indéfinie  OL  dirigée  suivant  Ox.  Nous  avons  supposé 
qu'en  chaque  point  z  de  chaque  feuillet  on  a  inscrit  la  détermi- 
nation correspondante  de  «,  de  façon  que,  à  chaque  point  de  la 
surface  de  Riemann,  corresponde  un  point  analytique  déter- 
miné (:;,  u).  Si  l'on  applique  à  cette  surface  de  Riemann  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques  que  nous  venons  de 
définir,  chacun  des  feuillets  se  transformera  en  un  feuillet  sphé- 
rique  :  la  surface  se  transformera  en  une  autre,  formée  de  deux 
feuillets  sphéiiques  appliqués  sur  la  sphère,  soudés  l'un  à  l'autre 
le  long  de  la  ligne  de  passage  OAO'  qui  est  une  demi-circonfé- 
rence transformée  de  la  demi-droite  indéfinie  OL.  A  chaque 
point  analytique  (5,  u)  de  la  surface  de  Riemann  |)lane  corres- 
pond un  point  Z,  de  la  surface  de  Riemann  sphérique,  où  l'on 
pourra  supposer  inscrite  la  valeur  correspondante  u  et  que  nous 
appellerons  le  point  (v,  u)  de  la  surface  sphérique.  La  valeur  de 
la  fonction  u,  en  chaque  point  de  la  surface  de  Riemann  sphé- 
rique est  ainsi  bien  déterminée.  Quand  nous  dirons  que  le  point 
analytique  (s,  u)  décrit  une  courbe  sur  la  surface  sphérique  à 
deux  feuillets,  cela  signifiera  que  le  point  analytique  correspon- 
dant (z,  u)  décrit  sur  la  surface  de  Riemann  plane  la  courbe 
correspondante. 


i(>  (  Il  vi>  iT  i<  i:    I. 

I^'avanla^o  de  ((Ile  nouvelle  repic'-scnlalion  csl  que  la  nouvelle 
surface  de  Rieiiiiiiin  esl  liniiit'c;  les  poinls  à  l'infini  dans  le 
plan  des  c  oui  |ioiir  iiii;ii;e  sur  la  sphère  le  seul  polnl  O'  qu'on 
appelle  le  poini  r.  ;  on  voil,  d'après  cela,  que  la  suiface  de 
Hioinann  spin  ri(|ue  a  deux  poinls  de  ramificalion  O  el  O'  el  une 
ligne  (le  |»assage  OAO'  joignant  ces  deux  poinls. 

INiur  (•liidicr  la  lonclion  //  pour  des  valeurs  très  grandes  de  r, 

nous  a\ons  j^osé  -  = -•  Celte  transformation  aune  interprétation 

géonu'lrique  simple  dans  la  figure  précédente.  Menons  en  O'  le 
plan  langent  à  la  sphère  et,  dans  ce  plan,  un  axe  O'x',  parallèle 
à  0.r  et  de  même  sens  que  Ox,  puis  un  axe  O' y'  perpendiculaire, 
dirigt'  en  sens  contraire  de  Oy.  La  droite  OX.  perce  le  plan 
Jc'O' y  en  un  point  z'  qui  est  précisément  la  représentation  du 
point  c',  lié  à  :;  par  la  relation  ^^'=  i. 

En  elïel,  les  deux  triangles  semblables  00' c'  et  O'O;  donnent 
immédiatement 

de  plus,  l'angle  xOz  est  égal  à  x  O' z' .  Donc,  en  vertu  de  l'orien- 
tation des  axes  Oy  et  Oy,  les  quantités  imaginaires  ;:  el  ;:'  ont 
des  ai-giiinenis  égaux  et  de  signes  contraires,  ce  qui  prouve  la 
relation  annoncée  zz'=zi.  La  surface  de  Riemann  sphérique  à 
deux  feuillets  est  donc  aussi  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques de  la  surface  de  Riemann  du  plan  des  x' y'  que  nous  avons 
introduite  pour  étudier  la  fonction  u,  dans  le  voisinage  de  ^'=0. 
Remarque.  —  Si  Ton  étudiait  de  même  la  fonction 

ui={z~ei){z  —  ei), 

on  verrait  qu'elle  est  uniforme,    sur  une   surface  plane   à  deux 

Fi  g.  7. 


feuillets    soudés  suivant  la  ligne  de  passage   e,  Le^  joignant  les 
deux  points  de  ramificalion  e, ,  Co.  A  l'infini,  les  deux  feuillets  sont 
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séparés  :  le  point  x  iiesl  p;is  un  point  «le  r.imiliiiilinii  (  //;.'.  - j. 
\i.n  conslruisanl  la  surface  sj)liéri(pic  »un(s|,(iii(l;iiiic,  oii  ;iiirail 
une  surface  sphériipie  à  deux  feuillets  souciés  sui\anl  la  li|^nc  de 
passaj,'e  £i  Aîj  transformée  de  c,L('o.  Celle  surface  serait  de  niéme 
iKiliirr  tpif  1,1  pr<''(t'(lenlc. 


0.  IVi 


liiiteiiaiil  rt'(|iiali()n 


OÙ  e,,  e-i,  ('3,  e,  désignent  quatre  constantes  différentes  cl  A  une 
constante  diflerente  de  zéro.  A  chaque  valeur  de  :;  répondent 
encore  deux  déterniiiialions  //,  et  //^  égales  et  de  signes  con- 
traires. Posons 

z  —  ex=  /'i  (cosOi-i-  t  sinOi), 

j  —  ^2=  /•2(cos02-i-  t  sinOj), 
z  —  e-^—  /•3(cos03-t-  t  sinOa), 
z  —  c;  =  /"il  cosO;--  t  sinOi). 

Si    nous   figurons  les  points   fixes  ^i ,  f'^,  ('3,  e^   elle  point   c, 
Fig. 


/  ,  est   la  dislance  e,  c  et  0,  l'angle  de  r,  c  avec  la  parallèle  e^x^ 

à  l'axe  Ox\  de  même  pour  /o,  Oo 

On  a 

/ 1^1       Oi  —  0.  +  0,  —  0 .        .  .    0,  -f-  0.,  -+-  O3  +  0;  \ 

»,  =  \/ rir^r^r'^  ^ X  (  cos : -t-  i  siu '— I  > 


M,  =  yZ/'i  r-i  1-3  ri  \/ \      cos  ( 


0,  — Oo— Oî^Oi 


..) 


Oo-^O.-i-Oi 


0] 


où  y/ A  désigne  Vunc  des  drlermiiiMlions  de  la  racine  du  nombre 
réel  ou  imaginaire  A.  Ces  deux  détcrminalions  if ,  et  1(2  ne  peuvent 
devenir  égales  à  distance  finie  que  si  elles  sont  nulles,  car  la  somme 
(({  -h  iii  est  nulle  ;  elles  ne  deviennent  donc  égales  qu'aux  quatre 
points  ^,,  fo,  C;,,  C;. 

Lorsque  :;  décrit  une  courhe  fermée  entourant  un  seul  des 
points  Ci,  c.,,  f':i ,  C;,  i/t  et  i(.,  ne  font  que  s'échanger.  Par 
exemple,  si  z  décrit  la  courhe  iermée  (Jig-.  8)  C  entourant  une 
fois  le  point  <?,,  lorsque  z  est  revenu  au  point  de  départ,  ^,  a 
augmenté  ou  diminué  de  27:,  Oo,  O3,  0,  ont  repris  leurs  valeurs  pri- 
mitives. La  valeur  ^/,  suivie  par  continuité  s'est  donc  changée  en 
Mo  et  inversement  i/o  en  a,.  Si  :;  décrit  une  courbe  fermée  entou- 
rant une  fois  deux  des  points  e,.  e-,,  Cj,  e^,  par  exemple  C,  cha- 
cunedes  deux  déterminations  w,  et  //oreprend  sa  valeur  primitive, 
car  deux  des  arguments  0,,  Oo,  83,  B^  reprennent  la  même  valeur, 
chacun  des  deux  autres  étant  augmenté  ou  diminué  de  2-. 

En  général,  siz  décrit  une  courbe  fermée  quelconque,  les  valeurs 
de  M,  et  iio  restent  les  mêmes  ou  s'échangent  entre  elles  suivant 
que  le  nombre  total  de  tours  faits  par  la  variable  z  autour  de 
chacun  des  points  e, ,  e-^,  «^3,  e^  est  pair  ou  impair,  c'est-à-dire  sui- 
vant que  la  variation  de  f),  -h  f)o  -h  ^3  -h  8,  est  un  multiple  pair  ou 
impair  de  27ï. 


^  oici  maintenant  comment   on    forme    la    surface  de  Rie- 


mann    correspondante 


P. 


(y^o '9)  liniités  l'un  et  l'autre  par  un  cercle  de  rayon  très  grand  Pv 
décrit  de  l'origine  des  coordonnées  comme  centre  :  sur  chacun  de 
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ce-,  |»I.iiis  inar(|iions  les  point-,  r,,  c-,,  r,,  Cj,  puis  enle\ons  des 
<l<'lix  plans  \v-^  hainlc-  iiitiiiiiiicnl  c-lroilcs 

i'\'^\Ci'h^     <'3'i\<'\''\,     cx^ie-i'i-i,     e^'^-icr,-, 

comprises  entre  les  points  f ,  et  o-^  d'une  part  el  les  jjoinls  (>_^  cl 
f'i  d'autre  part.  3iOus  avons  ainsi  percé  dans  les  deux  plans  quatre 
ouvertures  de  forme  linéaire  deux  à  deux  égales;  nous  suppose- 
rons que  la  variable  z  ne  puisse  pas  franchir  ces  ouvertures. 

Supposons  que  l'on  parte  du  point  z^  du  plan  P,  avec  une  déler- 
mlnalion  //','  :  comme  ;  ne  peut  plus  passer  entre  e,  et  e^  ni  entre  e^ 
ett'i,  ({uelquc  soit  le  chemin  que  suives  pour  revenir  au  point  de 
départ,  on  obtiendra  toujours  la  même  détermination  finale  de  w, 
car  toutes  les  courbes  fermées  tracées  sur  P)  entourent  nécessaire- 
menl  un  nombre  pair  de  points  e,,  e^,  <?3,  e-,.  Plus  généralement, 
quel  que  soit  le  chemin  que  suive  ;:  pour  aller,  sur  Pj ,  du  point  ^o 
à  un  autre  point  ^,  la  détermination  finale  «,  est  toujours  la 
même.  Ainsi  les  deux  chemins  C  el  C  conduisent  en  ^  à  la  même 
détermination  de  u.  En  effet,  soit  ;/,  la  détermination  obtenue 
en  z  par  le  chemin  C  ;  pour  trouver  la  valeur  que  prend  u  au 
même  point  quand  z  parcourt  le  chemin  C,  on  peut  faire  décrire 
à  z  la  courbe  fermée  ZoCzCzq  suivie  du  chemin  -SoC^,  car  cela 
revient  à  ajouter  au  chemin  C  le  même  chemin  ;C^o  parcouru 
deux  fois  de  suite  en  sens  contraire  ;  la  courbe  fermée  ^oG'^C^o 
ramène  en  :;o  la  détermination  a  ",  puis  le  chemin  zCzq  donne 
en  z  la  détermination  w,  :  donc  le  chemin  C  donne  la  même  déter- 
mination i/,  en  z  que  le  chemin  G. 

Celte  détermination  f/,  est  une  fonction  uniforme  de  z  sur  le 
plan  P)  avec  les  deux  ouvertures  e,  ea  et  Cge,.  On  peut  remar- 
quer qu'aux  deux  bords  opposés  de  l'une  des  ouvertures  les  valeurs 
de  Ui  sont  égales  et  de  signes  contraires. E.n  effet,  soit  «,  (a,)  la 
valeur  de  u^  en  a,  ;  si  la  variable  z  pouvait  parcourir  à  partir 
de  ai  le  chemin  aj  DD'a,  entourant  une  fois  le  point  (?i,  la  valeur 
initiale  de  u  étant  «,(a,),  la  valeur  finale  au  point  a,  serait 
—  U\{o,^  );  mais  la  variable  z  ne  peut  pas  revenir  jusqu'en  a,  :  elle 
s'arrête  sur  le  bord  de  l'ouverture  e^e2  au  point  ^j  situé  en  face 
de  a,-Celteouverlureei  e.j,  étant  infiniment  étroite,  la  valeur  ll^  ([3,) 
trouvée  en  (i,  diffère  infiniment  peu  de  celle  qu'on  trouverait  en 


a,  si  Ton  acli('v;nl  \c  tour  :  on  a  donc 

l'iih)  ~'  —  ^^i  (^.  )• 

Do  iiioinc,  sur  le  plan  l^o,  la  dt'lcnninalion  i/y^  oblcnuc  en  un 
point  «le  ce  j>lan  en  j)renanl  |)our  valeur  initiale  de  a  en  ;„ 
Vautre  cUkerminalion  ;/",  est  une  fonction  uniforme  de  z  quand 
on  a  pratiqué  dans  le  plan  P2  les  deux  ouvertures  ei^o^Cs^'. 
égales  à  celles  du  plan  P,.  La  valeur  de  Wo  en  un  point  z  f|uel- 
oonque  de  Po  est  égale  à  la  valeur  de  //,  au  même  point  :;  de  P, 
changée  de  signe.  On  a  en  particulier  aux  points  a,  etao,  ,3,  et  |jj 

«1(^1)  =  -"-2  (a.),         «i((ii)  =  — "2(^2). 
et  comme 

"i(ai)=  —  «i(hi) 

/^  (Xi)  =  «2(^2),  «1  (3,)  =  iti{oi2). 

Supposons,  comme  dans  l'exemple  précédent,  que  l'on  ait 
inscrit  en  chaque  point  z  du  plan  P,  la  détermination  correspon- 
dante de  u^  et  en  chaque  point  de  Po  la  détermination  correspon- 
dante de  u-i-  L'ensemble  de  ces  deux  plans  formera  le  tableau  com- 
plet des  valeurs  de  u,  chacune  n'étant  inscrite  qu'une  fois.  Nous 
pouvons  réunir  ces  deux  plans  en  une  surface  unique  par  le  pro- 
cédé suivant,  identique  à  celui  qui  a  déjà  été  employé  dans 
l'exemple  n°  1. 

Plaçons  le  plan  P,  au-dessus  de  Po  de  façon  à  faire  coïncider 
les  points  c,,  Co,  63,  e^  de  l'un  avec  les  mêmes  points  de  l'autre. 
Soudons,  par  une  petite  bande  de  surface,  le  bord  ^(  a,  eo  de  l'ou- 
verture <?i  <?o  du  planP,  au  bord  opposé  e,  ^0^2  de  l'ouverture  c,  c-x 
du  plan  Po  ;  et,  inversement,  soudons  par  une  petite  bande  de  sur- 
face le  bord  e,  ^,62  de  l'ouverture  du  plan  P,  au  bord  opposé- 
e,ao  60  de  lamême  ouverture  de  P2.  Ces  deuxbandes  se  croiseront 
suivant  une  ligne  allant  de  e)  eneo,  la  ligne  L,  2  qui  sera  une  ligne 
de  passage  pour  passer  d'un  plan  à  l'autre.  Nous  ferons  la  même 
opération  pour  souder  les  deux  bords  de  l'ouverture  ^3  64  du  plan 
Pi  aux  bords  opposés  de  la  même  ouverture  du  plan  Po,  à  l'aide 
de  deux  petites  bandes  de  surface  qui  se  traverseront  suivant  une 
ligne  de  passage  Lgj. 
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Nous  ol)lenoiis  ainsi  une  siirtiicc  iirii(|iie  Itinm'c  ilc  <ltii\  fniil 
lets  supcrpost'S  et  soudés  comme  nous  \rnons  de  le  diic 

Cette  surface  est  analoj^ue  à  eelle  qui  csl  repr<''scnl('c  pai 
\a  Jig.  lo,  avec  cette  dillérenee  que,  dans  la  réalité,  les  deu\ 
feuillets  sont   inliiiinieiil   i;ij)|>rocliés  et  les  ouvertures  infininicnl 

Fig.  10. 


étroites.  On  a  fii^uré  la  surface  telle  que  la  verrait  un  obser- 
vateur debout  sur  le  feuillet  supérieur.  Les  droites  joignant  les 
points  correspondants  des  deux  plans  parallèles  P,  et  Po  sont 
supposées  perpendiculaires  à  ces  plans,  par  exemple  e,e,,  e^f-i. 
et  la  droite  ^f/i,  ^Mo  :  cette  dernière  seule  est  tracée. 

A  chaque  point  de  cette  surface  de  Riemann  correspond  une 
valeur  de  u  (celle  qui  est  inscrite  en  ce  point)  et  réciproquement. 
En  appelant  point  analytique  (:=,«)  l'ensemble  formé  par  une  va- 
leur de  :;  et  Vune  des  déterminations  de  ?/,  on  peut  dire  qu'à 
chaque  point  de  la  surface  correspond  un  point  analytique  (c,  u) 
et  un  seul.  Quand  le  point  z  se  déplace  d'une  manière  continue 
sur  la  surface,  la  valeur  correspondante  de  u  varie  d'une  manière 
continue. 

On  a  représenté  la  courbe  suivie  par  le  point  de  la  surface  de 
Riemann  ou  point  analytique,  quand  z  tourne  autour  du  point  <?3^ 
on  part  du  point  (:;,  m,)  du  feuillet  supérieur,  puis  ::;  décrivant  la 
courbe  C,   arrive  en  v,    sur  le  bord  de  l'ouverture  e-iC;]  le  poini 
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analvliquc  descend  alors  par  la  bande  qui  joint  le  bord  y,  de  e^  Co 
au  bord  opposé  ô^  de  l'ouverliire  CsC^  du  plan  inférieur  et  arrive 
eu  02,  d'où  il  suit  enfin  une  courbe  C:..  qui  ramène  au  point  (:?,  u^) 
placé  au-dessous  du  point  de  départ  (z,  ;/,). 

On  a  figuré  également  le  chemin  sui\i  |)ar  le  point  analytique 
pour  remonter  de  (:;,  u-,)  en  (:;,  ?/|)  (piand  ;  tourne  autour  de  e^. 
Les  quatre  points  <?,,  r^,  03,  e-,  sont  les  points  de  ramification  de 
la  surface.  Les  lignes  de  passage  sont  représentées  en  L|o  et  L34  ; 
les  deux  nappes  qui  se  traversent  suivant  ces  lignes  sont  regardées 
comme  absolument  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Une  courbe 
(pii  part  d'un  point  de  la  ligne  de  passage  et  aboutit  en  ce  même 
|)oinl  n'est  considérée  comme  fermée  que  si  son  premier  et  son 
dernier  élément  sont  dans  la  même  nappe.  C'est  ce  que  nous 
avons  expliqué  en  détail  à  propos  de  l'exemple  L 

Si  l'on  convient  de  représenter  la  surface  de  Riemann  par  sa 
projection  sur  le  plan  P2,  telle  que  la  verrait  un  observateur  placé 
1res  loin  au-dessus  de  P,,  on  obtient  la  figure  ci-dessous  {fig.  1  r), 


où  sont  représentés  les  quatre  points  de  ramification  et  les  deux 
lignes  de  passage.  Les  chemins  situés  sur  le  feuillet  supérieur 
sont  en  traits  pleins,  les  chemins  situés  sur  le  feuillet  inférieur 
sont  ponctués.  C'est  ainsi  que  les  deux  chemins  figurés  dans  la 
fig.  10  sont  représentés  sur  cette  nouvelle  figure.  On  a  figuré 
aussi  une  courbe  C  partant  d'un  point  (;',  u\)  du  feuillet  su- 
périeur et  revenant  à  ce  point  après  avoir  tourné  plusieurs  fois 
autour  des  points  e,,e/,  5  on  remarquera  que  chaque  fois  qu'on 
traverse  une  ligne  de  passage  on  change  de  feuillet  :  deux  lignes 
qui  se  croisent  sur  la  figure  ne  se  rencontrent  que  si  elles  sont 
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tr.ui'c^  |(i<'->  (lu  [xiiiit  .!<•  t  loixiiKMil  loiilcs  (lcii\  m  ti;iil>  |»lciiis  mi 
loiilc-  (l.ii\  m  iKiiiililIr,  car  a  11 1  iciiinil  elles  se  Irouvciil  <i;ins  d.  ^ 
iViiillets  .lilIV-iviils. 

l*oint  r..  —  Faisons  ;=:-,,  nous  aurons 


l),iu->  le  voisinaj;e  de  ;'=o,  le  radi.al  i|iii  li^iirc  dans  celle 
formule  a  deux  (l('lerminalions  qui  sont  l'une  el  l'aulre  régulières, 
e'esl-à-dire  développables  en  une  série  convergenie  ordonnée 
sui\aiit  lr>  puissances  cnlirres  tie  :' .  Par  exemple,  celle  des  déler- 

minalioii>  du  radical  qui  se  réduit  à  -4-\'A  pour  :' =  o  esL  doniK-e 
par  une  série  de  la  forme 

l'aulre  est  donnée  par  la  si'rie  —  'f  (^')-  ^"  ^  <l<Jnc  j)our  u,  dans 
le  voisinage  de  r'=zo,  les  deux  délerjninalions 

o(z')  _  o{z^ 

uniformes  loules  deux  ;  en  outre  le  j)oinl  :;'=ro  est  un  pôle  de 
second  ordre  pour  chacune  d'elles.  On  j)eut  donc  dire  que  les  deux 
déterminations  de  u  soni  uniformes  dans  le  voisinagedupointco  qui 
est  un  pôle  du  second  ordre  pour  chacune  d'elles  :  d'après  la  conven- 
tion spéciale  faite  pour  le  résidu  au  pointa:^  {voir  Introduction), 
le  résidu  relatif  au  point  x>  est  —  A3  pour  la  première  détermina- 
tion et  H-  A.(  pour  la  seconde. 

Les  deux  feuillets  de  la  surface  de  Ricmann  sont  donc  enlière- 
ment  distincts  à  l'infini,  car  on  ne  passe  pas  d'un  feuilleta  l'aulre 
en  tournant  autour  du  point  :;'=  o.  Le  point  oo  n'est  pas  un  point 
de  ramification  de  la  surface  :  ce  point  est,  dans  chaque  feuille!, 
un  pôle  du  second  ordre  de  la  fonction  u. 

8.    Si  nous  représentons  la  surface  de  lliemann  sur  la  sphère 
(y?g.  I  ^4  ),  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  premier  exemple,  nous 
aurons,  sur  la  sphère,  une  surface  formée  de  deux  feuillets  super- 
A.   ET  G.  2 


imaffcs  clc; 


^l,„a.l-so„l  les  image*  spl"'"l' 


ucs. 


Fig.  12- 


q    SoU  enfin  .n,c  équalion  générale 


„,Ve.t  une  eon.a„,e,V,.é,.e„,eae.é..o....... ■•-"-'- 

Marquons  dansle  plan  Je   -le.  ^^  ^,^  ^.„^^^  ,„„„,„,s,  n 

,  deu.  dé>erminaUons  »,  =  «=  ^^^.^,^  ,  q„e  .,  elles  son 

pouvant  devenir  égales  P°  "  "^«^  ,„„i  donc  égales  à  d.slancc 

'nulles  loules  deu.',  ees  detennmauo  ^^  ^^_^  ^^^^  ^,^^  ^^^^^  jn 
finie  au.  seuls  Poi°'l^';.^^;;;V; ^^  Von  faiulécrlve  àla  yar.ab  e  . 
planavecunedélernunauonu.et  _  j^„„,i„a.,on  u'\  on 

1  courte  tennée  on^  ^eU.  ^  "  ;;■  ^,^,„^  „,^  „„„,,„  ,„.  ou 
l'autre  déierminalion  .  ,  su  1  e,,  e,,-,  e.. 

i..palr  de  fols  autour  de  -7;;^^,,^  correspondantes  et  étud.e, 
Pour  forcer  les  ^^^^^;'^^^,,  ^eu.  cas,  suivant  que  .  0. 
leurs  ramifications,  il  tant 
pair  ou  impair. 

10.  Premier  eas:  n  ^'^^P^'^'-J   ^^  ^^^cun  d'eux  les  points  c 
aV    et  Po,  marquons  sur  cua  .0  npctivemenl 

plans  sépares  l  ,  et  1  .,         H  ^'ouvertures  rc^pectut 

L...,.«;P"-'P-^r'  lerdeu.   premières    e.a.e.^i.    el 

égales  et  de  forme  bneau-c  ^^  /j  ,J  ,,i,antes  joignant  les 
;..^.3ol.nant^^Xtd:;^^3oignantlespointse..,,e., 
poinlse3,e^,  •  •  • ,  ^es  a 


sriiFicKs   i»K    HicMVNN    V    ii  i;  I  \    iKi  I  i.i.irrs. 
(Miiiii  1rs  deux  (Ictnières  allant  de  r'.^,^,  à  riniiiii  Mii\;uii   hi    nirii 
(liii-ilidii  (l.iiis  les  iltMix  plans  {Jig.   \S), 


On  suppose  que  les  ouverlures  ainsi  pratiquées  ne  se  croisent 
pas,  ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser  en  numérotant  les  points 

('^,('2 ^C2p-ir\  dans  un  ordre  convenable.  D'ailleurs  il  n'est  pas 

nécessaire  que  les  ouvertures  soient  rectilignes  comme  nous  le 
supposons  :  on  peut  leur  donner  telle  forme  que  l'on  veut. 

Sur  les  plans  P,  et  Po  ainsi  découpés,  les  deux  détermina- 
tions Wi  et  «2  sont  respectivement  uniformes  ;  aux  points  placés 
en  face  l'un  de  l'autre  sur  les  deux  bords  opposés  d'une  ouverture, 
chacune  des  déterminations  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  :  par  exemple,  aux  bords  de  l'ouverture  c,  Co,  on  a  dans 
le  plan  P, 

et  dans  le  plan  V., 

u.J'y.i)  =—  ?/2(p2); 

d'où,  comme  u^  -h  it-,  est  nul  constamment,  pour  une  même  valeur 
de  ^, 

U,(ai)=   M2(?2),  «l(Pl)  =   «'2(a.2). 

En  supposant  inscrites  en  chaque  points  de  chaque  plan  P(  cl  P^ 
les  déterminations  correspondantes  de  W|  et  U21  on  obtient  un 
tableau  complet  des  valeurs  de  a  où  chaque  valeur  est  inscrite 
une  fois.  On  peut  dire  encore  qu'à  chaque  point  analytique  {z,  u) 
répond  un  point  de  l'un  des  deux  plans  et  inversement. 


l'.iiii-  olilciiii-  l.i  -Ml  liicc  lie  l!i<'in;iMii,  sii|><'i'|)OS(iiis  1rs  deux  plans 
.1,.  r,..  (.11  .1  r.ilrc  t(. nui. 1er  le-  poiii  Is  r, ,  r..  ...,  r,^,^,  ;  soudons,  à 
r.iidi-  de  iiclilcs  liiiiidrs  de  Ml  iliiccs,  cliaquc  l)ord  d'une  onvertuic 
,1,1  nl.ui  l'i  ;iii  Ixiid  (i|)|)(>>(''  de  rouvcrluro  correspondanlc  du 
|)liin  I'..  r.u-.-\.Mn|.lc.  I.l.ord  r,  a,  r.  sera  soudé  à  e,  [îioea,  <'^^\  [^i^ii 
à  /',  7.^2  nai  deux  liaiido  de  surfaces  qui  se  croisent  suivant,  un<; 
li^ne  de  |)assa-e  [.i^;  de  même,  les  deux,  bandes  soudant  en  croix 
les  bords  des  deux  ouvertures  superposées  e^ea  se  croisent  sui- 
vant une  ligne  de  passage  [.;,•.,  .  .  .,  enfin  les  deux  bandes  soudant 
les  bords  opposés  des  deux  ouvertures  e-^p^t^  x>  se  croiseront  sni- 
\aut  une  ligne  indc'dinie  \j.2p+\,^- 

On  obtient  ainsi  une  surface  de  Ricniann  à  deux  feuillets 
avec  :> /)  ■+-  I  points  de  ramification  ^,,  c^.  .  .  . ,  e^p+t  à  distance  finie 
et  /)  -h  I    lignes  de  passage 

V  chaque  ])oinl  de  cette  surface  répond  un  point  analytique 
[Z,  u),  et  réciproquement;  quand  :;  varie  d'ujie  manière  continue 
sur  la  surface  de  Ricmann,  la  valeur  correspondante  de  a  vaiie 
aussi  d'une  manière  continue. 

Cette  surface  est  figurée  ici  avec  les  mêmes  conventions  (pie 
précédemment  (^^.  i4)- 


éludions  la  fonction  dans   le  voisinage  de  c  =  x.   Si  l'on  fait 


-, >  on  trouve 


v/Â 


"=  -pjri  v/<i  — ei3')(i  — ea-')...^  — es 


/j+i-  )• 


siHKACES   m:    iiii;\i\N\    \   i)i:t\   feuillets.  >i 

I^cs   (Jeux   dt'terrniiKiliim^   du    tinlic.il    sont   régulièics   .m   |iiii[il 

;'=:o,   nuii>    \r   |)i  fiiiifi-  ('.Hioiir  .,  ,^  ,   a  deux  d('-|ciiriiii;ili(tiis  qui 

>V'(;hangcnl  quand  le  [xdnl  z'  Idiiiiic  Jiiilour  de  z'=Oj  cl  <|ui 
drviennout  infinies  poui-  z'z^o.  Le  poinl  x  est  donc  un  point 
ilf  l'.iuiilicalion  (^eoninie  dans  l'exemple  I),  poui'  la  siii-racc  de 
Hieniann,  car,  lorsque  z'  tourne  autour  du  point  z'  =  o.  le  point 
analytique  (z,  u)  passe  d^ un  feuillet  dans  l'autre. 

Si  Ton  construit  la  sphère  double  correspondant  à  la  surface 
de  Iliemann  par  la  niétliode  d'inversion  exposée  dans  le  n"  5,  à 
propos  du  premier  exemple  traité,  on  \oil  que  cette  surface  de 
Iliemann  sphérique  a  >./?+  :>.  points  de  ramification 

-!•   -2 -2/J+l;    0' 

avec/?  -^  I  lignes  de  passage  {Jig.  i  j) 


11.  Deuxième  cas  :  n  pair.—  Soit  n  =  -ip  -|-  ■>..  Nous  tracerons 
alors,  dans  les  deux  plans  P,  et  Po,  p  +  i  ouvertures  deux  à  deux 
égales  joignant  les  points  e,r%,  e-^e.,,  •  •  • ,  Co^^,,  e^^j+a  ;  puis  nous 
superposerons  ces  deux  plans  en  soudant  chaque  bord  d'une 
ouverture  du  plan  ]*,  au  bord  opposé  de  l'ouverture  correspon- 
dante de  P... 


(Il  \  IM  111  K     I. 

lins  ainsi  une  snifiicc  »!<•  lîioinann  à  dcnx  Iciiillels 
iivec  ^p  H-  0.  points  de  ramilicalion  à  (Jislancc  finie  et/>  -f  i  lignes 
.Ir  nnssn-c,  snrlacc  analogue  à  la  siuiacc  de  \^  fg.  lo,  pour  la- 


Nou« 


.p,.-Mr/<        .. 

Noyons  eiilin  ce  qui  se  passe  nu  p( 


'■/?/  X.  I3ans  1 


e  cas 


actuel 


{n  iiair».   le  pointx  n'est  pas   un   poiiil   ilc    raniificalion.   SI  l'on 
fait  r.         '..  on  a 


/Â 


v/(.- 


Mi 


e2/,  +  2  2    )• 


Les  deux  délenninations  du  radical  étant  régulières  au  point 
c'=  o,  chacune  des  déterminations  de  ii  est  uniforme  dans  le  voi- 
sinage du  point  r.'=  o  et  admet  ce  point  pour  pôle  d'ordre />  -f-  i . 
Le  point  30  est  donc  dans  chaque  feuillet  un  pôle  d'ordre  p  -!-  i 
«le  f/,  avec  un  résidu  qui  est  le  coefficient  de  z'  dans  le  dévelop- 
pement de  la  détermination  correspondante  de  u  suivant  les  puis- 
sances de  :;',  ce  coefficient  étant  changé  de  signe. 

La  surface  de  Riemann  sphérique  correspondante  a  a/J)  +  i 
points  de  ramification  s,,  £o,  .  ..,£0/3+2  et  /?  +  1  lignes  de  pas- 
sage A,o,  Ajj,  Aap+i,  2/3+2-  Elle  est  de  même  nature  que  celle  du 
cas  précédent  {n  impair),  avec  cette  seule  différence  que,  quand 
n  est  impair,  l'un  des  points  de  ramification  t.2p+i  coïncide  avec 
le  point  O'  (Jig.  16). 


12.   Cette  identité  de  nature  des  deux  surfaces  de  Riemann, 
correspondant  aux  deux  cas  de  n  pair  et  de /i  impair,  deviendra  tout 


SL'nK.vri:s   d  i:   hii:m\\n    \    ni.iv    ii:  r  ii.  i,  kts-.  • ', 

.1  fiiit  c\i(l<Milc  (liiii^  r('lii{|('  (|iic  ii(tii>  iilloiis  lain-  des  loiididiis 
iinllonucs,  cl  parliculit-ifiiK-iil  ilos  i'oiiclii)iis  lahoiincllrs  en  c  cl  // 
sur  une  surface  de  rucniaun.  La  surface  de  Kicuiann,  cl  ihui  la 
rclalion  ali;i'l)ii(j  uc.  scr.i  al(H>|irisc  comme  jioiiiL  de  d('|iail,  cl 
il  csi  ;ii-<(''  Al-  \i)ir  (|iic  Idiilc  fonclion  lalioiiiicllc  sur  une  siiifaci- 
Ai'  r>icm.iiiii.  [Miiir  la(|iic|lc  //  2/^-1-2,  peiil  se  ramener' à  une 
fonclion    ralKiniiclJe  sur  une    surface   de   riiemaiin    [loiir  laipudle 

Imi   cliel.  dan.  la  relaln.n 
(i)  ir-  -  \{z  —  Ci){z  —  e2)  ...  {z  —  ezp+i), 

faisons  le  (  hanj^enienl  de  variable 


3—  «2^+» 

d'où 

.  _  ^    _  (ei,,+n  —  eK)z'  —  iei  —  ek) 
z'  —  1 

Si  /.•  csl  dillVi-cnl  de  :>. p  -h  :<,  on  peut  écrire 

^  —  e,;  =  ( C2/,+  2  —  e/,)  ^, — ~  ,  .i'/,  =  ~ ^ ; 

z  —  I  e-îp+o  —  c/, 

el  pour  /.•  =  2p  -'r  '■>- 

-   —  ^2/J+2   —    7? 

Suhsliluant  el  posanl 

(■^)  u'-  =  X'{z-g,){z'-g..)  ...{z--ff.,,^,) 

V 


on  a 

a  = 


iz'-i)P- 


D'après  cela  une  fonclion  rationnelle  sur  la  surface  de  Riemann 
correspondant  à  la  relation  (i),  pour  laquelle  n  =  9.p  +  2,  c'est- 
à-dire  une  fonclion  rationnelle  de  u  et  ;,  se  transforme  évidem- 
ment en  une  fonction  ralionnelle  de  u'  et  :;',  c'est-à-dire  en  une 
fonction  rationnelle  sur  la  surface  de  Riemann  correspondant 
à  la  relation  (2),   pour  laquelle  /«  =  2/?+  i,  et  réciproquement. 


|;;.  (  )(rii[,uii>-ii(tiis  mainlciKiiil  (K-  liiiidc  des  Jo/iclions  iini- 
/<>/  f/irs  sur  tiiic  surface  de  Hieniann. 

Si  nous  iinui^inous  une  des  surfaces  de  Hi(iiiai)i)  |ir('ct(l(iiiinc'iil 
rliidit'i-s,  nous  dirons  (|ii'iiiic/o/?c//o/?  c  de  ;  csl  uniforme  sur  la 
■surfiKH'dc  Kicinaiin  (juand  elle  ne  prend  f/ii'  une  valeur  enchaque 
nuint  (c,  u)  de  celte  surface.  Par  exemple,  une  fonclictii  ration- 
nelle .••l(;,  II)  de  ;  et  //  est  uniforme  sur  la  surface  de  lliemann  ; 
il  en  csl  de  niènic  des  fonctions 

cAz,u)^     taiigJl(*,fO,       

Si  nous  désii,Mions,  en  général,  par 

v=fyz,u) 

1.1  l'onction  uniforme  considérée,  elle  a,  pour  chaque  valeur  de  :; 
ili-tin(-te  d  un  point  de  ramification,  deux  déterminations 

correspondant  aux  deux  jioinls  analytiques  (:;,  //,),  (;,  u^)  super- 
posi's  dans  les  deux  feuillets.  Les  fonctions  symétriques 

Vi-^Vi     et     cic, 

sont  évidemment  des  fonclioas  uniformes  de  z  dans  le  plan 
>imple  des  :;  ;  car,  lorsque  z  décrit  un  contour  fermé  quelconque 
dans  ce  plan,  les  deux  déterminations  ((  et  Co  ne  changent  pas 
ou  se  permutent  entre  elles. 

Désignons  par  [z^^  Uq)  un  point  de  la  surface  de  Riemann  dis- 
tinct d'un  point  de  ramification  :  sur  le  feuillet  correspondant 
de  cette  surface  traçons  un  cercle  de  centre  (zo^  Uo)  et  de  rayon  o 
assez  petit  pour  que  ce  cercle  ne  contienne  aucun  point  de  rami- 
fication ;  les  points  de  la  surface  situés  dans  ce  cercle  constituent 
ce  qu'on  appelle  le  domaine  o  du  point  (^o,  «o)-  Dans  ce  domaine, 
u  et,  par  suite,  f  sont  des  fonctions  uniformes  de  z. 

1  l.  La  fonction  v  est  dite  régulière  au  point  {z„.  u^)  si.  dans  un 
certain  domaine  o  de  ce  point,  elle  est  développable  en  une  série 

procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z  —  z„. 


siiiKAcKs   ni:   lUKMANN   A    I)  i:  i' \   FKr  ii.i.i;ts.  ?.) 

Si  la  l'oiutioii  >"aiiiiiilc  au  |i(iiiil  (  ;„,  //„  )  ,  !<'>  prcrnicis  termes 
lit'  celle  série  ont  des  coeflieieiil  ^  nuls,  el  le  tl('v(i()|>j)(niriit  esl 
(le  la  foiMue 

r  =  (0  -  :;„)'"  [  A„,  -^  \,„^i{z  —  Zo) -h.  .  .  ], 

\,„  •'•tant   (linV'r-eiit    de/i'io.   On  dit   alors  (|ue  le  poinl  (::„,  //„)  CSl 
un    zr/-(>  '/'(>/■(//■(■  /II. 

Si  au  jioint  (  Zq.  //„">  la  fonction  n'est  juis  rrgiillrrc,  çv  |)oinl  esl 
un  point  sini^uficr.  ^ous  ne  considérerons  que  des  l'onclions  ajanl. 
(/rs  points  singuliers  isolés:  alors,  dans  un  domaine  o  suffisam- 
ment petit  du  point  (r^,  //y),  il  n'j  a  pas  d'autre  point  siui^ulier 
(pic  (::o,  //„).  Comme,  dans  ce  domaine,  v  est  une  fonction  uni- 
forme de  5  avec  le  seul  point  >iiij4ulier  ;„,  la  fonction  r  peut  d'a- 
j>rès  le  théorème  de  Laurent,  èlre  développée  en  une  double  série 
procédant  suivant  les  puissances  positives  el  négatives  de  (s  —  ^o) 


/=-+-» 

2 


Av(^--oy'; 


la  partie  de  ce  développement  qui  contient  les  puissances  négatives 
de  z  —  Zçy  est  la  partie  principale  de  c  au  point  singulier  (^o,  «(,), 

le  eoeflicienl  A^,  de  ~ _-  esl  le  résida  relatif  à  ce  point.  Si  la 

partie  principale  esl  une  si-rie  illimitée,  le  point  (^Jq?  '^o)  6St  un 
point  singulier  essentiel;  si  la  partie  principale  contient  un 
nombre  limili'-  de  termes,  c'esl-à-dire  esl  un  polvnôme  de  degré  ^ 

en —i  le  point  (::,|,  //„)  est  un  pôle  d'ordre  (j. 

15.   Voici  quelques  remarques  importantes  au  sujet  des  défi- 
nitions qui  précèdent. 

L'intégrale -3-.  \vdz  prise  dans  le  sens  positif  sur  le  contour 

du  domaine  0  du  point  (::(,,//„),  dans  lequel  les  développements 
|)récédents  sont  valables,  est  égale  au  résidu  A_,  relatif  à  ce 
point  :  en  effet,  les  intégrales  de  tous  les  termes  de  la  série  sont 
nulles  à  l'exception  de 

qui  est  évidemment  A_,. 


/:'//  I, lissant  dr  rôtr  Ir  f"s  où  le  /xiinl  (;„,  "o)  ''•">'^  "/'  j'oiiil 
•ilnmilirr  cssfiillcl.  <'ii  \<iil  (|ii<'  (l;iiis  Ions  les  iitilrcs  cas  la  fonc- 
limi  r  ixMil,  dans  l«;  V(M>ina^c  de  ce  point,  s'écrire  sous  la  forme 

.•     I  ;  -  :.,, )'^\\^,-^v- \}^( z  —  z,,) -\- \}.j z - z^r- -^ . . .  1. 

.111  /.  r^l  Mil  ciiliçr  posilif,  ni'galij  ou  mil  el  l)„  un  coeHicicnt 
.  lui^laul  (lill'cirni  (le  zéro.  Si  k  est  posilif,  le  jioinl  (^o,  «o)  est  un 
/.cri)  d'onlrc  /.  ;  si  /.'  est  néfi;alif,  ce  j)oinl  est  un  pôle  d'ordre  —  /.  ; 
si  /,  est  nul,  ce  point  est  un  point  neutre  où  la  fonction  est  régu- 
lière et  ne  s'annule  pas. 

(le  nnnihii'  le  est  le  résida  de  la  fonction  '^  -  au  poini 
(Co.  Uo)-  ^)"  a.  en  effet, 

rflogP  _       k        ,   p    ,   p  ,  .   , 

dz  z  —  Zo 

car,  T),,  (ianl  difTérent  de  zéro,  la  dérivée  logarithmique  de  la 
série  entière  est  aussi  iine  série  entière.  Le  résidu  relatif  au  ])oinl 
(:;o,  Wo)  est  bien  A". 

Considérons  le  point  (z-o,  —  Uq)  superposé  à  (r,,?  ih)  dans 
l'autre  feuillet  et  appelons  v',  et  ('2  les  deux  déterminations  de  r 
dans  le  voisinage  des  points  (^o,  ifo),  {~-o,  —  "o)-  Le  résidu  de  la 
fonction  uniforme  de  ^,  Pi  +  i'o,  au  point  z-q,  est  la  somme  des 
résidus  de  v  aux  deux  points  (zo,  i/o)  et  (z^,  —  «o)-  En  effet,  les 

coefficients  de —  dans  les  développements  en  séries  de  p(  et  Co 

•'•tant   \_,  et  A'  ,  ,   celui   de   ^ r   dans   v,  +  v.,   est   évidemment 

Si  aucun  des  points  (r„,  u^),  (^o,  —  Ua)  n'est  un  point  singu- 
lier essentiel,  les  dévelo|)pements  de  v,  et  t'a  sont,  dans  les  do- 
maines respectifs  de  ces  deux  points,  de  la  forme 

r,-(c-^oy.[Bo-!-B,  (z-Zo)-^n,{z-Zor----  ...], 

,,-.(-- co)^'[b;  - b;  (z-zo)---  b',  (^ -  -oP- . . •  ] , 

avec  lio  et  B„  différents  de  zéro.  La  fonction  uniforme  c,  Co  sera 
donc  donnée  par  un  développement  contenant  (z  —  -So)*"^*'  en 
facteur;  CiCo  admettra  le  point  r,,  comme  zéro,  infini  ou  point 
neulre,  suivant  que  /.•  -{-  A'  sera  positif,  négatif  ou  nul. 


SIR  FACES    I)i:    niEMANN    A     DEUX     FEIILLETS.  >.- 

I<).  Il  "<  .i^it  d'rlendro  les  «Ic-liiiitions  précéclcrilrs  ;nix /><(////\  ^A' 
raniijiciition.  Définissons  diihniil.  (rime  mniiirre  |in'ei>e,  ce 
t|u'on  ap|)elle  (litniainc  iVuu  |n>iiil  «le  i-.iiiiiliciil  ion  r,  :  r'csi  l'cii- 
senihle  des  points  ;in;il\  li(|Ui's  (m'on  peiil  lÉtltiiidrc,  m  pail;iiil  du 
point  f/,  dans  Tiin  ou  l'autre  rciiillcl.  ri  assujettissant  le  module 
de  z  —  Ci  à  rester  plus  petit  i|u"uii  <  til.iin  iioudirc  o,  moindre  cpic 
la  dislance  du  point  ri  au  point  de  ramiiîeation  le  plus  rapproché. 

Celle  portion  de  surface  de  Riemann  est  représentée  ci-contre 
d'abord  dans  Tespaee,  en  supjiosant  les  deux  feuillets  séparés 
(comme  dans  la  Ji^.  3);    c'est  la  porlion  de  surface  située  dans 


Fis- 


Il  11  cylindre  de  révolution,  de  rayon  o,  ayant  pour  axe  la  ligne  eiCi 
normale  aux  deux  feuillets  P,  et  Po.  Cette  même  portion  de  la 
surface  est  représentée  à  côté,  en  projection  sur  le  plan  Po  avec  la 
ligne  de  passage  L  issue  du  point  e,;  la  courbe  limite  est  com- 
posée de  deux  circonférences  égales  et  superposées,  de  rayons  o, 
situées  l'une  dans  le  feuillet  supérieur,  l'autre  dans  le  feuillet 
iidéricur,  cl  se  raccordant  à  la  ligne  de  passage  :  on  les  a  figurées 
par  des  courbes  un  peu  différentes  d'une  circonférence  pour  pou- 
voir représenter  les  deux  parties  qui,  en  réalité,  se  recouvrent. 
Cela  posé,  autour  du  point  Ci,  les  deux  déterminations  de  // 


u  =  y/A  v/(>  • 
se  permutent.  Si  l'on  pose 


ei)(.- 


e.). 


m 


u  r=  t  y/A  v^(c/ —  Cl-;-  l'-)(^ei —  e^-r  V- ) . 


f), 


et  chacune  des  déterminations  de  u   est  une  fonction  uniforme 
de  /  pour  des  valeurs  de  t  dont  le  module  ne  surpasse  pas  une 


Il  MM  tri:    I. 


rnt.iiiH'  \;il<iir  |>«t>iliv('  £,  siillisiiminciil  |)(lilc.  Lune  de  ces  délcr- 
miii.iliiii)"»  c-l  (limiii'c  |);ir  un  (li''\  (loiJixniriii  en  série  cnlière 

(i)  Il  ^  /(C„-t-(:,/2+C,r'4-...) 

cl  l'iiiilrc  par  l;i  nicinc  série  cliiing('e  de  signe;  ces  deux  délernii- 
n. liions  se  pcnniilcnl  quand  (  change  de  signe;  elles  sonl  données 
.Mis>^i  |)ar  la  série 

u^(z-  e,y[Co+  C,(^  -  a)  +  C,(z-  e/)2-^  . . .  | 

convergenle  dans  le  domaine  o  =  y  e  du  j)oinl  C/,  série  dont  le 
|irenii(M-  facicuf  cliange  évideninienl  de  signe  quand  z  lourne 
aiiloiir  du  [loinl  r,. 

(^uand  i  esl  connu,  sous  la  condition  \  t\  <i  s.,  z  el  u  sonl  déler- 
niinés  sans  anibiguïlé  par  les  formules  (3)  et  (4),  donc  la  fonc- 
lion  i'  n'a  qu'une  valeur;  elle  esl  une  fonclion  uniforme  de  t. 

La  fonclion  r  esl  dite  régulière  au  point  c,  quand,  pour  des 
\aleurs  suffisamment  petites  de  /,  c'est-à-dire  dans  un  domaine 
suffisamment  petit  du  point  e/,  elle  est  développable  en  une  série 

procédant    sui\anl    les    puissances    positives   de    l,    cesl -à-dire 

de  (:;  —  Ci)-.  Si  la  fonction  r  n'est  pas  régulière  au  point  Ci, 
ce  point  esl  un  point  singulier^  nous  envisageons  seulement  le 
cas  où  c'est  un  point  singulier  isolé,  c'est-à-dire  où  r  n'a  pas 
ri  autre  point  singulier  dans  un  domaine  suffisamment  petit  du 
poinl  ei.  Alors  r  étant,  pour  de  petites  valeurs  de  t,  une  fonclion 
uniforme  de  t  avec  un  point  singulier  au  point  t  =  o,  est,  par  la 
lornnile  de  Laurent,  développable  en  une  double  série 

procédant  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de 
l-  —  ''/,•'•   La  partie  formée  par  les  termes  à  exposants  négatifs 
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Cil  \n  />'i/fir  /)ri/ir//><//r;  i|ii;iii(l  ccllf  |>;iilic  |.i  Im  i|t;il<'  ot  uni- 
st'rie  illimili'-i-,  !•■  poiiil  r,  c-l  un  |)ninl  -«iiii;iilirr  csxiilicl;  (jimikI 
elle  est   limilri',  n-  \u>\i\[  (■,  c-l   un   [kMc. 

On  .É|i|).>II.-  /vv/.///  ifliilir.iu  |H>inl  .!.•  ranil  liciil  ion  <•,    le    >/n///>/c 

(lu    citflficiftit    tk" >  -.'.A^j.  <  Irllc  (It'linit  h)!!  (•■^l  jnslilitT  p.ir 

les  rcm;ir(|ii('s  siii\anlcs.  Le  résidu  en  un  poinl  indinairr  f  r„,  //„  I 

csl  rgal   à   rinl.'-ialc  -  '-.   j^-dz.    pii^'   ,lan>   le   mmis   [k  )mI  1  f  su  r  le 

COnlOiir  liniilr  diin  ihnnainc  inliniincnl  |iclil  du  poinl  (c,,,  //„);  il 
est   nalurcl    irappclcr   de    même    ré?idM    an    iioinl   c^    la    valeur   de 

rintéirraie  .    l<^ilz,    |)ii><^   sur  l(^  eonlour   limite  d'un   domaine 

inliniment  pilit  du  poinl  r,  ,  domaine  lii;iirt''  pii'eiMlcni  mcn  I 
(//,A'.  17);  or,  pour  j)arcourir  ee  eonlour  limile,  la  variahic  :;  (hdl 
lourncr  deux  fois  autour  du  point  ci,  ee  (jui  tl(jnne  pour  Tinh-yrale 

:   1  iilz  la  valeur  :>.  A^o,  car  Ions  les  termes  de  la  série  ci-dessus 

■>■  -I  J 

ont  des  intégrales  nulles,  sauf  le  terme  en  ^^— — dont  l'inh'i^rale 


>-i  J     Z-. 


dz 


est  égale  à  2A_2  quand  z  tourne  deux  fois  autour  du  point  (?/. 
Nous  avons  vu  que  la  fonction  uniforme  de  ^,  e,  +  eo ,  a  pour 
résidu  au  point  z^^  la  somme  des  résidus  de  v  aux  points  super- 
posés [zq,  Uq)  et  (^0) — '^0)  '•  actuellement  le  résidu  de  <'i  +  (\. 
au  point  Ci  est  précisément  égal  au  résidu  de  v  au  même  poinl, 
car  on  a 

e,  =  2  Av  ( -  —  c,y,       v.  =  2  ^~ '  •  "'  ^'' ^---^i)' 


-  2  ^^. 


(  Z  -  e,  )[>; 


développement  dont  le  résidu  est  bien  2  A_2. 

Ecartons  le  cas  où  le  point  r/  serait  un  point  singulier  essen- 
tiel :  alors,  dans  le  domaine  de  ce  point,  on  peut  écrire 

/,  1 

v;  =  (^  -  e,) ^  [  Do  +  Bi  ( ;  —  e,-  ;  ^  +  Bo  (-  -  e/)  -I-  .  . .  ], 


^,,  (Il  \  piTiii:    I. 

,,nr,(,.s|  .lill.Tciil  (le /,<rt», /.(lr>i^iiaMl  un  cnlicr  positif  si  la  foiic- 
lioii  >".iiiiiiil<'  au  |H)inl  ^'/,  n('galif  si  clic  dcviciil  infinie,  nul  si  la 
Innclion  rsl  rt'guli<  rc  cl  (lillV'rcnlc  de  zéro  au  point  <?/.  ]3ans  le 
pirMii«M-cas(Â>o),  le  |)oiul  r, est  jippclr  un  cr/Y^rordrc /.-,  dans  le 
diuxit' nie  cas  (/.•<o),  c'csl  un  pôle  d'ordre  — /■ .  enfin,  si  A"  est  nul, 
If  n..iul  <'|  est  un  |)()inl  nculrc.  Ce  nonibie  A  est  encore  égal  au 

n'-sidu  de  — ^— '  au  point  Cj  :  en  circt,  on  a 
k 

d('velo|i]icinenl  dont  le  résidu  est  A'.  On  voit  aussi  que  le  point 
/■,  est  pour  la  fonction  uniforme  r,  v-,  un  zéro  ou  un  infini  du 
nicnic  ordre  que  pour  la  fonction  v  :  en  eflTet ,  les  deux  détermi- 
nal ions  c,  et  Co  s'obtiennent  dans  le  voisinage  de  <?/  en  changeant 

le  signe  de  (;  —  ci)-  , 


r,  =(-_e,)'  [Bo--B,f^-É>/)2-f-B,  (z  —  ei)~...\. 
r,  =(-  I  /  (z-aY  [  Bo-  B,  {z-eif^\^,{z-ei)  -  ■  ■  •  J. 

Le  produit  r,  Cj  est  donc  bien  égal  à  [z  —  eiY  nuilti[)llé  par  une 
série  entière  en  z  —  e,,  non  nulle  au  point  <?/. 

17.  il  nous  reste  à  examiner  les  points  à  l'infini.  Supposons 
d'abord  n  pair  et  égal  à  ?./?  +  a;  le  point  à  l'infini  dans  chaque 
feuillet  est  un  point  ordinaire  :  ces  points  se  distinguent  en  ce  que, 

|>(»up  r   iidini,  le  rapport  ^^-^^  a   une  certaine  limite  H- y/A  dans 

un  des  feuillets,  et  la  limite — y/Â  dans  l'autre.  Prenons  un  de 
ces  points  à  l'infini  x,  dans  le  feuillet  P,  ;  nous  appellerons  do- 
maine de  ce  point  la  portion  du  plan  située  dans  le  feuillet  cor- 
respondant à  l'extérieur  d'un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R 
assez  grand  pour  que  tous  les  points  de  ramification  soient  dans 
«e  cercle.  Dans  ce  domaine,  //  et  par  suite  v  sont  des  fonctions 
uniformes  de  z.  La  fonction  est  régulière  au  point  oo,  si,  dans  le 
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(lornaiiio  de  (•<•  |)(>iiil.  flic  c-l  il('\  rlii|i|i;il.lr  en  iim-  m'i  ic 

in'  conlcnanl  fine  des  puissances  négatives  de  :;  :  si  la  fonclion 
t'iaiil  régulière  s'annule  au  pninl  x,,  les  premiers  cocffieienls  soni 

nuls  el  si  le  déNcloppcinml  co  m  nier  ni'  par  un  Icrme  en  —  i  le  poini 
v: ,    est  un  zi-ro  dordic  /// . 

Lorsque  la  fonction  n'est  pas  ré-guiière  an  jxjinl  x,,  ce  point 
c-l  lin  point  singulier  fpic  nous  -iip[)Oserons  isolé,  c'csl-à-dirc 
tel  (pic  dans  le  (loiiniinc  du  point  x,  il  n'j  ait  {)as  d'autre  point 
singniici-.  l);ins  ce  domaine,  la  (onction  est  représentée  |)ar  l,i 
'ioiiiiii''  <\r  la  série 

V=:  — « 

l'ensemble  des  termes  à  exposants  positifs  est  la  partie  princi- 
pale :  s'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  termes  à  exposants  positifs, 
la  partie  prineijialc  se  réduit  à  un  polvnome  de  degré  *y 

r  =  A_./  -7  +  A  _,,,,  -V  -.--...  -  A_,  -  +  2   ^-'  ?>  ' 

el  h;  point  x,  est  un  pôle  d'ordre  q.  Dans  le  cas  contraire,  le 
point  X,  est  un  point  singulier  essentiel. 

Dans  tous  les  cas,  le  résidu  relatif  au  point  x,  est  le  coefficient 
de  -  changé  désigne^  c'est-à-dire  —  A,.  Ce  résidu  est  égal  à 
l'intégrale 

'' 'dz. 


i.J' 


prise  dans  le  sens  positif  sur  la  circonférence  limitant  le  do- 
maine dans  lequel  le  développement  ci-dessus  est  valable,  comme 
on  le  vérifie  immédiatement  en  remarquant  que  tous  les  termes 
du  développement    ont   des    intégrales  nulles,  excepté  le   terme 


En  écartant  le  cas  oit  le  point  x,  est  un  point  singulier  essen- 


39i  <:  11  vi'iTiii:    I. 

licl.   nu   ...  (laii^  Ir  doinaino    de  «c  p«.inl. 


-ay("- 


B,  -  -^  B> 


où  T),,  fsl  (liUVronl  (le  /('ro.  Si  rentier  /.•  csl  posilif,  la  fonc- 
lioii  s'iimiiile  an  noiiil  x,  (|iii  esl  appelé  un  rc'/Y)  crordre  /•"  :  si 
(Cl  (Miliir  «'Si  ju'galif,  la  l'oiielion  devient  iniinie  au  point  ce, 
(iiii  (■■>!  un  pùlc  d'ordre  — /.  ;  si  /."  esl  nul,  le  point  x,  csl  un 
noiiil  neulrc  où  la  fonction  est  régulière  et  différente  de  zéro, 
(lonunc  en  un  point  à  distance  finie,  l'entier  A'  est  égal  au  ré- 
sidu  de  — r-—  au  point  co,,  car 

développcraent  dont  le  résidu  à  l'infini  esl  /.-. 

Pour  le  point  à  l'infini  ooo  situé  dans  le  deuxième  feuillet,  on  a 
lies  développements  analogues.  Si  nous  appelons  r,  et  Vo  les  dé- 
terminations de  V  dans  le  domaine  des  points  ce,  et  cco,  A,  et  A', 
les  résidus  respectifs  de  ces  deux  déterminations,  /,•  et  A'  les  puis- 
sances de  -  qu'elles  contiennent  en  facteurs,  la  fonction  uniforme 

r,  -f- i'2  a  pour  résidu  à  l'infini  A)  -f- A',  et  la  fonction  uniforme 
f,  V.2  est,  dans  le  domaine  de  ::  =^  oc,  représentée  par  un  dévc- 
lo|>|)cm(Mil  de  la  forme 


(iy-(c,.c,..c,^,.-...; 


conlenanl  ( -j         en  facteur,  Cq  étant  différent  de  zéro. 

i\ous  venons  d'étudier  le  cas  de  /i  pair  :  passons  maintenant  au 
cas  de  n  impair,  «=  2/?H-  i.  Le  point  oc  est  alors  un  point  de /«m/- 
Jicalion  et,  dans  la  surface  de  Riemann,  une  des  lignes  de  passage 
va  du  point  e^^^.,  à  ce,  la  ligne  L,^^,^;  décrivons  de  O  comme 
centre,  sur  la  surface  de  Riemann,  une  circonférence  de  rayon  R 
plus  grand  que  la  dislance  du  point  O  au  point  de  ramifica- 
tion le  plus  éloigné.  Pour  que  cette  circonférence  se  ferme,  il  faut 
tourner  deux  fois  autour  du  point  O,   car  on  change  de  feuillet, 


srnKVc  i;s   m:   lut.MVNN   a   ui-lx    ii;i  i  i.i.kts.  33 

comme  le   montre   la  fc^.    i8,    en   Iraveismil  la   ligne    de  [)assage 


Les  points  de  la  smiacede  lliemann  situés  à  X  cxli'rieur  àc  celle 
circonCérencc  conslilueiiL  le  domaine  du  point  x. 

Les  valeurs  de  ii  et  de  ;,  correspondant  aux  points  analytiques 
de  ce  domaine,  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  uniformes  d'une 
variable  auxiliaire  t  j)ar  les  formules 


i  '  i  < 


\/ï- 


Les  deux  déterminations  de  a  s'obtiennent  en  donnant  à  t  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  La  fonction  r  est  donc, 
pour  ces  mêmes  valeurs  de  /,  une  fonction  uniforme  de  t^  et,  en 
supposant  11  suffisamment  grand,  on  pourra  développer  la  fonc- 
tion 1'  en  une  série 


L'ensemble  des   termes  en  z-  à  exposants  positifs  est  la  partie 
principale.  S"i]  n'y  a  qu'un  jiombre  limité  de  termes  à  exposants 

positifs,  la  partie  principale  se  réduit  à  un  poljnome  en  5^;  le 
point  à  l'infini  est  un  pôle.  S'il  n'y  a  pas  de  termes  à  exposants 
positifs,  la  fonction  est  régulière  au  point  oc,  et  enfin  si  le  déve- 
loppement commence  par  une  puissance  négative  de  z' ,  le  point  ^ 
est  un  zéro. 

A.  ET  G.  3 


3^  cuM'irui:    i. 

\.c  rf'sidii  .111  iioiiit  y-  <•>!  le  (l()nl)l(!  du  cocfficicul  de  -  changé  de 
^JM,,,. ■.  \„;    c'csl   1.1   \;iI(Mir  do    Tin Lrgralc  ;-^^.    /  r r/r,  j)risc dans 

\r  -(  11-^  |.n>iiir  Mir  l;i  circonférence  qui  limile  le  domaine  du 
noinl  X  daii^  Iciiin  I  les  développcmenls  ci-dessus  sont  valables, 
celte  circoiiliTcncc  ('laiil,  comme  le  montre  la  figure,  parcourue 
deux  foi<.  Si  r<>ii  a|i|)cllc  c,  cl  i^,  les  deux  déterminations  de  c  dans 
I,'  il, lin. (lue  du  |H)inl  x,  on  a 

V_— 00  V  =  —  00 

[A=4-oo 

[/.  =  -« 

Le  résidu  de  la  fonction  p»  au  point  de  ramification  à  l'infini  est 
donc  encore  égal  au  résidu  de  la  fonction  uniforme  ('i+  t'o  à  l'infini. 

l'^n  écartant  le  cas  où  le  point  à  l'infini  serait  un  point  singulier 
csscnlicl,  on  peut,  dans  tous  les  autres  cas,  écrire  la  fonction  v 
dans  le  domaine  du  point  ce 


(:y[o.^B,(i)%n.I....], 


où  Bo  est  dilTérent  de  zéro;  si  l'entier  A-  est  positif,  la  fonction 
s'annule  au  point  de  ramification  oc;  on  dit  qu'elle  admet  ce  point 
connue  zéro  d'ordre  /.■;  si  cet  entier  est  négatif,  la  fonction  de\  ienl 
infinie  au  ])oinl  ce  :  on  dit  qu'elle  admet  ce  point  comme  pôle 
d'ordre  — /.  ;  si  /,==o,  la  fonction  est  régulière  et  différente 
de   zéro    au    point  ce,    qui    est  un   point  neutre.    Le  nombre   k 

est  encore  le  résidu  de  ■ — ~—  au  point  ce.  hn  appelant  <)  et  To  les 

deux  déterminations  de  v  obtenues  en  donnant  à  (  -  ]'  des  signes 
contraires,  on  voit  que  la  fonction  uniforme  (<  r^  est  de  la  forme 

-„.=  (iy[c..C,l.C.(i)= -...]: 

clic  admet  le  point  ce  comme  zéro  ou  comme  infini  du  même  ordre 
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iS.  l'.ii-Mii  l(-^  rnii(tinii>  iiiiiroiriics  sur  la  siiiTacc  <!<■  I  unniiiui , 
U*s  plus  sim|ilt's,  tloiil  r<'liiilc  s'iMi|i.i^i-  (oui  daltunl.  xnil  les  fonc- 
tions rationnelles  «If  z  ft  ii . 

Soit 

r  -  R(c.») 

IMH'  foiiclii)n  r.itionnrUr  de  ::  cl  //  :  (•«•lie  foinljon  r  est  iiiif 
fonclioii  uniforme  sur  la  surface  ilc  rvlciuann,  car  à  chaque  poinl 
tir  celle  surface  correspond  un  seul  svslètnc;  de  valeurs  de  ;  cl  //, 
cl.  |)iii'  siiiir.  une  -cuir  \alcur  |.i>iir  r.  iSoiis  nous  proposons 
d  éludiei-  le>  pi()pii('l('>  de  celle  tonclion  c. 

La  roneliiui  r.ilionnellc  K(c,f/)  esl  le  «piolienl  de  deux  polv- 
nonies  en  z  cl  u  dans  lescpiels  on  j)eul  loujouis  renij)lacer  les 
puissances  paires  de  //,  «-'/,  par  leur  valeur 

\'l[{z~e,)(z-e,)...{z  —  en  )']t, 

cl  les  puissances  impaires  ii'-'i'^^  par  Texpression 

u \'i  [( z  —  eC){^  —  e.).  .  .{z  —  en  }\i. 

On  amènera  ainsi  le  nuniéraleur  el  le  dénominateur  de  c  à  ne 
contenir  «  fju'au  j)reinier  degré,  el  Ton  mettra  c  sous  la  forme 

_  Z(  -^  f/Z., 
Zs-t-  a  Z; 

Z,,Z2,Z3,Zv  désiynanl  (les  j)olvnomes  en  z.  Mulliplions  el  divi- 
sons celte  expression  |)ar  le  ("acteur 

Za—  «Z-, 

el  remplaçons  encore  ii-  par  sa  valeur  en  fonction  de  z,  nous  au- 
rons V  sous  la  forme 

_  V(z)^iiq{z) 
R(.-) 

où  P(j3),  Q(;;),  Pv.(c)  dcsignenl  des  polynômes  en  r  tfue  nous 
pouvons  toujours  supposer  sans  diviseur  commun  :  si  ces  poly- 
nômes avaient  un  diviseur  commun,  on  le  supprimerait  au  numé- 
rateur et  au  dénominateur. 

19.  Clierchons  quelle  esl  la  forme  de  la  fonction  v  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  ordinaire  (^oj  ^o)  ^le  la  surfacede  Riemann. 


•{(5  'Il  \  iMTiii:   I. 

St)il(;n,  "o)  ""  I'"' "'*'''  '•'  ■^'"■'""'''''•'  l>i''ii';'ii"  'lislincl  ((' un  l'oinl 
,/r  rfimi/icfitinn;  nous  r;i|»i)cll.H.iis  |)()iir  abréf^cr  un  |)oiiil  o/y//- 
nairr  «If  In  siirfnro  de  Kienuuiii.  I);iiis  un  domaine  o  de  ce  |)oinl 
1,1  (oMi  I  ion  //.  <|iii  >•'  n'iluit  à  Uo'du  cenlrc  du  cercle,  étant  uniforme, 
linii-  cl  riuilinuc,  rsL  (li''velo|)|)able  en  une  série  procédaiil  suivant 
les  puissances  entières  et  |)osilives  de   ;  —  z»  \)\\v  la  l'onnule  de 


I 

M.irlauriii 


I  "  1.2 

le»  |)ol\nonies  !'(:;),  ()(r)  et  Il(;)  peuvent  aussi  être  dé\eloppés 
suivatil  les  puissances  de  [z  —  ^o)  |>ar  celte  même  formule,  et 
l'on  aura,  dans  le  voisinage  de  :;  :=  ^oi 

R(;:)=Ro-h(^-^o)R'o-t-  ""rr'"  ^"^•••' 

Ko,  \\\ désii^nant  les  valeurs  du  polynôme  II  et  de  ses  dérivées 

|)Our  :;  =  ^0  ;  Cq-,  '''i  ?  •  •  •  <Jes  coefficients  constants, 

«,=  Pu-f-  îioQo,— 

Pour  traiter  le  cas  le  plus  général,  supposons  r/,j,  a^.  .  .,  «^  , 
nuls,  avec  a,j  dilTérent  de  zéro,  Rq,  I^,,-  •  •  • ,  t^o  '  °^''^  ^^  ^^^  dilTé- 
renl  de  zéro.  On  aura  alors 

K  =  {z-  ^o)'-  LR'o"  H-  Rr"  (^^  -  ^-o)  +•  ■  .  ] , 
d'oîj,  en  divisant, 
P  -I-  »  O 

*'  =  • ^    ={Z-  Zç,)1-r[\^  +  X,{z-  Z,)  +  \.2{Z-  Z^y^  -+-...], 

oïl  la  série  entre  parenthèses  est  le  quotient  de  la  série 

a,,^a,j^^{z  —  Zç,)H-... 
par  le  polynôme 

dont  le  premier  coeliicient  est  différent  de  zéro.  Le  coefficient 

A    -  -^ 
est  par  conséquent  dijfércnt  de  zéro. 
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Si  <7  >■  /•  la  fonction  r  aclnu-l  lo  point  (Cy,  1/^)  comme  /.('to  d'ordre 

q  —  /•;  si  r/  <^ /• ,   elle  ndmcl  ce  point  comme  pôle  d'ordre  /•  —  y; 

enfin,  si   r/  =  /•.    elle   c-.!    n'L;iirirrc    cl   dillV-rciilc   de  /.('ro   :iii    poiiil 

(=o>  ^'o).  '!"•  t'>'  ""  I'"'"'   ".iilrc. 

20.  Vovons  <le  iiièiuc  .|iirll,-  csi  |,,  lunnc  de  r  d.ins  !.■  voisi- 
nage du  II  i>tiin  t  ilr  la  m  i  /icd  I  ion  .  Soil  r^  un  |)i)iii  I  de  riiiii  i  licii  I  luii  ; 
écrivons  ii  s(»ii>  l.i  tonne  siiivjiiiUî 

a  —  {z  —  Ci)"-  Ut 
avec 


ll,T-,  ^(Z  —  ri)[Z—  r.,)  ...(z-  Ci-  1  M 


)  .  .  .  1  ô  — 1'„  ) , 


le  facteur  z  —  Cf  étant  laissé  de  côté  sous  le  radient.  [,es  deux  dé- 
terminations de  ///  sont,  pour  des  valeurs  siirii->;iiniiieiil  j)elites  du 
module  de  z  —  f,,  dévcloj^pables  en  série  de  puissances  entières 
et  positives  de  z  —  ei:  l'une  de  ces  déterminations  sera  donnée 
par  la  si-rie 

u;  =  r/o  -^  '■/i  (  -  —  ^/)  H-  f'ii^  —  f/)-  -f- . . .  , 

l'autre  par  la  même  série  changée  de  signe.  On  a  alors,  pour  des 
valeurs  suffisaiiiinent  pc^lites  de  [z  —  (^/), 

«  =  (-  —  '■/)-  [''o  -î-«i(-=  —  Ci)^  a^iz  —  ay-  +  ...]. 

Cette  expression  donne  les  deux  déterminations  de  u  autour  du 
point  Ci,  car,  lorsque  z  tourne  autour  de  ci^  le  premier  facteur 

{^-eif 
cliange  de  signe. 

En  développant   P,  Q,  R  suivant  les  puissances  de  z~Oi,  on 

aura 

P  ^  «Q  =  /;„-!-  ^,  (:;  _  eif  +  biiz  —  e/)^  b-^iz  —  ^/^  +. .  .  , 
R  =  Co  -4-  r'i  ('  z  —  a)  -H  C,  (  2  —  Cif  .  .  . , 

dont  la  première  procède  suivant  les  puissances  entières  positives 
de  {z  —  eif. 

Pour  traiter    le    cas  général,    supposons   nuls  les    coefficients 


3,s  <:ii  M'iTHi:    I. 

Irs  r(.rirMi(iiK  h,,  cl  <-r  ''lii'il  (liir.'r(M)l^  de  zrro.  On  iiuni 

'/  '  ^ 


Ml,  en  (li\  i-'aiil. 


P-f-»Q 


D'iinrrs  ce  (l(-vcl()|)|)ciiiriil  ,  K;  poiiil  ci  csL  un  rc/'o  d'ordre 
,1  -  •>/-.(Hi  \\\\  fiidc  d\)rdrc  >.r  —  7,  on  un  point  nculrc,  suivant 
(|U(>  (/     ■  ■->./•  esl  positif,  nr^a /if  oyi  nul. 

21.    Voyons     enfin     les    poi/ifs    à     r  infini.     Si    /?    est    pair, 
cl  éi^al  à  2/?  +  -î,  il  y  a  un  point  à  Tinlini   dans   chaque    Icnillet  ; 
étudions  la  forme  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  l'un  de  ces 
points,    le    jioint  x,    par  exemple.   On  a,  pour  des  valeurs  de  :r' 
dont   le    module    surpasse    une    certaine    limile    p    suffisamment 

-  -  v/Ây/(r:ïyrrf)3(Tri^) , 


Donc  P  -t-  «Q  est  de  la  forme 

P  —  M Q  ==  z'I  ian~-  ai  -  -1-  a 2  —  -r- .  •  .  j , 

c/„  ('tant  difierent  de  zéro  et  q  un  entier  posit  if  ou  néyalif.   Ou  a 
de  même 

R  =  ;;'■  /'^o  ^  6,  4  ~  62  -^,  -+- .  .  .  -i-  6,.  ^,  )  , 

/•  désignant  le   degré  de  R  :  donc,  en  divisant  et  supposant  le 
module  de  ;;  plus  grand  qu'une  limite  convenable, 

.  =  -^^(3)      (a„-^a,--^A2--....). 

On  voit   que  le  point  X|   est  un  zéro  d'ordre   '"  —  7  ou  nn   pôle 
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d'uriirr  (j  —  i\  Miiv.uil  (|iif  /•  y  i'>l  |)(»sili('  on  lu'-alil';  (luiiiid 
/•  —  «y  1=  o,  I;»  lumlion  est  iM-j^iiliôre  cl  ililli  rente  (U;  /.t'ro  au 
point  X,.  On  anr;i  nn  lésnllal  analo^ne  dans  le  domaine  dn 
point  y:^. 

Soit  n  impair,   n  =  ^.p  -\~  i .    Il  y  a   nn   point  de   raniilicalion 
à  l'inlini  et  Ton  a,  dans  un  domaine  convenable  du  point  x, 


"^-A\/(.-^)(,-?)...(.-^-> 

zLtJ     — 
«  =  c     »    s/A 


P  -.-  uq  =  z^  l^ao  -i-  «,  Ç-y  --  a,  (^-^  j  ~  a,  Qy 
et  en  divisant 

r.e  point  de  ramification  à  l'infini  est  donc  un  zéro  d'ordre 
■>.r  —  q  ou  un  pôle  d'ordre  q  —  2r,  on  un  point  neutre,  suivant 
qne  2  r  —  q  est  positif,  négatif  ou  nul. 

22.  11  résulte  de  ce  qui  précède  qu'une  fonction  rationnelle  en 
z  et  //  est  une  fonction  uniforme  sur  la  surface  de  liieniann, 
n'ayant  à  distance  finie  ou  infinie  d^  autres  points  singuliers 
que  des  pôles. 

Réciproquement,  une  fonction  v  uniforme  sur  la  surface  de 
liieniann,  et  n'ayant  pas  d'autres  points  singuliers  que  des 
pôles,  est  une  fonction  rationnelle  de  z  et  u. 

En  effet,  appelons  u^  et  «o  les  deux  déterminations  de  ?^  cor- 
respondant à  une  même  valeur  de  ^,  p,  la  valeur  de  la  fonction  v 
au  point  (c-,?<i)  de  la  surface  de  Riemann,  v-i  sa  valeur  au  point 
(s,  «2)'  Posons 


eu  A  l'ITRIÎ 


|c->  f.iiicliim»^  ■:,{:.)  c\  -U:-)  ('laiil  (U'-finies  par  ces  é(jiiall()iis  niriiirs, 
(|ui  iloniK-iiI  iiniii('<li;il(Mn('nl 


-4    \  lt\  ['• 


roinmc  on  \r  v.iil,  en  aJDUkiiil  cl  s\i|)|)ii  v;inl  sur  ce  f|iic  // ,  -h  //^  =  <). 
Os  (bnmilos  monlrcnl  que  'f{z.)  et  à(:-)  son\  dvs  fonc/ions 
i/nifornirs  de  z;  en  efTet,  ^  étant  donné,  ?/,,  ?/..,  r,  et  t'j  ont  des 
\;d«urs  liiiMi  (li'lcrniitu'es  ;  quand  :;  décrit  une  coinhe  fermée  dans 
le  iil  11)  siin|)le  des  r,  //,  peut  se  pernuiter  avec  u.i  mais  alors  ^',  se 
priinnli'  avec  j'o  ,  et  les  fondions  symétriques  o(;)  et  à{z)  ne 
(•liani;eul  pas.  De  plus,  ces  fonctions  uniformes  o  et  '}  n'ont  pas 
d'autres  sini^ularités  que  des  pôles;  car,  dans  le  voisinage  d'un 
point   ordinaire  (r,,,  ?/„),   les  développements  en  série  dce,,  r^, 

—  ,  —    ne  contiennent  qu'un  nombre  fini  de  puissances  négatives 

de  ;  —  Zo\  il  en  est  donc  de  même  de  o  et  -i;  dans  le  voisinage 

d'un    point    de  raniilicalion   e,,    les   développements   de   <"i,  «':>,— 

et  —   ne  contiennent  qu'un  nombre  fini  de  puissances  négatives 


de  V  :;  —  r/:    lorsqu'on  forme  les  combinaisons   r,  +  i'., 1 -^ 

les  puissances  fractionnaires  disparaissent  et  cp  et  'l  ne  contiennent 
qu'un  nombre  limité  de  puissances  négatives  de  (z  —  c/)  ;  le  même 

fait  se  présente  à  l'infini  à  l'égard  de  _•   Les   fonctions  cp  (z)   et 

•l{z),  étant  uniformes  dans  tout  le  plan  simple  des  z,  et  n'ayant 
d'autres  singularités  que  des  pôles,  à  distance  finie  et  infinie,  sont 
des  fondions  rationnelles  de  z.  La  fonction  c,  étant  égale  à 
'o{z)  -\-  ifl{z)  en  tous  les  points  delà  surface  de  Riemainn,  est 
donc  une  fonction  rationnelle  de  zet  de  u. 

Le  raisonnement  qui  précède  montre  que  l'expression  géné- 
rale d'une  fonction  uniforme  sur  toute  la  surface  de  Riemann 
est  r=  '^i'-)  -H  "'}(^)i  'f  et  -l  étant  des  fonctions  uniformes  de  :;. 
Si  la  fonction  c  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers 
stir  toute  la  surface,  ^  {z)  et  à[z)  n'admettent  également  qu'un 
nombre  fini  de  points  singuliers  dans  tout  le  plan  de  la  va- 
riable :;. 
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2!î.  11  esl  im|)Oii;ml  de  r(tnar(|ii(r  (itio  foufc  fonction  \'  uni- 
forme sur  1(1  surface  de  Hieniann  et  rèi^ulière  en  tous  les  points 
(le  cette  surftce,  à  (listnncc  Jlnii-  et  in Jinie,  est  une  constante. 
En  oiTct,  ;ippeIons  r,  tl  r_.  lc-<  deux  thUenninalioiis  de  celte 
ronclitm  ('(tiifSj>()ii(iiinl  ;'i  uni'  v.ilciir  de  r.  oi)  \errii,  comme 
ci-ilessus.  (|iir  le-;  loin  limi^ 


sont  (les  foiirlions  imil'ormes  de  z.  (les  fonclions  sonl,  de  |)lti>, 
régulières  pour  loiiles  les  valeurs  de  z  finies  el  infinies:  ce  sonl 
donc  des  constantes.  I^es  tli'iix  drlcrmiiialioiis.  e,  et  Cj.  sonl 
racines  dune  t''<pi;iti()ii  du  sccmuuI  dei^n''  à  eocflieienis  constants  : 
elles  sonl  constantes.  Comme  ces  deux  dc'ierminalions  deviennent 
('•i,ades  aii\  |)oints  de  ramificalion,  elles  sont  égales  à  une  même 
Constante,  et  la  lonelion  r  esl  constante. 

!2i.  La  somme  des  résidus  cF  une  fonction  rationnelle  c  de  u 
et  z^  en  tous  les  points  de  la  surface  de  liiemann,  à  dislance 
finie  et  infinie,  est  nulle. 

En  elTet,  appelons  Cj  et  Co  les  deux  déterminations  de  v  en  deux 
points  superposés  des  deux  feuillets  :  nous  avons  démontré,  au 
moment  de  la  définition  même  des  résidus,  que,  en  un  point  ordi- 
naire ::o)  le  résidu  de  la  fonction  uniforme  ("i  +  i"2  esl  égal  à  la 
somme  des  résidus  de  r  aux  deux  |)oinls  superposés  {Zq,Uo) 
el  (^oj  —  Ho)i  et  que,  en  un  point  de  ramiliealion,  le  résidu  de 
r, -}- 4'o  esl  égal  au  résidu  de  v  en  ce  poinl.  Donc  la  somme  des 
résidus  de  e  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  uni- 
forme c,  H-  r^,  qui,  d'après  les  relations 

2P 
se  réduit  à  la  fraction  rationnelle -rr- •  Comme  la  somme   des  ré- 
sidus d'une  fonction  rationnelle  esl   nulle,  le   théorème  est  dé- 
montré. 

Ce  théorème  s'étend  à  une  fonction  n'a}ant  qu'un  nombre 
fini  de  points  singuliers,  parmi  lesquels  des  points  singuliers 
essentiels. 


j)  cil  A  l'I  TU  i:     I. 

\  oici  iiiir  (•t>ri>;<''<|iiriicr  iiii|»i  ni  ;iiilc  <lc  ce  llM-orrriic  : 

A/'  iionihrr  <lr  zn-os  il' une  foiiclidn  rai iniinclli'  <h'  z  ri  il 
sur  fouir  Idsurfiircdi'  llirnninn  est  rt^nl  au  iioinhrc  des  iii/inis 
(Ir  cette  fonction,  cluiciin  des  zéros  cl  clnirun  </rs  in  finis  ihint 
mni/itc  iixcc  son  dc^rc  de  niiiltiplicité. 

\\\u\-  !<•  «h'iiiiinln  T.  il  siillil  (ra|)|il  l([iicr  \v  I  li(''orriiic  prrc('dcnl 
.1  Li   (It'iixt'c  l()^.•l^illlmi(|ll(•  de  hi  IVdulion  r. 

d\oav        I   dv 

(|ni  est  »''\  ideninicnl  une  (onclion  ralionncllc  de  ii  el  :;,  puis(|ue  la 
di-rivc-e    ,    estime  fonelioii  ralionnclle  de  u  et  z. 

Nous  avons  établi,  en  cflet,  que  les  seuls  points  singuliers  de  la 

e  ■  d  iom*  y     ^  ,     •  ^  •  i  i 

lonrlion  »\-  =  — j-_ — j  ou  le  residn  ne  soit  pas  nul,  sont  les   zéros 

el  les  inliiiis  de  r;  en  un  zéro  de  t'  le  résidu  de  w  est  égal  à  l'ordre 
de  ee  z»'ro,  en  un  infini  de  v  le  résidu  de  w  est  égal  à  l'ordre  de 
ecl  infini  changé  de  signe,  et  en  un  point  neutre  de  v  le  résidu 
de  <v  est  égal  à  zéro.  La  somme  des  résidus  de  kv  étant  nulle,  la 
somme  des  ordres  des  zéros  de  v  est  égale  à  la  somme  des  ordres 
des  infinis, 

On  peut  aussi  établir  ce  théorème  en  remarquant  que  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  ordres  des  zéros  et  la  somme  des  ordres 
des  infinis  de  v  est  égale  à  cette  môme  diiTérence  pour  la  fonction 
rationnelle 

P2—  ?/2R2 


car  nous  avons  vu  que  chaque  zéro  el  chaque  infini  de  v  donne  un 
zéro  ou  un  infini  du  même  ordre  dans  c,  ^'2-  Comme  le  nombre  des 
zéros  de  toute  fonction  rationnelle  de  ;:  est  égal  à  celui  des 
infinis,  le  théorème  est  démontré. 

2o.  jNous  appellerons  ordre  total  d'une  fonction  rationnelle  v 
de  -  et  u  le  nombre  de  ses  infinis,  chacun  d'eux  étant  compté 
avec  son  degré  de  multiplicité.  Le  nombre  des  zéros  est  aussi  égal 
à  1  ordre  de  la  fonction.  Si  l'on  appelle  ^',  et  p-o  les  deux  détermi- 
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nalioii-.  lie  *-,  r<inlii'  <>l    le   imiiiln»-  dc^   inliiii>  on  do  /«'•rus  de  l:i 
luiH'tion  r;itl(iiiii(  Ile 

'•"•'-  îî^' 

l/i'i|ii,itii>ii 

r  -  C  ^  o, 

(ti'i  (  ",  dt->iL;iii-   Mlle   cuii^l.iiilc  ■■iiliiliiiirc,  ;i.  mii-   loiilc  l.i   siiilacc  de 

HlciiKiiiii.    lin    iilirc   de    iiuiiii's    «'•^.il    ;i    l'ordii-    ln|;d    ilc   (' ;    ciir 

la  foiiflioii  i'     -  (  ;  ot  r.ili.niiicllc   i-ii    r   ri  //.    r|  le    nlire  de   ses 

inlinis,  c\'sl-à-dirr   rurdic   lot.d   d.-   rcltr  Iniiciinii,  .•>l   le   inèiiir 
i|tM'  (l'Iiii  de  r. 

"Hj.    I:'.irnij)lr.   —   Soit    «-:-^;' — ^i;    coiisicli  tous    la    fonchoii 
l'.ilionnrilc 


<l  dclciiniiions  ses  inlinis.  ses  zéios,  ses  résidus. 

A  ili>l;ui('c  finie,  le  seul  infini  est  le  poinl  de  ramification  r  =  i 
Si  iOn  l'ail  z  =  \  -\-  z' ,  on  a,  dans  le  voisinage  de  z'  =^  o, 


(■-'— Tr=-''[-i--i 


U     =  2  -  -       1  -i 


V     =   , 


(^-0^ 


{z-,y 


Le  point  de  ramification  z  =^  \  est  donc  un  pôle  du  second 
ordre,  le  résidu  étant  égal  à  a. 

Les  seuls  zéros  à  distance  finie  sont  les  points  :;  =  o,  a  ^~  /, 
car  ré(piatioiî 


donne  :;-=zo,    ou  z- ^  —  u^    équation    qui   n'a  pas  de   racine  à 
distance  finie. 


cil  \  l'iru  i:    I. 


|.,,nuns   \r   /.'m   z  ^- o,   n  = /\   on    n.    <l;.n.   \c   .1.. moine  de   ce 


r-,-.i  .1......  un  y.rvo  d'cnlre  ■>.  ;  le  pninl  z.  =  o,u=-  i  esl  (le  même 

lin  /.'to  (roi'dre    '.. 

l'ninis,-,  l'in/ini.  —  Ix^s  points  à  rinlini  d:uis  les  doux  fciiillels 

...  .li,lii.i;i.enl  en  ce  qne,   pour  l'un  d'eux  ce,,  le  rapporl  ~  lend 
^,.,^  4-  I  ^  el,  pour  Taulre  cc^,  vers  —  i . 
Dans  le  voisinage  du  point  x, ,  on  a 


I    I 

■1  z* 


r  =  z'  [1 


Le   point  X,    est  donc  un   pôle  d'ordre   i^   et   le  résidu  en  ce 

3 
point  est  —  -• 

Enfin,  dans  le  voisinage  du  point  cCo, 


donc 


2    Z' 

I 


La  fonction  est  régulirre  au  point  Xo,  qni  est  un  zéro  du  pre- 
licr  ordre;    le  résidu    du   point  x-,   est  —  — 


.siiiKVi:i;s    i)i;    iiii;m\\n    v    i)i;i\    r  Ki' 1 1,  i.  kts.  J) 

Kri  irsmiK-.  nii  ;i   le     TiltUMil   >iii\iiiil    : 

l'..iiil^  Naluro 

uiial\li(iui->.  (les  p(jiiil<.  Ilcsidus. 

z  =  \,     n  —  n.  Pôle  (l'orflre  7.                      >. 

c  =  o.     Il  —  i .  Zéro  (l'ordre  7.                      o 

:;  =  o,     Il       —  i.  Zt'ro  d'ordre  x                       o 

.^x,    ^       +,.  l'nio  d'ordre    ;  -^ 

Z-  'JL 

Il  V         !•       r  ' 

Z    =   X        —   —   I  .  AlTd    (1   or<M  1'     I  ■ 

z-  i 

I.;i  scimmc  di's  n-sldiis  csl  nulle:  la  somme  des  ordres  des  zéios 
esl  3;  celle  des  ordres  des  iiiiiiiU  esl  aussi  ."). 

Worc//e  loliil  ili'  lu  fonction  v  esl  .7.  Il  esl  aisé  de  Nérifur  (|iie 
l'é(|ualii)ii  \'  ;=  (j  a  5  zéros,  <|iiel  (:\\\c  soil  C]. 

^7.  \i)iis  alli>ii>  Introduire  rnaiu tenant,  en  suivant  une  mélliode 
de  -M.  Weieislrass,  une  notion  d'une  grande  importance,  celle  du 
genre  d'une  relation  algébri([ne. 

Une  fonction  uniforme  de  ;  rt'gulière  en  tous  les  points  à  dis- 
lance finie  el  j  l'inliiil  étant  une  eonslanle,  una  fonction  rationnelle 
de  ;  devient  iiiliuic  un  moins  en  un  point.  Xous  avons  remarqué 
(introduction)  (]ue  Ton  peut  former  une  fonction  rationnelle  de  :; 
avec  des  pôles  arbitraires  el  des  |)artics  principales  également  arbi- 
traires :  par  exemple,  la  fonction 


devient  inlinic  en  un  seul  point  arbitraire  a  avec  un  résidu  arbi- 
traire A. 

Il  en  est  autrement  pour  les  fonctions  rationnelles  de  :;  el  //, 
Il  élanl  lié  à  ^-  par  lY-cpiation 

u-  =  A(:;  —  e,)(  c  —  ei  i  ...  (  z  —  en), 
avec 

Il  =  ayj  -1-  I  ou         II  =  -ip  -T-  ?. . 

Si  une  fonction  r,  rationnelle  en  z  et  u,  daient  infinie  en 
un  seul  point  analytique  (^01  "0)  arbitraire,  l'ordre  de  cet  i/i- 
fini  ne  peut  pas  être  moindre  qu  un  certain   nombre  entier. 


jf,  (  Il  \  PII  m:   I. 

Cri  onlir  mininium  (liiiiinii('  (l"iiiir  iinil('  se  nomme,  d  iiprès 
M.  WcitTSlniss,  le  i^u-iuT  i\c  la  rclalion  al_:;rlMifjiic  crilrc  ii  el  ^, 
ou  (Mirorc  le  î^^rnrc  de  la  surface  de  Riemann  correspondante. 

l  M  noiiii  ,iii,dvli(Hie  arl)ilraire  est  xui  poinl  dont  on  peuL  faire 
v.iriii-  .1  voioiiti'  la  position  sur  la  surface  de  lliemann  ;  ce  point 
(si  diiiH-  ^np|)()■^|■•  (lisliiict  (l'un  pdiiil  de  ramificalion.  Nous 
allons  (h-montrer  que  le  i^cnic  ^\c>  surfaces  de  Ivicmann  j»iécé- 
dnnmciil  <'liidiécs  est  égal  à  />,  si  n  -n  ip  -{-  i  ou  :>./>  H-  ■> .  (\\cv- 
(•llon•^  à  former  une  fonction  r  rationnelle  en  ;;  et  u  avec  un  pôle 
d'ordre /•  au  point  (^0,  Wo)- Cette  fonction  ç"  peut  s'éciire,  comme 
nous  l'avons  vu, 

P,  Q,  Il  désignant  des  polynômes  en  z  sans  diviseur  commun. 

Ucniarrpions  que,  si  un  point  ^o  distinct  d'un  point  de  rami- 
licalion  est  une  racine  d'ordre  /,•  du  polvnome  R(-),  la  fonc- 
tion r  admet  au  moins  un  des  deux  j)oints  analytiques  (^o,  Wo), 
(;„,  —  f/o  ),  correspondant  à  :;  =:  Cq  ,  comme  pôle  d'ordre /r.  En 
cllel.  on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps 

V{z,,\.    «oQ(^o)=--o,  P(^o)-«oQ(~^o)---o, 

car,  //q  nélant  pas  nul,  oij  aurait 

et  les  poljnomes  P,  Q,  I»  admettraient  un  di\iscur  commun 
(:;  —  Zçs).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  P(5o)  +  ?^„Q(;;o)  dif- 
férent de  zéro  :  alors  la  fonction  c  devient  infinie  d'ordre  h  au 
|)oinl  analvtiquc  (c,,?  ''o  )?  cL  la  proposition  est  démontrée. 

Si  le  polynôme  R  (  r)  admet  ei  pour  racine  d'ordre  A",  et  si  P(^/) 
n'est  pas  nul.  le  rapport  «^devient  en  ainjini  d'ordre  aA',  car, 
d'après  les  conventions  antérieurement  faites,   on  prend  comme 

infiniment  grand  principal  Si  Pfe,)   est  nul,  Q(<?/)  ne 

v/(^  — e,)  '     ' 

peut  pas  Tètre,  P,  Q,  R  n'ayant  pas  de  diviseur  commun.  Dans  ce 
cas,  on  peut  supprimer  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  r  le 
facteur^  z  —  ci  et  la  fonction  v  devient  au  [)oint  a  infinie  d'un 
ordre  '.>.!(  —  i ,  au  moins  écal  à  i . 
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Cr.    ivm:ir(]ii.-s   ri:ml   liiil.-..    |)iiis.|ii.'    la  fi.iHli..ii    doil    (l.\<-iiir 

iii/inir  il'oiiln-   r  nu   seul  /><>iiit    (  r„ ,   //„>,    l«'    po'v ik-    \\[z) 

MO  doit  j»a>  adiiititrc  iraiitir  racine  (|iic  :;  r  ;„,  au  (li'i;rt'  /•  (If 
iiiullipliciu'-.  Car,  si  cr  |).'|\ii(imc  adincllail  une  aiilri-  racine,  la 
l'niiclion  r  de\  iendiail  iiiliiiic  ni  d'aiilics  points  anal yliqucs  d'après 
la  icmar(|ne  prrcédeiilc  :  et,  -i  te  polynôme  adniellail  la  racine  ::„ 
a  lin  dei:ri''  /,■  dill'érenl  de  /•,  la  lunclion  i'  adniellrail  Tiiih  <les  deux 
|M)iiils  aii,d\li(|iies  (:;„,  //„)  ou  (:;„,  —  //„)  comme  p(Me  dOidic  /.  : 
(Ile  ne  reiii|il  iiail  pas  les  conditions  demandées. 
()ii  a  (jniic.  eu  néuliireant  iiii  laeleur  eonslanl, 

Pour  c  =  Co5  li^  fonction  //  a  deux  di-terminations  //„  et  -  -  ii„  : 

la    fonction   e    devant    de\eiiir    inliiiie    d  ordre    /■    au    st-ul    point 

r„ ,  //„  )  cl  devant  roter  linie  au  point  (;„,  —  ii ^) ,  le  iiimu  rateiir 

P(^)-kQ(c) 

doit  ailmcttre  le  /.«'ro  (.-„,  —  //o)  à  l'ordre  /■  de  miill  ij)licit(''.  Le 
iléveloppement  de  ï* {z)  -r-  uO{z)  par  lu  formule  de  Taylor,  au 
voisinage  du  point  (;„,  —  u^),  doit  donc  contenir  {z  —  ;„)'  en 
facteur,  ce  qui  s'exprime  en  écrivant  que  cette  fonction  et  ses 
(/• —  I)  premières  dérivées  s'annulent  en  ce  point. 

II  faut,  en  outre,  que  la  fonction  v  soit  finie  à  l'infini.  Donc  : 
i"  Si  P(:;^  n'est  pas  idenliqueiiient  nul,  son  degré  est  au  plus 
t'gal  à  /•  ;  :i"  Si  Q(^)  n'est  pas  ideuliquemcnl  nul,  son  degré  est 
au  plus  égal  à  /■  —  p  —  I. 

En  elïel,  à  l'inlini,  //  est  d'ordre  p  -\-  -  en  ^  quand  n  r=  ap  +  i, 

et  d'ordre  p  -<-  i  cpiand  n  z-  o.p  4-  2.  Donc,  si  le  degré  de  P  dépas- 
sait /•,  ou  si  celui  de  Q  dépassait  /• — p  —  i,  l'une  au  moins  des 
déterminations  du  numérateur  serait  à  l'infini  d'un  ordre  en  :; 
supérieur  à  /•,  et  le  rapport 

P-^aQ 

deviendrait  infini,  au  moins  dans  un  des  feuillets,  pour  ;;  infini. 

Ces  conditions  ne  peuvent  pas  être  remplies  si  l'ordre  /■  est 
inférieur  à  y>  H-  i  ;  car  alors,  si  Q  n'était  pas  identiquement  nul, 


jS  ':ii  M- nui:    i. 

son  (l(':;r('-  sciMit  ni'\^tilij\  ce  <|iii  est  absiii-dc  Le  |)()lviioiiie  Q 
rliiiil  i(lfiili(|iiiin<'nl  nul,  !<'  niuniTatcur  P -f- /^Q  se  iciliiil  à  P, 
,.|,  coiniiir  II'  <l  ■•\cl(t[)|)(MMciil  (li;  V  ^ii()  suivant  les  [inissanees 
(1(>  z  —  z^  dans  le  voisinage  tlii  |)oint  [zq^  —  Uq)  doit  contenir 
(:;  —  -„)'•  en  l'aclcur,  le  polynôme  P  de  degré  r  doit  contenir 
(-  _  ZoY  en  facteur  :  il  ot  donc  é,i;al  au  produit  de  (::  —  ^o)''  par 
;ine  constante,  elPon  a 

(•  =  consl. 

Donc,  l'oiilie  r  du  pnle  uni<iac  (r,,,  u^)  de  la  fonction  v  ne 
iiciii  /)(/s  rt/e  i  II  fi' rieur  à  j)-\-\.  Le  genre  est  bien  /?,  comme 
nous  l'avons  annoncé. 

La  fonction  v  existe,  au  contraire,  si  r^p-\-i.  Par  exemple, 
si  /'^c-l-i,  elle  est  entièrement  déterminée  à  une  constante 
additive  et  à  un  facteur  constant  près.  En  efifet,  Q(-)  devant 
être  de  degré  zéro,  se  réduit  à  une  constante  C.  Le  polynôme 
P^;)  de  degré  [> -\-  i  est  assujelli  à  cette  (condition  que  le  déve- 
loppement de 

P(^)  +  «Q(^)  =  P(-;)  +  C« 

dans  le  voisinage  de  z  ^  z^^^  u  =^  —  «„,  contienne  ( z  —  -^o)^"*"'  en 
facteur.  On  a  donc 

A  désignant  une  constante  :  d'où  enfin  résulte  pour  r  l'expression 


A  +  C 


'U'  O     ■  "«  (-  -    )!' 


avec  deux  constantes  arbitraires  A  et  C. 

Nous  a\ons  supposé  le  point  (z-o,  Uo)  arbitrairement  variable 
sur  la  surface  et  distinct  des  points  de  ramification.  Une  fonction 
avant  un  seul  pôle  placé  en  un  j)oint  de  ramification  peut  y  de- 
venir infinie  d'un  ordre  moindre  que  (/)  +  i).  Ainsi,  quel  que  soit 
le  genre,  la  fonction 
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(li'viciil.  :iu  -riil  |)(iiiil  de  riinnfic.il  loii  Cj,  i  iiliii  iiiirnl  ^laiidi'  tlii 
scciiinl  iiidii'. 

iiS.      On      |><MI|      -ÛlH'lillixT     If     r.'^lllUll      |.l('(('.lcilt     (M)     clicicliMiil 

,1  former  iiiir  loiii'lidii  \\  i  :il  iomicllc  ci)  :;  cl  //,  ;i\;ml  y  [kMcs 
,iil)iti;iirciiiciil  choisis  {c/,,/y,  ),  ...,  (c/,/,  />,,),  di^tiricls  «les  poinls 
(le  iimiili«;ilion,  a\('e  des  degrés  d(;  midi  i|iiieil(''  di-lermiiK-s  y.,, 
a^ y-i-   Celte  fonclioii  sera  d'ordre 

/•  =  ^1  H-  «2  -T-.  .  .  H-  Xy. 

Elle  ii'cxislc,  on  le  voil,  comme  loul  à  l'heure,  que  si  r>/}-\-i. 
.Les   polynômes   P,  Q,  R  sont  ah)rs  assiijetlis   aux   condilions 
suivantes  :  R  est  délerminé,  à  un  facteur  constant  près, 

K  =  (-_«,)-.,(-  _  «,)'^.  ...(z-  a,,y^,  ; 

P  est  de  def^r»''  au  plus  égal  à  /',  Q  de  degré  au  plus  égal  à 
/• — /> —  I  ;  le  numérateur  l^ -i-  //Q,  développé  parla  formule  de 
Tavlor,  doit  contenir  (;  —  f/i)'^'  en  facteur  dans  le  voisinage  de 
(«,, — 6,),  (:;  —  «2)°'- en  facteur  dans  le  voisinage  de  («2,  — b-i)^  ..., 
(:;  —  (-i^f)S  dans  le  voisinage  du  point  («y,  — hq).  Le  poljnome  Q 
étant  choisi  arbitrairement  du  degré  /•  —  /; —  i,  le  poljnome  P 
est  de  la  (orme  P=AR-|-P,,  A  désignant  une  constante  et  P, 
un  polynôme  de  degré  /• —  i  enlièrement  déterminé  par  les  con- 
dilions précédentes  :  on  connaît  en  elTct  les  valeurs  de  P,  et  de  ses 
(a,  —  1)  premières  dérivées  pour  ^  ^  «,,  les  valeurs  de  P<  et  de  ses 
(7.0 — i)  premières  dérivées  pour  ^  =  «0,  etc.,  ce  qui  donne, 
comme  il  est  connu,  /■  condilions  déterminant  les  /■  coefficients 
de  P, .  {}■  air  un  article  de  M.  Heiuiiti;,  Journal  de  Crelle,  t.  84, 
p.  70). 

L'expression  de  v  est  donc 

\\{z) 

où  A  est  une  constante  arbitraire  et  Q  (^)  un  poljnome  arbitraire 
de  degré  /• — p  —  1.  Cette  expression  contient,  outre  A,  /• — p 
constantes  arbitraires  d'une  façon  linéaire  et  homogène.  Dans  le 
voisinage  de  chaque  pôle,  les  coefficients  de  la  partie  piuncipale 
sont  en  nombre  égal  au  degré  de  multiplicité  du  pôle  :  il  j  a  donc 
A.  ET  G.  L 


-„,  (Il  \  iMTiii;    I. 

CI  liiiil  /•  (•«•(rii(i(iil->  (les  p.irlics  principales.  O-s  focniciciil.s 
,••1,11,1  (1rs  roiKlioii»  liin'aircs  ci  liitniogi'iics  des  /•  —  />  coiislanlcs 
(lui  li-iiiciii  (lins  (^  (c),  W  y  à  cnlvc  eii\  p  rel((lions. 

iill.  l'oiinoiis  CCS  icliilions  clans  \c  cas  simple  où  tous  les  p(Mcs 
soiiLilu  picaiicr  ordre, 

a,  =  a.,  —  .  .  .  =  a,;  ^  1 . 
Alors  /•  -^  Y, 

\\  =  (z-o.i)(z  —  a,)...(z-a,.); 

(.}(:•)  esl  (le  âcpc  r  —  p  —  i ,  P{z-  )  de  dei;ré  y,  cl,  l'on  a 
P(a,)  — 6,Q(a,)=-o,         l'icii)-  b2q{a2)-=o, 

r  (a,.)  —  brQictr)   =  O 

[)iiisque  P-r  ;/Q  doit  s'annuler  aux  points  (r/, ,  —  6,  ),  («o,  —  ^'j^- 
.  .  .  ,  [Or,  —  f^r)-  Si  Ton  fait 

I*,  (Mant  de  degré  /•  —  i,  on  aura 

Pi(«i)- ^iQ(«i),         Pi(a.2)  =  b.2Q(a.), 

P,(a,.)  ^   ÙrQUtrK 

relations  cpii  dctcrniinent  cnlièienient  le  polynôme  P,(.r).  don! 
on  peut  écrire  l'expression  par  la  formnle  de  Lag range. 

On  obtiendra  une  forme  remarquable  de  c  par  la  méthode  sui- 
\anle,  qui  fournit  immédiatement  les/?  relations  entre  les  coeffi- 
cients des  parties  principales  relatives  aux  pôles  {a,,  6|  ),  .... 
{ar,  br). 

P(^  et  ^^ 

K(.-)         Riz) 


Décom[)osant  t,7—   et  jv— r-  en   fractions  sini[)les,    on  a 


p 

- 

A 

-1- 

c, 

1 

+ 

C; 

a  y 

H- 

R 

z  — 

«1 

Q 

= 

_J^' 

-+- 

Ai 

! 

a.. 

- 

G,. 


A, 


c  =  — ^  =  A  +  -i 1-  4_  _^ r_  ^-  .  .  .  +  -^ '—. 

n  ,;;  —  «,  ,^  —  «o  -^  —  ci,. 

\,  C,,  . .  . ,  Cr,  A,,  Ao,  . . . ,  x\^  étant  des  constantes. 


SIR  FACES   i»i:   hii;m\\\    \    i>i:i  \    fki- i  t.i.  i;ts.  ji 

Pour  r=^'/|.  Il  -  hy.  I.i  v.ilitirtlf  r  doit  ve>[rv  /i/i/C,  v.\r  la 

foiirlioii  i'  tloil  iiviiir  lu  pTil"  (  '/, .  /'i  i  <l  non  (/{,,  —  l>\  ).  <  hi  ;i  (Ioik; 

Cl  —  Al  6,  =o; 
(le  iiicine 

fl  l.i  loiKlii)ii  V  s"('cril 

.     //  -f-  h,         .     »  -f-  i.  .      ?/  -t-  h,. 

{  a  )  f  =:  A  -t-  A , -f-  A, -+-...  H-  A,.  , 

z  —  (Il  '  z — a,  z  —  a,. 

fonction  qui,  à  distance  finie,  admet  évidcminent  les  seuls  pùles 
(  rt,,  6,  ),  («2,  ^o  ).  . . . ,  (V/,-,  br)  du  premier  ordre. 

Mais  les  coefficients  A,,  A^,  ...,  A^  ne  sont  pas  arbilraires  : 

en  elTet,  ce  sont  les  résidus  de  la  fraction  rationnelle  j-,  dans  la- 

(pielle  le  degré  du  numêraicur  est  r  — ]>  —  i,  celai  du  dénomi- 
nateur étant  r.  La  somme  des  résidus  de  cette  fraction  rationnelle 
;"i  distance  finie  est  donc  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme 
des  résidus  des  fractions 

"R  '      '  R    '      ■  *  ■  '     ~~W~  ' 

car  le  degré  de  zP~^(^  est  encore  inférieur  de  deux  unités  à  celui 
du  dénominateur,  de  sorte  que  le  résidu  à  l'infini  est  nul. 

On  a  donc,  entre  A,,  Ao,  . , .,  A;,  et  a,,  «o,  . ..  ^  ar  les p  rela- 
tions nécessaires 

A,-^  A2  +  ...-^A,.=  o, 

Airti  -—  X^a-i^ . . .-—  AfCt,.  =  o, 

A 1  a  f  -r-  Ao  a  5  -4- . .  .  -i-  A,.  «,'  =  o, 


A,a^-i  — A,«^-'-^...H- A,.rt/^ 


Ces  relations  sont  suffisantes  pour  que  la  fonction  trouvée 
remplisse  toutes  les  conditions  demandées.  En  effet,  on  vérifie 
que,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  fonction  ç  définie  parla 
relation  (a)  est  finie  à  V infini.  Par  exemple,  si  n  est  pair 
et  égal  à  ip  -r-  2,  on  a  dans  le  voisinage  du  point  oc,  dans  l'un  des 
feuillets 


y/A  (zP+^  -+-  Q.^zP  +  C,  ^P-'  + 


izP^'^ 


C, 


Il  \  l'iiiii:   I. 


cl  niiisi  i\c  siiilo.  Siihslilnanl  ces  dévcloppenienls  dans  l'expres- 
sion (a)  (le  r  cL  tenanl  compte  des  relalions  (jj),  on  voit  que  les 
coellicii  nls  des  puissances  positives  de  z  sont  bien  nuls. 
Si  n  est  impair,  /«  =  :i/?  +  i ,  on  a  pour  ;:  inilniment  grand 


4 


+   Co- 


j'-ô 


+  C,z' 


z-^-i-C, 


W-] 


cl.  en   vertu  des  relations  ([3),  les  coefficients  des  puissances  posi- 
tives de  :;  dans  le  développement  de  v  disparaissent  encore. 

Le  résidu  relatif  au  pôle  (a,,  b\)  étant,  d'après  l'expression  (a) 
de  r, 

et  les  résidus  relatifs  aux  autres  pôles 

les /?  relations  (|i)  donnent,  entre  les  résidus  B,,  Bo,  ...,   B^., // 
relalions  de  la  forme 


"■s: 


b. 


-^""'■t 


(k 


Les  relalions  ([B)  rendent  évident  ce  fait  que  nous  avons  déjà 
démontré  autrement,  que  r  doit  être  au  moins  égal  à/>  -\-  i. 

Eu  efl'et,  si  l'on  avait  /•^/),  ces  relalions  linéaires  et  homogènes 
en  A,,  Ao,  . . . ,  xV  donneraient  pour  tous  ces  coefficients  des  va- 
leurs nulles,  car  le  déterminant  des  coefficients  de  A,,  Ao, 

Ar,  dans  les  /■  premières  relations,  est 


!;iui\i:i;s   m:   h  1 1:  m  v  \  \    \   i)i;i\    ri:r  i  i.i.  i:ts.  .)  { 

i|.tciiniii:ml  (|iil  i'«»l  tlillt'itii  I  di-  /t'io.  |iuis(jiir  Ittiilc^  \c>  <|ii,iiil  ili'S 
</,,  //..,  .     ..  </,  SDiil  sii|)|)n>(-c-.  (li|]VT<iil.'.,. 

Si  les  points  u/, .  A,  t.  l  '/...  A.' (  ",-.  1',  >   n't'liiiciil   |i;is  ;iil)i- 

Iraircs,  c'osl-à-<lirc  \;iii;iMc«.  iiiil('|icii(l;iimii(iil  les  mis  des  ;nili(\s, 
la  foiirlioii  r  |)(iiiirail  cxislcr  poiir  r  <^/>  -i-  \ .  l*ar  cxrmiflc,  si  Ton 
|)rcii.l  les  ^A'//./-  /iiu'n/s  (//|,  A,V  (//,,  —  A|),  qui  sont  sii|)ci|i()scs 
dans  les  tli'iix  rciiillcls,  il  existe  une  l'onclioii  :i(lniell;uil  seid<nienl 
(•(>s  doux  pùles  au  premier  deyr»'-,  c'est 

A, 

Z  —  Cli' 

30.   Nous  venons  de  \iiir  <iiie  \c  genre  de  la  relation 

«2=  A  (c  —  e, )(-  —  (?,)...(-  —  e„), 

où  n  =  1  [>  -^  \  ou  2/>-t-  '.>.,  est  /;. 

Le  genre  des  deux  relations  j)rises  d'abord  comme  exemple, 

ist  zéro.  On  peut  donc  former  une  l'onclion  rationnelle  de  ;;  et  u 
avec  un  seul  pôle  du  premier  degré  placé  en  un  point  arbitraire; 
sous  ce  rapport,  ces  fonctions  sont  de  même  nature  que  les  fonc- 
tions rationnelles  d'une  variable  représentée  sur  le  plan  simple. 
La  raison  en  est  que  l'on  peut  exprimer,  dans  les  relations  (5),  u 
et  :;  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  f ,  de  telle  manière 
(|u'à  chaque  valeur  de  t  réponde  un  seul  point  {z,  u)  de  la  sur- 
face de  Hiemann  et  réciproquement;  pour  employer  un  langage 
géomiHriqiie,  cela  tient  à  ce  que  les  courbes  (5)  sont  unicur- 
salcs. 

En  elTet,  pour  la  première  des  relations  (5),  il  suffit  de  poser 

Z  —  l\  Il  =  t, 

et  pour  la  seconde 

u=  ts/k{z  —  ei), 
d'où 

ext-—ei  /r  (ei  —  e.i)f. 


et  l'on  voit  que  la  condition  est  réalisée.  En  imaginant   le  plan 


y  ,„u.,T,U.:,.    -SCnP.«.SDEB,«AN.,    ETC. 

'  ,  ,..,  .,n„.u,  .lire  r|„'ùol,aque  point  du  plan  simple  des  < 
s.mple  des  I,  ""  "  " ,  J^^^^^,  j„  ,^;,„,„„  el  réciproquement. 
,,-,,,ond   un  r»'"    '  '     ;    ■  être  représentée  point  p»r  ponrt 

'■^'  ^'""T;,  "sim  •      de  des  fonetions  rationnelles  de  .-  et  „ 

::;;:;„éI:r:Ct  rétude  des  fonetions  ratlonncHes  de  ,  et  ,n- 
versement. 


INTÉGHALES    II  V  l»E  R  K  I.  LI  PT  I  0  U  KS.  55 

CIIAI'ITUE  II. 

INTÉGRALES   HYPERELLIPTIQUES  (i). 


■lopriétcs  générales.-  Singularités  des  intégrales  hypereiliptiqiics.  —Différentes 
csi)èrcs  d'intégrales.  -  Le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce  est  égal  au 
genre.—  Intégrales  de  troisième  espèce  avec  deux  points  critiques  logaritlimiques. 
—  Intégrales  de  deuxième  espèce  avec  un  seul  pôle.  —  Moyen  de  déduire  ces 
intégrales  de  celles  de  troisième  espèce.  —  Expression  d'une  intégrale  hyperel- 
liptiquc  quelconque  à  l'aide  d'intégrales  des  trois  espèces.  —  Expression  d'une 
fonction  rationnelle  par  une  somme  d'intégrales  de  première  et  de  deuxième 
espèce.  —  Décomposition  en  éléments  simples.  —  Exemple.  -  L'intégrale  élé- 
n>entairc  de  deuxième  espèce  est  une  fonction  rationnelle  du  paramètre. — Expres- 
sion d'une  fonction  rationnelle  à  l'aide  d'intégrales  de  première  et  de  troisième 
espèce. 


1)1.   Soit  r  une  fouclion  ralionnclle  de  z  et  it 


linlégrale 


R(^) 


i{z,u)  =    j  vclz 


est  une  intégrale  abélienne  attachée  à  la  relation 

u"-  =  A(^  —  ei)(z  — €,)...(  z  — en), 

ou  à  la  surface  de  Riemann  correspondante.  Les  intégrales  abé- 
licnnes  ainsi  formées  se  nomment  hvperelliptiqucs  (-).  On  sup- 
pose la  limite  inférieure  placée  en  un  pbint  analytique  déterminé 
(^o,  lin)  de  la  surface   de   Riemann,  et  l'intégration  effectuée   le 


(  '  )  Ouvrages  à  consulter  :  Nkumann,  Théorie  der  Abelschen  Intégrale;  Clebsch 
et  GoRDAN,  Théorie  der  Abelschen  Functionen  :  erster  Abschnilt. 

('-)  On  appelle,  en  général,  m^eg-/'a/es/i_7/>e/-e//«/?^î^Me5  celles  qui  ne  contiennent, 
sous  le  signe  d'intégration,  d'autre  irrationalité  qu'un  radical  carré  portant  sur 
un  polynôme  d'un  degré  supérieur  au  quatrième.  Toutefois  nous  conserverons 
ici  le  même  nom,  quel  que  soit  le  degré  de  ce  polynôme. 


5fi  cil  MM  nu;   i  r. 

loiii;  iriinc  crrliiiiK"  cimrltr  Ir.ic.'c  sur  l.i  siirCatc  cl   ;il tlss;nil  an 

|Hiiiil  .iii;il\  li(|iio  (r,  //),  <|iii  foiiiic  lit  liiiiilc  siipi-riciirc.  I.a  valeur 
(Ir  liiil('i;ialo  rsl  une  fonclion  de  la  llmil(,' supérieure,  c'esl-à-dire 
<Im  |i()iiit  aii.(l\li(|uc  *  :,  i/)-.,  elle  «l('|»(ii(l  aus-i.  flans  une  certaine 
mesure,  du  clicuiiu  d"inl<'-ralion  allant  du  point  (co,//o)a"  point 
(c,  //  I.  Oiiand.  ces  points  rcslant  (i\cs,  le  contour  d'inté^n'alion 
varie,  les  diiréienles  valeurs  que  |KMit  acrpH-rir  l'intcgralc  ne  dif- 
fèrent (pie  |)ar  certaines  constantes  atlditives  ap|)clécs  modules  de 
périodiciU',  car  toutes  ces  valeurs  de  l'intégrale  ont  même  dé- 
rivée e  par  rapport  à  r. 

32.  ^^:>us  allons  dabord  étudier  la  nature  des  |, oints  singuliers 
dune  intégrale  hyperelliplique  sur  la  surface  de  Riemann. 

Si  en  un  point  à  distance  finie  de  la  surface  de  Riemann  la 
fonclion  e  est  régulière,  l'intégrale  J(^,  //)  est  aussi  régulière 
en  ce  point.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'intégrale 
d'une  série  procédant  suivant  \es puissances  positives  croissantes 

de  :;  —  Co  oii  ^1<^  (-  —  ^j)'  est  une  nouvelle  série  de  même  forme, 
convergente  dans  le  même  domaine  que  la  première. 

Voyons  maintenant  comment  se  comporte  l'intégrale  J(::,  u) 
dans  le  domaine  d'un  pôle  de  la  fonction  e.  Soit  («a,  l>k)  ""  pôle 
de  r.  d'ordre  m,  place  en  un  ])oint  ordinaire  de  la  surface  à  dis- 
tance finie.   Dans   le  domaine  de  ce  point  on   a,  en  appelant  R^ 

le  résidu  de  e  et  écrivant  le  premier  le  terme  en  ~_— 


Z  —  «A- 

Ra                A_„,         ^         A_,„-ui 

A- 2 

z~ak    '    (z  —  ah)'"    '    (^  — a/,)'"-' 

I-  — «/.j- 

-t-  Ao -4-  A,  (  j  —  «/,)  -^  A, ( -  —  a^y- 

— .... 

En  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  d'intégration,  on 
a  l'expression  suivante  de  l'intégrale,  valable  dans  le  même  do- 
maine 0  du  point  (<7a,  bfi), 

\  s.         . 

h  z.u)  =  C  -{-  Ra-  log( -  —  «a) 


{in  —  i)[^z  —  aA/"-i        {m  —  x)(z  —  akY 


—  Ok 


Donc,  lorsque  le  résidu  Ra  est  nul,  l'intégrale  J(^,  u)  est  uni- 


\  T  K 1.  Il  A  1. 1  S    m  !•  i:  Il  i:  1. 1. 1 1-  r  i  u  i  i  <. 


forme  (l;in«;  le  »li»m.iiii.>  o  «lu  |H)iiil  [(t;^,  h;,)  (|ii'.llc  Miliiirt  (<iiiiiiif 
pôle  tronlrc  m  —  \.  M.li•^,  loixjiic  Ir  r«'>itlii  11^  d'csI  j)nsn(il.  lin- 
léj,'riile  n'csl  plus  nnifoniH'  diins  \r  <lnmiiine  o  :  clic  ;iu:;iii».nlc  «le 
XT.iWk  (pnuul  le  point  \z.ii)  »l.'crit,  ;i  riiil.'ricur  de  ce  tloiiiiiiiic.  un 
conlour  fcniu-  loiiriKiiil  nnc  Icii^  (l.ins  le  sens  posilil"  aiiloiir  Av 
(rtA,  /'A  ).  On  illl  iilois  ipie  le  jiuiiil  u//;,  /y/.)  est  y\u  fminl  si/ii;t//ir/- 
lo^diitluui'/iif  lie  riiih'i;i;i!c. 

Soil  rn;iiiileii;mt  un  pi>iiil  iU-  laniiiic.ilion  a  (pie  I:i  fonction  r 
;t<lincl  comme  pôle  d'oitlre ///.  le  i  ('sidu  ('tant  H,.  On  a,  dans  un  do- 
maine   0    du    puiiil    r,,  en    ('erivaiil    d'ainud   le   Iciiiic  en  -  -! — , 


i»i  ^     _       -^  A-;;.^,  ^  _^  A-8 


A-, 


(-  — e,)- 


-4-  Ao  -r-  A,  (  c  —  e/)-  -t-  A, (  w  —  e/ ) 


car,  par  d-'-linilioii.  le  n-sidii  15,  e^t  le  double  du  eoefficicnl  de 
-j— — .  En  inlé^ranl  et  désii,nianl  par  C  une  coiisinnic,  on  a,  dans 
le  même  domaine,  rexjtression  sui\anle  de  rinl(''i;rale  : 

]{z.u)^C-^  R,-  Io-(  -  -  ei)\ ""^^^ -— lh^!lî±l 


(m  —  'x){z  —  ei)    ^  (m-3)^j  — e/)   2 

■?.A     1  i  9   V,  3 

{z-eiY 

Lorsque  le  it'sidu  R,  e-^l  niif.  rinlégrale  est  uniforme  dans  le 
domaine  o  du  j)oinL  ci  (pTelle  admet  comme  pôle  d'ordre  m —  :>., 
tant  que  m  est  supérieur  à  •>;  si  /;/  =  i ,  elle  est  régulière  en  ce  point; 
le  cas  de  m  =  2  ne  peut  pas  se  présenter  avec  l'iiypollièse  R/=  o. 
Lorsque  R/  n'est  pas  nul,  l'intégrale  n'est  plus  uniforme  dans  le 
domaine  0  du  point  ei;  elle  augmente  de  i-iWi  quand  le  point 
(-,  u)  décrit  autour  de  <?/  dans  le  sens  positif  et  à  l'intérieur  du  do- 
maine 0  une  courbe  fermée  sui-  la  surface  de  Riemann,  ce  qui 
exige,  comme  nous  l'avons  vu  ([).  27),  que^  tourne  <:/e;<x/o/5  au- 
tour de  Ci.  Le  pointe/ est  alors  un  point  singulier  logarithmique 
de  l'intégrale. 


■)S  ciiM'iriu:    II. 

I'.IihIIoii-.  |i(iiii'  Ici  iiiiiicr,  la  loriiir  (le  Tiiil ('^ralr  dans  le  doiiiaiiK; 
,|-nM,.,nn,   a   riMll,,,. 

D'alxtrd.  si  //  c-l  pair,  les  dcii\  p.Hiilsà  Ti niiiii  dans  les  (Iciix 
fciiilli'ls  soni  des  |)(iin|s  ord  inaiio  dt-  la  snifacc  de  Ivicinann.  Dans 
un  («Il  lin  d(ini  aine  diin  de  cfs  points,  ce,  par  oxcniplc,  r  csL  de  la 
loinic.  (Il  pronaiil  le  ca>  le  |)lus  général, 

IV" 

»•  ^ y-  -4-  A_,„  z'"  -f-  A_,„+,5"'-i-(-  . . .  A_,  5  ^-  Ao 

"^  ^*  F^  "^ -'^^  :?i  ""  •  •  " 

en    (•oinincn'-anl    par    !(>    Irrine    en  -  >  cl   ap|)clanl  H^"  le  résidu  re- 

lalil'  an  pt)inl  x, .  résitin  (jui  csl  le  coeflicient  de  -  changé  de  sii;ne. 
l'.n  inléi;rant,  ou  a,  dans  le  inèine  domaine, 

■     Z  m  -r   \  2 

_  A,  -  -  ^  -  -  . . . . 

'  z         1    z- 

Lorsqne  le  résidu  RJ'  est  nul,  rinlégralc  est  uniforme  dans 
le  domaine  du  point  ce,  ;  si  c  admet  ce  point  comme  pôle  d'ordre  W2, 
.1  l'admet  comme  pôle  d'ordre  m+i.  Lorsque  le  résidu  R^" 
n'est  pas  nul,  riitléj^iale  n'est  plus  unilormc  dans  le  domaine 
considéré  du  point  ce,  ;  tdle  aup^mente  de  «tz/R^J'  quand  le  point 
(::,  u)  décrit  dans  le  sens  positif  à  rintérieur  du  domaine  consi- 
déré un  cercle  de  centre  z  =--  o.  Le  point  y^s  est  alors  un  point 
sins;ulier  logarillimiqne. 

l*our  que  l'intégrale  i{z,u)  reste  finie,  c'est-à-dire  soit  régu- 
lière au  point  oc,,  il  faut,  d'après  le  développement  ci-dessus,  que 

le    dt''veloj)pement  de   r    commence  par  le   terme    en  —,    et  que 

tous  les  coefficients  précédents  soient  nuls,  c'est-à-dire  que  v  soit 

dans  le  voisinage    du  point  ce,   infiniment   petit  de  l'ordre  de  — 

ou  d'un  ordre  supérieur.  Les  mêmes  remanpies  s'appliquent  au 
piiiiil  Xj.  (jiii  |)cul  étie  un  pôle,  un  point  singulier  logarithmique 
ou  enfin  un  point  où  l'intégrale  est  régulière. 


I  \  I  Ki.  Il  \  I.K><     m  l'Kll  I.  II.  I  l'TI  (,)l   IS.  ii| 

Si  riiiliiii  ol  iiii  |Hiiiii  i|<-  iMinilii  iiliun  (  //  iiii|):ii!- 1,  on  :i.  ihiiis  mi 
rtiiiii  <l(>iii:iiiH-  (le  cr  |i<iiiil . 

f  -  -  5^"--  -^-  A   ,„  z »  -^-  A_„,^, 5   «    -t- . . .  +  A- ,  j»  -^  Ao 

(;)'-Mif-'G)'-- 


-A, 


Ml  fippfl.iiit  1>^  Ir  it'-^itlii  ifl.ilir  au  poiiil  x  cl  l'crivaiil  le  l< 
-  It>  j)r(iiii(r.  <  )ii  a  dmii'.  fii  iiili''i;ranl , 


j(..,M-(:.-Kjoj:/^^'      '■^-' 


///+î      „  \       ,   iii'-i 


/«  -1-  a  /?i  -1-  I 


Lor.squc  \i'  rt'sidii  li^  r->l  mil,  J  t'sl  unifonne  daii.s  le  do- 
maine du  poinlx;  si  r  admet  ce  point  comme  pôle  d'ordrr  /;/, 
J  l'admet  comme  pôle  d'ordre  m  -{-:>..  Lorsque  H^  n'est  pas  niiK 
l'intégrale  n'est  plus  uniforme  dans  le  domaine  du  |)oinl  x  :  elle 
augmente  de  a  —  ZR^  (piand  (:;,  u)  décrit  sur  le  domaine  du  poini, 
dans  le  sens  positif,  une  circonférence  fermée  autour  (\y\  jjointx. 
circonférence  qui  doit  être  parcourue  deux  fois,  comme  nous 
l'avons  vu  (|).  33).  Le  point  3C  est  alors  un  point  singulier  loga- 
rithmique de  l'intégrale.  Pour  (pic  l'intégrale  soit  finie,  c'est- 
à-dire  régulière  au  point  x,  il  faut  ot  il  suffit  que  le  premier  terme 

3 

du  développement  précédent  de  v  soit  le  terme  en  ( -_  )  ,  ou   un 
terme  de  degré  supérieur  en -^ 

En  résumé,  dans  le  domaine  d'un  point  quelconque  («,  0)  de 
la  surface  de  Riemann,  ou  bien  l'intégrale  est  régulière,  ou  elle 
admet  ce  point  comme  pôle,  ou  elle  admet  ce  point  comme  point 
singulier  logarithmique.  Dans  ce  dernier  cas,  si  l'on  appelle  R  le 
résidu  relatif  au  point  (a,  b),  on  a,  dans  un  certain  domaine  de 
ce  point, 

J  (  ;;,  u  }  =  n]og(  z  —  a)  —  '.ifi z,  u ), 

o  étant  unilonne  dans  le  domaine  du  point  («,  b),  régulière  en  ce 


VI'ITIU'     M. 


iKiliit.  (.11  r;i(liiicllanl  comme  [kMc.  Dans  celle  formule,  pour rcsii- 

1 
nier  Ions  les  cas,  il  faul  convenir  de  remplacer  z  —  a  paru  — ('/)' 

ipiaml  {a,  h)  coïncide  a\ec  un  poinl   de  ramificalion,  par  -  quand 

1 
[a,  h)  esl  un  poiul  ordinaire  à  rinfini,  cl  par  (  -  j     quand  («,  h) 

coïncide  avec  un  poinl  de  laniifiealion  à  l'infini. 

%\.  Comme  la  somme  de  Ions  les  r(-sidus  de  la  fonclion  c  esl 
nulle,  l'inlégrale  J  peul  n  avoir  aucun  point  singulier  logarith- 
mique, si  lous  les  résidus  de  c  son L  nuls  ^^'y^are/z/e/?^;  mais,  si  elle 
possède  un  poinl  singulier  loyarillimique,  elle  en  a  au  moins  un 
second,  car  lous  les  r(''sidus  ne  peuvenl  èlre  nuls,  sauf  un  seul, 
puisque  leur  somme  esl  nulle. 

Les  intégrales  les  plus  simples  possédant  des  poinls  criliques 
logarillimiques  sonl  donc  celles  qui  en  possèdent  deux  avec  des 
résidus  nécessairement  égaux  et  de  signes  contraires. 

Toule  intégrale  abélienne  esl  une  somme  d'intégrales  rentrant 
dans  runed(;s  trois  cat('gories  suivantes  : 

i"  Une  intégrale  alx'-lienne  esl  de  j>remière  espèce  quand  elle 
reste  Unie,  quel  que  soit  le  poinl  analytique  (;,  u),  à  distance 
finie  ou  infinie,  lormanl  la  limite  supérieure  :  une  telle  intégrale 
est  une  fonclion  du  j)oinl  analytique  (3,  u),  régulière  en  tous  les 
poinls  de  la  surface  de  Riemann,  mais  non  uniforme; 

2"  Une  inlégrale  abélienne  esl  de  deuxième  espèce  quand  elle 
devient  infinie  en  un  >eiil  point  de  la  surface  de  Riemann  et  que 
ce  poinl  est  un  [)ole  de  l'inlégiale; 

y  Une  inlégrale  abélienne  esl  de  troisième  espèce  quand  elle 
devienl  infinie  seulement  en  deux  poinls  (rt,  b)  et  («',  b')  de  la 
surface  de  Riemann,  qui  sonl  des  poinls  singuliers  logarithmiques 
de  lelle  nature  que,  dans  le  voisinage  de  ces  poinls,  elle  puisse 
être  représentée  par  des  expressions  de  la  forme 

—  Iog(^  —  a  )  -+-0  {z,  u), 
log{z-a')  +  o'{z,  u), 

ri'-r  ")  f^t  'f'('-i  «)  désignant  des  fonctions  régulières  respeclive- 
menl  aux  points  («,  b)  et  («',  b'). 


INTKGIl  VI.KS     II  VI'KIIKLI.M'TIOI  i:S.  0 1 

IH.     Nous    (.•liKlicroMS    ditljord     les    inlrgralcs    de    iiiciuicrc 
espèce. 


Soil 

P-4-   llO 


r r-4- 1 


ch 


une  inlf'^ralc  de  première  cs|)èce.  ïx'  polvnoinc  1^  doit  être  id<'ii- 
li([ii(iiieiil  nul.  lin  ell'et ,  appelons  ir' el  n"  les  den\  (h'Leiinina- 
lioiis  de  rinléyialc  aux  doux  poinls  analvl  icpics  superposés  (c,  //,) 
et  (c,  ii-i),  Ui  el  Ut  désignant  les  deux  déterminations  de  a  cor- 
respondant à  une  \aleur  d(î  ;;  nous  aurons 


.'. «            J. 

H 

d'où 

div'          dw"          P-^HiQ           P^?/,Q 

dz  '^   dz   ~         ^          '          K        ~ 

9.P 

et.  par  suite. 

r^- 


L'intégrale  w  étant  de  première  espèce,  toutes  ses  détermina- 
lions  (v'  et  (v"  doivent  rester  finies,  donc  aussi  la  somme  w  -\-  kv" . 
Or,  si  P  n'est  pas  identiquement  nul,  ou  bien  la  fonction  ration- 
nelle ï3  dépend  effectivement  de  :?,  el  alors  elle  devient  infinie  en 
un  ou  plusieurs  points  où  l'intégrale  qui  donne  w' -\- w"  devient 
également  infinie,   on   bien  tt  est  une  constante  C  différente  de 

zéro,  et  alors  l'intégrale  qui  donne  (v' -h  (v" ,  étant  égale  à 
rj.C(:î  —  ::o)j  devient  infinie  à  l'infini.  Pour  que  (v' H- «"  reste 
finie,  il  faut  donc  que  P  soit  nul  identiquement.  L'intégrale  w  ne 
|)eut  élre  que  de  la  ("orme 


r^> 


qui  peut  aussi  s'écrire,  évidemment,  en  appelant  S  le  polynôme 


/ 


1^^^ 


(-,  .  (Il  VI'lTItlC     I  I. 

Il  irsic  ;'i  \nir  ce  (jiic  il(ii\ciil  rire  les  [.oImiÙiiics  S  cl  1»,  siip- 
|)(.s,'s  (j,'i);irr;is>('s  de  leurs  r;i(lciiis  (•oiniiiiiiis.  pour  (|uc  iv  soil  |);ii'- 
lunl   linir. 

lonl  iI.iIkikI  I»  <loll  sr  rrdiiirc  à  une  considnir.  Va\  cll'cl,  m  I» 
ii(ln)cll.iil  uni'  riiciric  <i .  tlIslIiK^lc  «l'un  poliil  de  r.iniificiil Ion  , 
d'ordre  /. .  (ui  ioiiiiil,  iui  xoisinn-e  de  c      :  a, 

S  ao  ,  «I  , 


iiW        iz  —  a)'^       [z  —  af-^ 

!">'/:■_  1^0 ^ 

./     //!{        ~  (/,-  — i)(^  — a/'-'        (/.--'^-K^  — a)/'-2   '  •••' 

-+-fl/,-,  log(;;  —  a) -h..., 

expression    inliiiie    pour    c  =  ^.    Si    II    admettait    comme    racine 
d'ordre/,   un  point  de  ramification  C/,  on  aurait,  dans  le  voisinaj^e, 

S     _  «0  «1  _^ 

(^  — e,:)     2       yz  —  ei)      ^ 
S  >/z  no 


l 

Î/.-1 

«/■ 

' 

,   -1- 

(- 

-e/)2 

(-  —   6/ 

)- 

«1 

2rt/,_i 

(^-i)(.-«?,)'"ï       (/:_!)(- _-g,)^--2  {z-e,-y^ 

-  2f7/,(v  —  Ci)-     -     .  .  ., 


expression  infinie  pour  ;;  =:  c/. 

Le  poljnomc  ]\  ne  devant  admettre  aucune  racine  est  une 
constante ,  et  rexpression  de  l'inlégrale  de  première  espèce 
devient 


J 


-dz. 


loiite  intégrale  de  cette  fonne  est  finie  en  tous  les  points  à  rlis- 
tancc  finie,  car,  dans  le  voisinage  du  point  a,  on  a 

S  «0  i  ^ 

-  = ,  -^ay{z  —  eiy  -^  a,{z  —  eiY  +•••, 


rsdz     ^         ,  ±     .i  s 

J  -^  =  G^  ■2ao{z  —  ay  -^  _rt,(-_e.)2  ^.,,^ 

expression  finie  jionr  :;  ::=  a. 

11  reste  à  exprimer  que  «v  reste  finie  pour  z  infini.  Appelons  s 
le  degré  du  polynôme  S.  Pour  z  infiniment  grand,  l'élément  dif- 


I  \ti:g  it  \  i.i;s    m  iM.iii:i.i.i  l'irgi  Ks.  (Vi 

(V-rtMitiel  "    «-l.  l'ii  r.    (!<■    rnidtc  \  ;  nom-   (iiic   rinb'ur.ilf  soit 

Il  >     '  ' 

liiiie,  il  faut  cl  il  siillil  (iiic  ccl  (ndif  soil  iiirL'iiciir  ;'i      -  i  .  (1(111 


L(iis(|iic  //  (••>l  pair,  n  :  :  o.p    i-  •>,  on  a 

^'[,  SI  /i  ol   iiii|):iii'.  //  =:^  Q-p    '-  1  , 

I 

.V       \p  y 

Dans  les  deux  cas,  la  plus  ^raiule  valeur  (ic  .î  est/;  — ^  i  ;  on  |)(»iiiia 
donc  pi(Mi(lic  pour  S  le  p()lyn(jmc 

S  =  ).,  -^  À,  z-^lsz'-      ...    -  /./,  z/>-  ' , 

a\cc/)  coefncienls  arbitraires  a,,  a^,,  ....  a^,,  et  rinlégrale  w  ainsi 
ohlcnnc  est  rint(!'grale  la  plus  gcjiiéralc  de  première  espèce.  En 
posant 

«^A-  =  /  dz,         A-  =  I ,  v>..  .  . . ,  /?, 

rintégralc  iv  la  pins  géiu'rale  de  première  espèce  pourra  s'écrire 
w  =  À)  iVi  -,-  À2(i'2  —  .  .  .  -  IpiV/,  --  con«t.; 

elle  est  donc  une  fonction  linéaire  à  coeflieients  constants  de /> 
intégrales  sj)éciales  de  première  espèce  (v,,  (ï'o,  . . . ,  iVp.  Ces  inté- 
grales (v,,  (\o,  ...,  iVp  sont  linéairement  indépendantes;  il  est 
impossible  de  trouver  des  coeffieients  constants  C|,  Co.  •■•,  C^, 
tels  que  l'on  ait 

Cl  tvi  -i-  Go  «^.2  -i-  ...  -t-  Cf,  iVp  =  const.  ; 
en  effet,  la  difTérentialion  donnerait  la  relation 

G,  ^  C,^  -:-  C,z'--~  ...-^  Cpzr^i  =  o, 

qui  ne  peut  être  satisfaite  identiquement  que  si  les  constantes 
C, ,  C,,  . . .  ,  Cp  sont  nulles. 


C',  cnvpiTRi:   II. 

/:'//  rrsiimr,  A'  nombre  d' inir ivraies  de  première  espèce  U- 
nêaircDH'nt  iiidèpeiuhinles  est  é<j;al  au  genre. 

Toulc  iiilcj;iiilc  de  |)rcmiti'c  espèce  est  une  fonction  linéaire  à 
cocflicienls  conslanls  de  ces/?  intégrales  particulières. 

Xy.  \  iiici  niainlenanl  conHiienl  on  ohtient  les  intégrales 
de  troisii-mc  espèce.  Proposons-nous  de  former  une  intégrale 
possédant  les  propriétés  suivantes  :  elle  est  partout  finie  sur  la 
surface  de  llieniann,  excepté  en  deux  points  analytiques  donnés, 
(a',  b')  et  {a,  b);  dans  un  certain  domaine  du  premier,  elle  est  de 

la  forme 

log  {z  —  a')  -\-  o^(  z,u), 

et,  dans  un  certain  domaine  du  second,  de  la  forme 

-  ]og(z  —  a)-i-o(z,u), 

o,  et  C2  désignant  des  fonctions  régulières  respectivement  aux 
points  («',  b')  et  {a,  b).  Conformément  à  la  convention  que  nous 

avons  faite  pour  les  points   singuliers  logarithmiques  (p.  6,i),  il 

1 
faudra  dans  ces  deux  expressions  remplacer  (z  —  a)  par  (z  —  e,)^ 

I 
ou  -^^  ou  (  -  j   ,  suivant  que  le  point  («,  b)  coïncide  avec  un  point 

de  ramification,  un  point  ordinaire  à  Tinfini,  un  point  de  rami- 
fication à  l'infini;  de  même  pour  (::  —  a')  à  l'égard  du  point 
{a',  b'). 

Supposons  d'abord  ces  deux  points  (a',  b')  et  («,  b)  à  distance 
finie,  l'intégrale 

remplit  les  conditions  de  l'énoncé. 

Prenons  d'abord  pour  (a',  U)  {a,  b)  des  points  analytiques  dis- 
tincts des  points  de  ramification.  L'élément  différentiel  devient,  à 
distance  finie,  infini  aux  points  de  ramification,  car  en  ces  points  u 
s'annule;  mais  en  un  de  ces  points  e^  l'élément  différentiel  devient 

infini  comme p  et  l'intégrale  est  régulière  en   ce    point. 

L'élément  différentiel  devient  encore  infini  à  distance  finie  aux 


I.NTKOnVLK.S     II  VPi:ai;LL[PTIOLES.  65 

«Icux  points  {a' ,  b')    et  («,  ^),   chacun   de   ces    infinis    étant  du 
|)icniicr  ordre  avec  les  résidus  respectifs  -f-  i  et  —  i .  En  circt,  lu 

iVuclion 

I     t(  -f-  h' 
iu  z  —  a' 

reste  finie  au  point  [a',  —  b')  dans  le  domaine  duquel  elle  est  ré- 
gulière, et  devient  infinie  du  premier  ordre  avec  un  résidu  égal  à 
1  au  point  («',  b').  De  même  la  fraction 


est  finie  au  point  i^a,  —  b)  et  devient   infinie  du  premier  ordre 
au  point  («,  ^),  avec  le  résidu  —  i . 

L'intégrale  a  donc  bien  dans  le  domaine  des  deux  points 
(  «',  6'),  («,  b)  la  forme  requise.  En  outre,  elle  est  régulière  à  l'in- 
fini, car  on  peut  l'écrire 

f-  (^-.  -  ~'~U  +  f^  {-'--.  -  -^-)  u=, 

J    'î  \z  —  a         z  —  (( J  J   2u  \z  —  a         z  —  a / 

et  les  deux   intégrales  séparées  sont  manifestement  finies  pour 
z- =  y^  :  dans  la  première,  l'élément  différentiel  est,  pour  z  infini, 

infiniment  petit  de  l'ordre  de  (  -  j  ,  et,  dans  la  seconde,  il  est  infi- 
niment petit  de  l'ordre  de  (-) 

Cette  intégrale  ttî  remplit  donc  toutes  les  conditions  demandées. 
Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  les  deux  points  (a',  b'),  («,  b)  sont 
superposés,  a'  =  a,  b'  =  —  b,  et  l'intégrale  prend  la  forme 


■X 


..  ,  z  —  a    u 


La  même  intégrale  nr  continue  à  remplir  les  conditions  deman- 
dées quand  l'un  des  points  («',  b'),  (rt,  b)  vient  coïncider  avec  un 
point  de  ramification.  Supposons,  par  exemple,  a'  =  e/,  6'  =  o, 
on  a 


"'"      J   -2  11  \z  — a       z  —  aj 


cette  intégrale  se  comporte  aux  points  de  ramification  autres  que 
A.  ET  G.  5 


Cd  ciiA  iMrni:   1 1. 

<-„  au  pninl  {(t,  h)  cl  ;iii\  poiiils  ii  riiifini,  comme  rinlégrale  cUi- 
(lit'-c  iircccdcmmcnl.  Dans  le  domaine  du  poiul  ci,  on  a  immédia- 
Iciiiciil  en  ccil\.iiit 

r\  rcmar(Hi.iiit  que  hi  seconde  intégrale  est  régulière  au  poini,  e,-, 

i 
^',;  I,  =  l<>g(^  —  Ci)'-  -i-  fonction  régulière   en  c/, 

expression  qui  est  bien  de  la  forme  demandée. 

Si  le  second  point  {a,  b)  coïncide  avec  un  autre  point  de  raini- 
[icalion  c/,  on  a  6  =^  o  et  Tintégrale  devient 

pouvant  s'écrire,  sous  forme  finie, 

1  1 

<'■  =  log(^  —  eiY  —  log(x;  —  fy)-  -\-  consl., 

où  les  conditions  requises  sont  évidemment  remplies. 

30.  Quand  l'un  des  points  («',  Z>'),  (r/,  b)  s'éloigne  indéfini- 
ment, l'intégrale  formée  précédemment  devient  infinie  si  n  >>  o.. 
On  i.i  remplace  alors  par  l'une  des  intégrales  suivantes  conve- 
nant à  toutes  les  valeurs  de  n. 

Soit  d'abord  n  pair,  n  =  ip  +  2.  Prenons  le  point  [a,  b)  au 
point  X,  de  l'un  des  feuillets  caractérisé  par 

lim  -^  =  v/A 
pour  ;  =  X.  L'intégrale 

'  J    -iuXz  —  a  I 

remplit  encore  les  conditions  demandées  relativement  aux  deux 
points  {a',b')  et  ce,.  En  effet,  aux  points  de  ramification  et  au 
point  (a',b'),  elle  se  comporte  comme  nous  venons  de  le  voir. 
Pour  étudier  cette  intégrale  à  l'infini,  écrivons-la 

J    -iXz  —  (i  u      /  J    lui  z  —  a  ) 
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Maintenant  la  socontle   inlé},M'alo  est   rc-^iilièrc   aux   deux    points 
(iDij^iiés  indéliniinenl  x,  cl  30o.  Quant  à  la  première,  on  a  dans  le 

•  lonialiir  du   |m)1iiI  >: , 

I        _   I        a'        a'* 
z  —  a'  ~^  z        z^        z^       '  '  ' 

/>^/:  =  i  +  h  ^  h  _. 

U  Z  Z-  z'"' 

toi'     =  —  lojî  -  —  fonction  n'ijiilière  en  >:|  ; 
dans  le  domaine  du  point  Xj,  on  a.  au  contraire, 

u        ~        z         z-         -' 

le  terme  en  -  disparait  dans  la  combinaison 

1  \/ÂzP 

z  —  a'  u      ' 

et  rintégrale  est  régulière  au  point  Xo. 

Lorsque,  n  étant  pair,  les  points  («',  b')  et  («,  6)  sont  à  l'indu i 
dans  des  feuillets  différents,  (a,  b')  au  point  Xo  pour  lequel 

lim  "-  =-/Â 
et  (a,  b)  au  point  x,   pour  lecpici 

lim  -  ,  =r  -h  i/A, 
on  a  une  intégrale  remplissant   toutes  les  conditions  en  prenant 

J  « 


^^"'d=. 


En  effet,  cette  intégrale  est  finie  à  distance  finie;  dans  le  do- 
maine du  point  X|,  on  a 

^^"  _  '  ^  ?i  _^  ?'-  . 


f)8  C  H  A  1*  I T  R  E    I  I  . 

d'où 

7n*;  =  —  log  — h  fonction  régulière. 

Dans  le  domaine  du  point  cc^,  on  a  de  même 


II 


loff  — h  fonction  régulière. 


Par  exemple,   si  p  =  o,  l'inlégrale  élémentaire   i  j         "      est 

une  intégrale  de  troisième  espèce,  attachée  à  la  relation  i('-=zi  — z-, 
avec  deux  points  singuliers  logarithmiques  à  l'infini. 

Enfin,  supposons  n  impair  et  (a,  h)  placé  au  point  de  ramifica- 
tion infiniment  éloigné,  l'intégrale 


J    '2  II  z   —  a' 


dz 


remplit  encore  les  conditions  requises.  Elle  se  comporte  à  dis- 
tance finie  comme  l'intégrale  primitive  t^^^'/"  à  l'égard  du  point 
(a',  b').  Ecrivons-la 

77t2  •'    =    /    — Txd^^      I    ; —r, 

J    -îiz  —  a  )  J    ■iii{z  —  a  ) 

nous  vojons  que  la  seconde  intégrale  est  régulière  à  l'infini  et 
que  dans  la  première  on  peut  faire,  pour  ;  très  grand. 


liz  —  a') 


Tn%'''''  =  —  log  (  -  \    -T-  fonction  régulière. 

37.  Nous  avons  ainsi  formé  une  intégrale  de  troisième  espèce 
pour  toutes  les  positions  possibles  des  points  singuliers  logarith- 
miques; l'intégrale  de  troisième  espèce,  la  plus  générale,  corres- 
pondant à  une  position  déterminée  des  points  singuliers  logarith- 
miques, est  égale  à  l'intégrale  que  nous  avons  formée,  augmentée 
d'une  intégrale  de  première  espèce 
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avec />  coefficients  arbitraires  A,i  ^>2,  •••?  ^-p-  En  efFel,  si  deux 
intégrales  de  troisième  espèce  ont  les  mêmes  points  singuliers 
logarithmiques  [a\  b')  et  («,  ^),  avec  les  résidus  respectifs  H-  i 
et  —  I,  leur  difl'érence  est  partout  finie;  cette  différence  ne  pour- 
rait devenir  infinie  qu'en  un  des  points  («',  b')^  (a,  b)  :  dans  le 
domaine  du  point  (a,  b),  les  deux  intégrales  sont  de  la  forme 

—  log(G  —  a)  -+-  fonction  régulière  au  point  (a,  b}\ 

leur  différence  est  donc  évidemment  régulière  au  point  (</,  b).  De 
même  au  point  («',  b').  Cette  différence  étanlrégulière  partout  est 
une  intégrale  de  première  espèce. 

38.  On  peut  former  une  intégrale  unique  de  troisième  espèce 
qui  conserve  un  sens,  quelle  que  soit  la  position  des  points 
(rt'j  b')  et  (rt,  b),  à  dislance  finie  ou  infinie.  Pour  cela,  désignons 
par),  une  constante  arbitraire  essentiellement  différente  de  a  et 
de  rt',  puis  posons 


^(=o,.,o)  ^"  (  ^  — «    '       la  —  l       {a  —  \y-        (a  —  ly^'"-         (a-l)P  j\"-- 

Cette  expression,  dans  le  cas  où  (a',  b')  et  (a,  b)  sont  à  distance 
finie,  ne  diffère  de  l'intégrale 

J{z„u,)  2«  V-  — «         z  —  aj 

que  par  une  somme  d'intégrales  de  première  espèce,  car  tous  les 
termes,  tels  que 


/ 


dz 


sont  des  intégrales  de  première  espèce.  L'intégrale  W  se  réduit 
d'ailleurs  à  nT";;f,  si  Ton  fait  X  infini,  ce  qui  est  permis  quand 
{a  ,  b')  et  (a,  b)  sont  à  distance  finie,  car  \  est  assujetti  à  la  seule 
condition  d'être  différent  de  a  et  de  a'.  Mais  cette  intégrale  W 
possède  cet  avantage  de  conserver  encore  un  sens  quand  l'un  ou 
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raiilro  des  points  singuliers  {a\  h'),  {o,b)  ou  tous  deux  s'éloi- 
gnent à  rinjîni. 

Pour  le  montrer,  écrivons  cette  intégrale  sous  la  forme  plus 
simple  suivante,  où  nous  remplaçons  les  progressions  géomé- 
Iricpies 

■y  ~  ("^'  —  X  y-  "^  •  •  •  "^    (^a'  —  \)i'   '  a  —  \        (a  —  l)-       '    '  ~^    {a  — 1)1' 

par  leurs  sommes 

\a  —  A/  \rt  —  A/ 


<f  (^-^  u)=     A     ^"     — ^^^-  K--= 

puis  faisons  croître  «  indéfiniment,  en  considérant  successivement 
les  deux  cas  n  pair,  n  impair. 

Si  //  ^  ip  -h  2,  faisons  coïncider  («,/>)  avec  le  point  x,  carac- 
térisé par  ce  fait  que 

lim  -^  =  -^  v/X 

pour  a  ^^'-c.  Le  second  terme  de  Télémenl  différentiel 


«-K^y' 


a    '    a(a  —  'k)P 
ou  ■ 


l)P 


tend    vers    ^/A( ;—).)/' et  l'on 


^„„,„„,    lul         z-a  J 

expression  qui  ne  diffère  de  m^f  que  par  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce. 

Si  le  point  (a',b')  s'éloigne  à  l'infini  dans  l'autre  feuillet,  de 
façon  à  coïncider  avec  le  point  cco,  on  a 

lim     ,  _    =  —  \/\ 
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el  un  calcul  analogue  au  précédent  donne 


expression  qui  ne   difTère  de  t^Z;  que  par  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce  et  qui  se  réduit  à  rrsZ\  pour  /.  =  o. 

Enfin  ,  supposons  n  impair  et  égal  à  2/>-!-i ,  et  imaginons  que  le 
point  {a,  ù)  coïncide  avec  le  point  de  ramification  x.  Alors  le  rap- 
port   :  tend  vers  zéro,  la  quantité 

z  ^  a 
tend  vers  zéro,  et  l'on  a 


expression  qui  ne  diffère  de  rn^'-'^'  que  par  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce  et  qui  tend  vers  ro!^'''  quand  on  prend  ).  infiniment 
grand. 

L'intégrale  la  plus  générale  de  troisième   espèce  admettant   les 
points  singuliers  («,  b)  et  (a',  h')  est  encore 

^I'«;/f  —  ^'n  ^vi  ^  Xo  w,  -^  .  ..  ^\p  (Vp. 

39.  Voici  quelques  propriétés  des  intégrales  précédentes.  On  a 

d'après  l'expression  même  de  m  et  ^',  car  la  permutation  de  («',  b') 
et  (a,  b)  change  le  signe  de  l'élément  différentiel.  En  particulier, 
si  [a,b')  =  (a,b),  les  intégrales  cr  et  W  sont  identiquement 
nulles. 

Soient   i(f   et  Ui  les  deux  déterminations  de  u  correspondant  à 
une  même  valeur  de  ;.  Les  sommes 
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onl  rcsjicclivcmcnl  pour  dérivées 

1       (V\-\-l>'  Uy-{-b\  I        /U-2-\-b'  //2  +  /^\ 

'2 M,  \  z  —  a'         z  —  a  )        -iu^yz  —  a'         z  —  a  / 

■2  «2  L  Z  —  a'  z  —  a  J 

ou,  en  réduisant  cl  tenant  compte  de  la  relation  //,  4-  w,  =  o, 


donc,  en  intégrant,  on  a  pour  les  deux  sommes  une  expression  de 
la  forme 


a  z,-,  —  a 


iO.  11  nous  reste  à  étudier  les  intégrales  de  deuxième  es- 
pèce. Nous  avons  nommé  ainsi  une  intégrale  abélienne,  finie  en 
tous  les  points  de  la  surface  de  Riemann,  excepté  en  un  point 
qui  est  un  pôle  de  l'intégrale. 

i"  Le  pôle  est  un  point  ordinaire.  Soit  d'abord  (ç,-ri)  un  point 
analytique  situé  à  distance  finie  et  distinct  des  points  de  rami- 
fication 

r;-  =  \a-  e,){'-^-  c.)  .  .  .  iX-  e„), 

,  dr^  ,  -,  ,     du  y. 

et  -jf  la  valeur  de  -j^  pour  c  =  ç,  ?/  =  r,, 


dr 


d\        2\^  — 6^1        ^  — Ca       ■■■       \  —  en 
L'intécrrale 


u^r^-^{z  —  %)  -p; 

Ç(--,^^;i,■0=-    1 ^^^dz 

iu{z  —  \Y 


r 

est   l'intégrale   élémentaire    de    deuxième    espèce,    avec    le   pôle 
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siin|)lc  (;,  T,  ),  la  parlie  jirincipalc  de  linlégralc  relative  à  ce  pôle 

étant 

I 

Dans  cette  intégrale,  le  numérateur  est  «+  P,,  P,  désignant  le 
polynôme  du  premier  degré  en  z 

obtenu  en  jtrenant  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  (i  en  série  par  la  formule  de  Tajlor  dans  le  domaine  du 
point  (;,  r,  ). 

L'intégrale  ainsi  formée  est  finie  à  Tinfini,  car,  pour  ^infini- 
ment grand,  rélémcnt  difî'érenliel  est,  en  -,  infiniment  petit  d'un 

ordre  supérieur  à  i.  A  distance  finie,  rélémenl  difTérentiel  devient 
infini  aux  points  de  ramification,  mais  l'intégrale  reste  finie. 
Enfin  le  dénominateur  de  l'élément  différentiel  s'annule  pour  la 
valeur  r;  =  q  à  laquelle  répondent  deux  valeurs  de  u,  zh  'i\,  diffé- 
rentes de  zéro.  Au  point  (ç,  —  v,)  l'élément  différentiel  est  régu- 
lier, car  dans  le  domaine  de  ce  point  on  a,  par  la  formule  de 
Tajlor, 

„  =  _,_(._5,*;_<^^ii'^_.... 

d^  1.2        c?^- 

Le  numérateur  u  +  P,  contient  donc  {z  —  ;)-  en  facteur,  et 
l'élément  différentiel  est  fini  au  point  (Ç, — ■^^).  Mais  dans  le  do- 
maine du  point  (^,  •^)  on  a,  par  la  formule  de  Tajlor, 

I  .-i        de,' 

Écrivons  l'élément  différentiel  comme  il  suit 

«H-P,  /  «—  P,\  I  I  u—  Pi 


dz: 


iu{z-'-f-  V  2a     )  iz-\f  (z-l)^        iu{z-\Y' 

l'intégrale  devient  dans  le  domaine  du  point  (i,'/^i),  G  étant  une 
constante  d'intégration, 


k"o)^"^^-^^' 
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comme  a  —  P,  conlicnl  {z  —  l)-  en  l'aclcur,  l'élément 
»  — Pi 

est  une  fonclion  régulitrcau  point  (ç,  ■^^)■,  et  l'on  a,  clans  le  domaine 
de  ce  point, 

"CXz.u;  ^,r,)  =  -^ j  -+-  fonclion  régulière. 

(/est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

On  formera  de  même  une  intégrale  ^^''''  (:;,  u  ;  ç,  t^)  finie  partout, 
i'xcepté  au  point  (i,"^)î  qu'elle  admet  pour  pôle  d'ordre  (v  -h  i), 
la  partie  principale  relative  à  ce  pôle  étant 

Pour  cela,  désignons  par  Pv+i  le  polynôme  de  degré  (v  -h  i)  en  :: 
obtenu  en  prenant  les  v  +  2  premiers  termes  du  développement 
de  u  dans  le  domaine  du  point  (i,  v)),   suivant  les  puissances  de 


^^'"       "='    ^/^      "  1.2  f/«2       '     ■■■     '       ,.2...(v  +  l)     f/^V+l 


L'intégrale 


est  l'intégrale  demandée.  En  effet,  elle  est  finie  aux  points  à 
I  infini  et  aux  points  de  ramification  ;  elle  est  finie  au  point 
(ç, — T,),  car  dans  le  domaine  de  ce  point  on  a,  parla  formule 
de  Tajlor, 

de  sorte  que  l'élément  différentiel  est  une  fonction  régulière  au 
point  (ç.  —  Y,).  Enfin,  pour  étudier  l'intégrale  dans  le  domaine 
du  point  (ç,r,),  on  écrit  comme  précédemment 


f        __^3Z^±L^  dz. 
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Puisque,  dans  le  domaine  du  polnl  (q,  r,),  a  esl  dévcloppable  |)ar 
la  série  de  Taylor,  sous  la  forme 

(-_^)V^2        rfV+2^ 

a  =  Pv+i  H ^ T> — r  -^  ■•  ■  ■, 

i.2...(v-i-2)  d-;'^'- 

le  numérateur  de  la  deuxième  intégrale 

Il  -  I\^i 

contient  (:;  —  ç)^"*"-   en  facteur,   et   celte  intégrale  est  régulière 
au  point  (^,  r,)  :  on  a  dono  bien,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

C*'''  ('  -3,  u  ;  c,  r  )  =  z ,  -\-  fonction  régulière. 

L'intégrale  XS^'^  {z,u\'i^  —  T|)  est  de  même 


11  convient  de  remarquer  la  formule 


-'-"'         dz  _  __r ^_ 


<•'->.{ 


On  a  une  formule  analogue  quand  on  calcule  la  somme  des 
valeurs 

que   prend  une  même  intégrale  de  deuxième  espèce  aux  deux 
points  superposés  [z■^u^)  et  [z,  u-j)- 

En  eflfet,  il  vient,  en  tenant  compte  de  la  relation  ?/,  +  u-,  =  o, 

d?)  fv-i-i) 


dz  iz~l)^ 

I 


41 .  Voyons  comment  il  faut  modifier  les  formules  précédentes 
quand  le  pôle  est  un  point  de  ramification  à  distance  finie. 
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Soil  r,  nn  point   de  riiiniliciilioii  à  dislaiicc  finie:  on  peut  écrire 


«  =  (■:;  —  i',)'^  Ui 


II,  =--  /a  /(-  — t'i  )...(-  — t"/-i)  (  z  —  Ci+i)..  .(z  —  e„)  ; 

//;  esl  une  fonclion  rôi;ulièrc  de  ::  dans  le  domaine  du  point  (\,  et 
Ion  a,  dans  ce  domaine, 

II,  =  E;,''  -^(z-a)  E'/'  -^  . . .  -u.  (  5  -  ay  Et''  +  . . . . 

Ei'\  ..  .,  E;,"  désifi^nant  des  eonstantes. 

Lorsque,  dans  l'intégrale  t{:-,ii;  ^,r^),  le  point  (^,t,)  devient 
un  point  critique  (t',>  o),  cette  intégrale  devient  infinie.  Nous  la 
remplacerons  par  la  suivante  : 

r^^'"^      E'.''  dz 


intégrale  finie  partout,  excepté  au  point  e,. 
Dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 

u  =  {z  —  e,yui, 
rt  Ton  peut  écrire  l'élément  diflérentiel 


9Ali(z  —  a)  - 
ou,  en  ajoutant  et  retranchant  Ui  au  numérateur 

■î{z~eiY        lUiiz—eiY 
d  où  enfin,  dans  le  domaine  de  e/, 

.(3," 


Comme,  dans  ce  domaine,  ;//—  E'J'  contient  ;  —  (',  en  facteur, 
d'après  le  développement  écrit  pour  ?//,  cette  dernière  intégrale  est 
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it'-^'ulirn.'  iiti  point  c,,  vl  Vnu  ;i,  diins  le  (Idiiiuiiic  con>i(lér('', 

I  ,..,.. 

v,(j,  h;  ei)  —  j  -4-  fonction  if;,'ulicrc. 

i)n   a  donc  ain>>i  une  iiilt':;riilr  t'I/niciilairc  de  di-uxiriiir'  csp«''Cf 
finie    partout,    cxcept»'    an    j)oint   <•/   (inCllr    admet    ((jhiiik;   pùlc 

d'ordre    i,  avec  la  partie  principale ' j^  • 

<  -  -  tuy 

l^our  obtenir  une  intégrale  cpii  devient    infinie  au  seul  point  r*, 
qu'elle  admet    comme  pôle  d'ordre    >    a\ec   la   partie   principale 

—  ,  on  prend  >iiiiplenient 

r,iZ, II)  f_ 

--^'         ^i..,iio^^-''y' 

Apj)elons  d'une  manière  générale 

une   intégrale  devenant  infinie  au   seul   point  Ct,  avec  la  partie 
principale 


Si  V  est  impair,  v  =  ■>>  ;J.  —  i ,  il  suffit  de  prendre 


I  /•-"■'  dz 

Si  V  est  pair 


C!'-IA-»'(::,  «;e/)=  - 


V  =  2(X, 

on  prend 


,(:,(/)  p(f) 


u{z  —  ei)y 


P|i'  désignant  le  polynôme  en  ^  —  ei  de  degré  ;j.,  obtenu  en  pre- 
nant les  {[■>■+  i)  premiers  termes  du  développement  de  Ui,  sui- 
vant les  puissances  de  :;  —  e,, 

P|/'  =  E/'  +  (  ::  -  e,)  E/)  - .  . .  4-  (^  -  e,)^  E^'. 
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1^'iulcgrale  ainsi  formée  est  finie  ])artout,  excepté  au  point  ^,. 

Dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 

i 
u  ^{z  —  eiY'ui, 

et  Ton  peut  écrire  l'élément  diflercntiel,  en  ajoutant  et  retranchant 
///  au  numérateur, 

■x\J.  -^  I  «/  — (w/— P|j[')  _  _  a[.t-t-  I  '  (2[i.+  i){ui~  P|/') 


.V'+i 


Cîommc,   dans  le   domaine  du  point  a,  la  différence  Ui — Pjjî* 
contient    {z  —  c/)^'"'''    en    facteur,    le   dernier   terme  devient   au 

point  Ci  infini  de  Tordre  de f  ?  et  son  intégrale  reste  finie. 

{z-e^f 

On  a  donc  en  intégrant,  dans  le  domaine  du  point  ei, 

^^2|J.)  ( -,  u\  Ci)  = âirri"^  fonction  régulière. 

Si  Ton  calcule  actuellement  la  somme 

aux   deux  points  superposés  (r,  «))  et  (z,  u^),  on  a  évidemment, 
(piand  V  est  impair, 

V  =  a  ^a  —  I ,         Saa-i  =  — ^^ — r^  +  const., 


cl,  quand  v  est  pair 


rfS2M  =  o,         S. ,11.  =  const. 


4!2.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  le  pôle  à  distance 
finie  :  qu'arrive-t-il  si  le  pôle  est  à  V infini? 

SI  n  est  pair,  et  égal  à  2/?  +  2,  il  y  a  deux  points  à  l'infini  oc, 
et  3Co,  qui  se  distinguent  analjliquement  en  ce  que,  au  pointa;,,  le 

rapport -;j^  tend  vers  une  limite  y/A  et  au    point   cco   vers    la  li- 
mite —  y/A. 

Formons,  par  exemple,  l'intégrale  de  deuxième  espèce  finie  par- 
tout excepté  au  point  ce,  qu'elle  admet  comme  pôle  avec  la  partie 
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principale  ^''■'■'  ;  on  obtient  l'inlégrale  élénicnlairc  clcvenanl  infi- 
nie au  seul  point  a;, ,  avec  la  partie  principale  ;;,  en  faisant  v  =  o. 
Dans  le  doinainc  du  point  x,,  on  a 


U  =  j/'  +  'i 


V,    ,    A, 


z- 


la  fonction  r  étant  régulière  au  pointx,.  Dansie  domaine  du  point 
x.,  on  a  de  même 


Appelons   Qv+i   le  i>oljnome  en  -  de  degré   v  +  i    obtenu   en 

prenant  les  v -f- 2  premiers  termes  du  développement  ci-dessus 
(le  f, 

r\  /T  ,    ^1    ,    '^2    ,         ,  Av+i 

Qv+i  =  y/A  -^  Y  ^  '^  ^-  ■■^-'wr' 

L'intégrale  demandée  est 

C'''(^,  «;cci)=^v-f-l)   / ^^^^dz, 

oh  le  terme  -'"'"''"^'Qv+i  est  un  poljnôme  en  :;  de  degré  (v  -\-  p  +  i  ). 
Cette  intégrale  est  finie  en  tous  les  points  à  distance  finie.  Au 
point  cco  elle  est  encore  régulière.  En  effet,  dans  le  domaine  de 
ce  point,  on  a 

u  =  —  3/'+i  (^  ; 

l'élément  différentiel  est  donc 


Mais  le   développement  de  r  —  Qv+i  commence  par  le   terme 
en  ^;;^;  l'élément  différentiel   est  donc    au    point  coo  infiniment 

petit  comme  —  et  l'intégrale  est  régulière  en  ce  point. 
Dans  le  domaine  du  point  oo, ,  on  a 


u  =  zt'+^v 


Ho  ciiAPiTRr:    ii 

cl  rclrnionl  diircrcnlicl  dcvienl 

([iTon  jinil  écrire 


l.c  dcvcloppcmcnl  de  v  —  Qv+i  commençant  par  le  terme  en  ^^^j-^^, 

la  seconde  partie  de  celte  expression  esta  l'infini  de  l'ordre  de  — 

et  son  intégrale. est  régulière  au  point  co,.  On  a  donc,  dans  le  do- 
maine de  ce  point,  en  multipliant  par  (v  -i-  i)dz  et  intégrant, 

^('''(^,a;  xi)=  r-'^+i  +  fonction  régulière. 

En  particulier,  pourv  :=  o,  on  a  l'intégrale  élémentaire 

/•'-'•"' î<  4-^/^+1  Qi    , 
a^,u:ici)=  ^  dz 

qui  devient  infinie  au  seul  point  ce, ,  la  partie  principale  en  ce  point 
étant  z. 

L'intégrale  devenant  infinie  au  seul  point  cco,  avec  la  partie  prin- 
cipale z^''^^,  est 

f        ":i — r 1^^  dz . 

Donc 

On  trouve  de  même 

^(v)(;,M,  ;^i)-l-Ç^''(5,JA2;'^i)=  z-'-^^-i-  const. 

Si  II  est  impair  et  égal  à  2/>  +  i ,  le  point  oc  est  un  point  de 
ramification.  jNous  appellerons  encore 

une  intégrale  devenant  infinie  au  seul  point  ce  et  ayant  pour  partie 
principale  en  ce  point  :;  -   . 


I  N  ri:(;n  A  I.  i;s    ii  v  im:h  ki.i.i  i>t  lor  i: s.  8i 

(^)ii;iii(l    V  ol    iiiipiiii-  cl   v'^nl  ù  9.<j. —  I.  on  ;i  Imnr'dijilriiiciil  une 
iiil(''yr;ilc  l'cniplissant  t('>  coiuliliuiis  en  iiicii  mil 

Si  V  est  pair  et  égal  à  2ijl,  on  procrdc  coniine  il  suit.  On  ;i,  dans 

le  domaine  du  point  ce, 

1 

U  =  Z  -  (', 

où  r  est  dévcloppablc  en  une  série  de  la  forme 

Appelons  encore  (^jj.  le  poljnome  en  - 

cl  posons 

l^'-P {z,u;  X)  =  - ^—  /  ^—  -^  f/... 

Celte  intégrale  est   partout  finie,  excepté  au  point  x.  Dans   le 
domaine  de  ce  point,  on  peut  écrire 


et  l'élément  diflerentiel  devient 

Comme  le  développement  de    v  —  (^)|j.  suivant   les  puissances 
croissantes  de  -  commence  par  (  -  V      ,  le  développement  de 

Z       '■ 

V 
_3 

commence  par  le  terme  en  (  -  )    et  l'intégrale  de  la  seconde  prirtie 
est  régulière  au  point  ce.  On  a  donc,  dans  le  domaine  du  point  ce, 

2  ;->.  -t- 1 
'Ç-V-'^{z.u\-j:)—z     -      -^  fonction  régulière. 

A.  ET  G.  6 
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L'intégrale  clôincntairc  s'oblicnl  en  posant  [J.  —  o, 


<'xprcssion  (|iii,  dans  le  domaine  du  point  ce,  est  de  la  forme 
;;■-  -t-  fonclion  régulière. 

La  somme  Sv  des  valeurs  de  l'intégrale  J^'^'(;,  m  ;co)  aux  deux 
points  superposés  (;,  ;/,)  et  (:;,  ;/^)  est  2  :;!^  quand  v  ==  2  jj. —  1  et 
elle  est  nulle  quand  v  —  au. 

4.3.  Les  intégrales  de  deuxième  espèee  peuvent  être  déduites  de 
■celles  de  troisième  espèce  et  de  l'intégrale  élémentaire  de  deuxième 
espèce.  Considérons  l'intégrale  de  troisième  espèee,  dans  le  cas  oii 
les  deux  points  singuliers  logarithmiques  sont  à  distance  finie, 


Lorsque  les  deux  limites  (zQ,no)  el{z,  u)  sont  fixées,  ainsi  que  le 
«hemin  d'intégration,  l'intégrale  est  une  fonclion  des  deux  points 
analytiques  («',  h')  et  (a,  b).  Si  l'on  regarde  le  point  {a',b')  comme 
fixe,  elle  est  une  l'onction  du  point  («,/>),  régulière  pour  toutes  les 
positions  de  ce  point  à  d'islânce  unie  non  situées  s ui- le  chemin 
d^inlégralion^  car  l'élément  différentiel  est  une  fonction  de 
(«,6)  régulière  en  tous  les  points  à  distance  finie,  excepté  au 
point  rt  =  ;,  ^  =  u  qui  est  un  point  du  chemin  d'intégration. 

Soit  (^,  Y,)  un  point  ordinaire  de  la  surface  de  Riemann  ;  traçons 
le  chemin  d'intégration  de  façon  qu'il  ne  passe  pas  par  ce  point. 
Alors  la  fonction  ra"'vf  du  point  (a,  ^),  étant  régulière  au  point 
(ç,7,),  est,  dans  un  certain  domaine  ode  ce  point,  développable 
suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  {a  —  ç)  par  la  for- 
mule de  Taylor.  Ce  développement  a  la  forme  suivante 

t')        <•'■  =  <•;;'' +  («-;)C(-,«;^,r,)  +  ^^^^^^'(-, a;  ^,r.) 
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les  cocfficicnls  !:^(c,  //;;,  y.),  ...,  i!^' ')(-,;/;  ç,  y;)  étant  les  inlégralcs 
(le  deuxième  espèce  précédemment  formées.  C'est  ce  qu'il  est  fa- 

cilc  de  vérilior  en  calculaul  le  coefficient  de  — ^— dans  le  déve- 
loppement ci-dessus.  On  a 

m   '/'  =    /  — ,  dz—    I dz. 

Or,  dans  le  domaine  du  point  (^,  7j), 

''^'           '"'  d\  i.>.        d\^^---    i.a.-.v   f/iv  -^•••■ 

développement   obtenu  en   ajipliquant  à   />  la  formule  de  Tajlor. 
Dans  le  produit '■ — ,  le  coefficient  de  (a  —  ?)''+'  est  donc 

[dr,  I      d^-q  T  r^+i-/)"] 

Il  ->r-r\  'd\  \7>.  ~d^  ^  r  .  2 . . .  (v-h  i  )  17^^^ 

c'est-à-dire  (p.  'j4) 

Le  coefficient  de ^^ dans  le  développement  de  rry'''/'  est 

par  suite 

ce  qui  est  bien  î^^''^  (^,  «;  Ç,  '^i)- 

D'après  le  développement  (i),  les  intégrales  ^(z,u;  l,■r^), 
.Ç'(-,  w;  ç,r,),  ...  sont  les  dérivées  successives  de  nT|;.^''' par  rap- 
port au  paramètre  (^,  T)),  à  des  facteurs  numériques  près  : 

d'où  il  résulte  aussi 

^"'i^,u;^,r,)=-^^^^iz,u;lr,). 


rnAPiTRn 


Par  conséqucnl,  si  Von  donne  à  ç  un  accroissement  infinimenl 
|M"lil  //.  el  si  l'on  appelle/,  raccroisseinenl  correspondant  de  y,, 
on  a 

Snpposons  maintenant  que  dans  l'intégrale  m'^.f  le  point  {a,  b) 
soit  dans  le  domaine  d'un  point  de  ramification  a.  La  fonction 
ra«'i'  j  de  {a,b),  étant  régulière  au  point  e^,  est,  dans  le  domaine  de 
ce  j>oinl,  développable  par  la  formule 

C 3 )  ^'^if  =  rof •''■  —(a  —  eiY  liz.u:  Ci)  —  .  .  . 


'"-^^^   "    :^v'(..»:.,)^.. 


procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  {a  —  et)-.  Dans  ce 

V-l-l 

d(-veloppement,  le  coefficient  de     '^  ~  ^  —  ^^^  encore  l'intégrale 


i[)pelée  v''''(:;,  //:  e/). 
En  efTel,  dans  le  domaine  du  point  r\,  on  a 


(a  —  e/)' 


z  —  a       z  —  Ci — (a  — Ci)        z-  —  e,-        {z  —  e/ )-  t^-;  —  <?/)'"+' 

1 

b  ={a  —  e,y-  [E'J^  -^  E/J  (  a  —  a)  +  E'/'  (a  —  e/)^  — . . .]. 

Dans  le  ijroduil ou  — ; ,  calcu- 

^  ■>. a  z  —  a  }.  {z  —  a)         ut  {z  —  a) 

Ions  le  coefficient  de  - — ^—^ ,   en  remarquant  que  le  dévelop- 
pement de  ■ —  ne  contient  que  des  puissances  entières  de 

a  —  c,  et  celui  de seulement    des    puissances    frac- 

tionnalres.  D'après  cela,  si  v  est  impair  et  égal  à  2  a —  i ,  il  n'y  a 

(a e  -y^- 

qii  un  terme  en  — - — -L—  et  son  coefficient  est 


{z  —ei)V-^'' 


I  .Nri:(;iiAi.i:s   ii  ypi:ri:lli  i'TIQLES.  Si 

dans    le     clcvcloppcnicnl    de    l'inlcgrale    ra,',';/',    le    coeflicienl   de 

est  donc  —  -jl  / rr-r' c  cst-a-dircCt-H- '^(^, //,e,). 

"^  '  J^.  „|  l-  —  e/jH--*-!  ^  \   '    '    '^ 


lî^nsiiite,  siv  est  pair  et  égal  à  2  >j.,  le  eoeflicient  de 


2 IJ.  -n 
(a-e,-)' 


E<o''  E'/'  E|jÎ'' 


■2  [j.  -f-  I 


011,  d'après  Jes  notations  antérieures  (p.  -7), 

donc    enfin,    dans  le  développement  de    r^"ij!' ,    le    coefficient  de 


est ■   /          -— - 


Pf/' 


c'est-à-dire 


La  formule  (3),  différentiée  par  rapport  à  a,  donne 


2  (a  —  ei)-^ 

on  a  donc,  en  faisant  a=ei-i-h,   b  =: /c,  h  étant   suffisamment 
|)elit, 

(4)     Z(z,a;ei^h,k)=   -L  Ç(^,  „  ;  e,-) -u.  .  . -^  ^-1- ^(v)  (^,  j,;  e,)  +  .  . . , 
•A  Aï  ^ 

formule  à  rapprocher  de  (2). 

On  obtient  de  même  les  intégrales  C^''^(^,  u  ;  ce),  relatives  aux 
l^^ints  à  l'infini,  comme  coefficients  du  développement  de  la  fonc- 
lion 

J,3„,  „„) '^  "  V  -  —  «  z—aj 

du  point  (a,  b),  dans  le  domaine  du  point  ce. 

Si  n  est  pair  et  égal  à  2p  -+-  2,  la  fonction  m  de  (r/,  b)  est,  dans  le 


S(i  ClIAPITFUi:     II. 

(luinainc  d'iiii  (Irs  poiiils  à  rinfini,  oc,  par  exemple,  dévelopj)aljle 
(Il  iiiic  série  proet'danl  siii\aiilles  puissances  entières  décroissantes 

d(w/.daiislaniieIlelecoeflicientdc  -^-  est  l'intégrale  s  "'^'V;,  ?/ ;  x,). 

IJi  cllVi,  dans  le  domaine  du  pointcc, ,  on  a 


,   /    /-  ^^I  ^^2  \ 

Dans  l'expression 


—  a        a       a'-        a' 


a  -^-  h 


7.u{z  —  a)  ^.{z  —  a)        iu{z  —  a) 

le  développement  de est 

'  f  ■.^  a(z  —  a) 

^■^  [«VÂ+  -  «"-'  (v/Â  -^  ^)+  ^'ciP-^-  (v/Â  ^  -  j  +  ^)  •  •  •]  ' 
e'est-à-dire,  en  posant  comme  plus  haut 

^  , —        Al         A  9  Av 

Qv  =  /A  4-  --   +  TÎ  -^  •  ■  •    -^  — ;  ' 

lU  111  •  ■  •  ,^  ^^  ^  ^  ^^  ■  '  "  «V  2  « 

Dans  le  développement  de  l'intégrale  m"'/^'  nous  aurons  donc  un 
premier  groupe  de  termes 

..-/•g-v.-a.-r;^>f.+...-H./'-""Q'-</.-, 

.7    2«<  J     -i-ii  J  m 

contenant  les  puissances  positives  de  a  et  dont  les  coefficients 
sont  des  intégrales  de  première  espèce,  car  ^Q,  ,^-Q  2,  ••••,^P~^Qp-{ 
sont  des  polynômes  de  degrés  1,  2, . . .,  {p  —  i)  en  z;  puis  vient  le 
terme  indépendant  de  a 


<\\n  est  une  intégrale  de  troisième  espèce  avec   les  deux  points 
singuliers   logarithmiques  (a',  6')  et  x,  ;   puis    viennent  enfin  les 
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termes  conlcnanl   les  puissances  néj;ali\cs  de  a  dans  lesquels  l( 


coefficicnl  de  — r  t-sl 


c'esl-à-dirc  ^^''"'^(r,  ?/•,  oc,). 
On  a  donc  le  développement 

W) ,  Wo, . . .,  Wy,  désignant  des  intégrales  de  première  espèce.  En 
différentiant  cette  relation  par  rapport  à  a  et  remplaçant  «,  h 
|)ar  ^,  T,,  on  trouve 

r(-,  m;  ^  T, )  =  /?;P-i  Wi  ^  (  />  —  I  )  ï/^-2  w,  + . . .  —  \Y/, 

développement  valable  dans  le  domaine  du  point  x,. 
Dans  le  domaine  du  point  cco,  on  aura  de  même 


j^  ^z,  u;  y:.,)  —  L  y' (^-^  u;  'J=.2)— .  .  .  . 


Si  n  est  impair  et  égal  à  •>./)  +  i ,  l'intégrale 

u-\-  b'        u  -h  b' 


•^(3o,"oi  2"  V^  —  '^        z  —  a] 


considérée  comme  fonction  du  point  analytique  («,  b)  est,  dans 
le  domaine  du  point  co,  développable  en  une  série  de  puissances 


partir  du  terme  en  /  -  j    ,  des  intégrales  de  deuxième  espèce  qui 
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ont  pmir  |i(Mc  iiiii<|iic  riiiliiii.  l'ji  cHct,  (l;uis  le  domaine  du  point 
(t  -     x, 

,  I,  .  A_ 

~  ^u      —  a  "       -lia  —  z)       -Miiz  —  a ) 

j  __  ±  +  ^  _^       \ 


/  I        ^        ^-2  \    /'  +  :/  /-       A,       A,  \ 


•i.  a  \a       a-       a^ 

la  incniic  rc  |)aiiie  de  ce  développement  ne  contient  que  des 
puissances  entières  négatives  de  <7,  la  seconde  que  des  |)uissances 
fractionnaires  de  «,  d'ailleurs  positives  ou  négatives. 

Dans  la  première  partie,  le  coefficient  de est  v;'"'  ;  donc, 

dans  le  dcveloppenient  de  l'intésrale  TÂ5"'f,  .  le  coefficient  de 

est 


^(-o."o) 


->f/ô  =  z''—  z'^  =  ^(2v-i)(^,  u;yz) 


Quant  ail  développement  de  la  deuxième  partie,  on   peut  l'en- 
visager  comme  le  produit  de  (  -  j    par  le  développement  de 

-('-'-4----)«'-(v/Â-f--^+^-:-...), 
■>-u  \  a        a^  I  \^  a  a-  j 

qui  est  le  développement  rencontré  dans  le  cas  précédent.  Cette 
deuxième  partie  donne  donc  dans  le  développement  de  ro;f;^''  des 
termes  de  la  forme 

(  ^  )  '    I    ""  ^^''  "^  ""  ''~  '  ^^'2  -^  •  •  •   --   «  W/,  ^  T^'i'''' 

comme  on  le  vérifie  immédiatement  d'après  les  expressions  trou- 
vées plus  haut  pour  les  intégrales  ^-''^ (:;,«;  oc). 

On  a  enfin,  en  réunissant  les  deux  parties  que  nous  venons 
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lie  trouver, 

\j.  =  00 

lui  tlltïéicnlianl  par  ra|)[)()rl  à  (/  el  remplaçant  a,  h  par  ;,  y,, 
on  ol)lieiit  le  (It'vcloppeinent 

'in   3  _       2P-5 

!A^2    t      2 

\alaljlc  dans  le  domaine  dn  point  x. 

ii.  Étant  donnée  une  intégrale  hyperelliptique  quelconque,  on 
peut  Texprimer  à  l'aide  d'intégrales  de  première,  de  deuxième  et 
de  troisième  espèce. 

Soit 


Lr 


une  intégrale  abélienne,  i^  désignant  une  fonction  rationnelle 
lie  :;  et  //.  Comme  nous  l'avons  vu,  cette  intégrale  est  régulière  en 
tous  les  points  où  elle  reste  finie.  Les  points  où  elle  devient 
infinie  sont  de  deux  sortes,  des  pôles  ou  des  points  singuliers 
logarithmiques. 

Supposons     qu'il   y   ait    q     points     singuliers    logarithmiques 
(a,,  |3,  ),  (ao,  ,3o),   ...,  {y.ç,  jS^);  dans  le  domaine  du  point  {y.k,  [i/;), 

on  a 

I  =  R;;.log(^-a/,)-l-'f/,(c,  ^/), 

.i/((3,  (()  désignant  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  du 
point  (ay;,  3a),  pouvant  admettre  ce  point  comme  pôle.  D'après 
les    conventions  antérieurement  faites,   il  l'aut  remplacer  ::  —  a/, 

par  (;—e/)- quand  le  point  (a/,,  [^a)  est  un  point  de  ramifica- 
tion  e/,  par  -  quand  (a/,,  |ja)  est  un  point  ordinaire   à  l'infini  et 
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par  (  -  )'c|iian(l  il  est  un  |)(iiiil  (le  ramificalion  à  l'infini.  Le  coef- 

ficienl  Ha  est  le  résidu  de  c  relatif  an  point  (a^,  p^). 

On  sait  que  la  somme  de  tous  les  résidus  d'une  fonction  ration- 
nelle (■  de  r  cl  u  est  nulle.  Donc 

Considérons  alors  Tinlégrale 


f 


*  -  «■  "'liK-  ")-  '^'"Zh"'  ")-■•■-  R./-.  "ïv;''"  <-  "), 


'•q-\'q 


obtenue  en  retranchant  de  1  certaines    intégrales   de    troisième 
espèce  multipliées  par  R,,  Ro,  •  •  • ,  R^^/_(. 

Cette  nouvelle  intégrale  abélienne  J  n  a  plus  de  points  singu- 
liers logarithmiques.  En  effet,  dans  le  domaine  du  point  (a,,  |3,), 
on  a 


l 


vdz=  R,log(:;  — ai)+çi(5,  u), 
r^'';j'  =  lo£r(-3  —  2'i)+  fonction  réf^ulière: 


i 


V  clz  —  Ri  J^jj'o'  =  '-piC-j  ")+  fonction  régulière; 

puisque  les  autres  intégrales  de  troisième  espèce  retranchées  sont 
régulières  au  point  (a,,  ^,),  la  différence  est  uniforme  dans  le 
domaine  du  point  (a,,  |^,)  comme  la  fonction  o,(s,  u)  et  peut  ad- 
mettre ce  point  pour  pôle,  la  partie  principale  étant  la  même 
que  celle  de  cpi(^,  u). 

On  voit  de  même  que  J  n'a  plus  aucun  des  points  singuliers 
logarithmiques  (a,,  [io),  •  •  • ,  (a^-i ,  ■i^_,).  Quant  au  dernier  (a^,  p^), 
il  disparaît  également,  car,  dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 

-!-(Ri-T-  R2-!-.  .-1-  Rr/-i)log(^  —  a^)-l-  fonction  régulière, 

et  comme 

Ri^-R2  +  ...-+-  R^  =  o, 

le  terme  logarithmique  disparaît  encore.  La  proposition  est  donc 
établie. 
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L'int('j;ralc  J,  qui  n'a  plus  de  points  singuliers  logarithmiques, 
peut  avoir  encore  des  pôles.  Nous  allons  faire  disparaître  ces  pôles 
en  retranciiaiil  de  .1  (\i's  intégrales  de  deuxième  espèce.  Suppo- 
sons fpie  (l.iiis  le  domaine  d'un  pôle  (<'/,  b)  tl'ordrc  v,  on  ait 

A,  A.,  Av  .        .         .... 

J  = i —  -f-.  .  .-t- -f-  ionclion  rcirulicrc, 

z-a        (--a)2  (5  — a)v 

où   il  faut   remplacer  c  —  a  {)ar  (  :;  — Ci)'-  ou  -»  ou  (  i  )    »  suivant 

que  a  coïncide  avec  nn  point  de  ramificalion,  un  point  ordinaire 
à  l'infiiw,  ou  un  point  de  ramification  à  l'infini.  Dans  ces  condi- 
tions, la  difiérencc 

.1  —  A,:;(^,  «;  a.,ù)~\i':'(z,ir,  a,b)~  .. .-  Ay^'^'^-^>{z,  u:  a,  b) 

est  régulière  au  point  («,  /;),  car,  dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 

Z_  {z,  u;  a,  ù)  =   -_ -I-  fonction  régulière, 

r(-3,  u\  a,b)= -f-  fonction  régulière, 

(5  — «)2 


V''^''  iz,  ic.a,  b)= h  fonction  régulière. 

y,z  —  af' 

D'ailleurs,  comme  les  fonctions  S^,  ^',  ...  sont  régulières  par- 
tout, excepté  au  point  [a,  b),  la  différence  ci-dessus  a  les  mêmes 
pôles  que  J,  moins  le  pôle  («,  b).  On  a  donc  extrait,  pour  ainsi 
dire,  le  pôle  (a,  b). 

En  opérant  de  même  pour  tous  les  pôles,  et  retranchant  de  J  des 
sommes  d'intégrales  de  deuxième  espèce  correspondant  à  tous 
les  pôles  de  J,  on  obtiendra  finalement  une  expression, 

U  ^  J  —  -ZlAitiz,  u;  a,  b)  -+-  AoTC-,":  a,  b  ) -^  ..  .^  A^^^l'^'-^^z,  ir.a,b)\ 

(où  le  signe  S  s'étend  à  tous  les  pôles),  n'ayant  plus  de  pôle, 
c'est-à-dire  partout  régulière.  Cette  expression  H  est  d'ailleurs 
une  intégrale  abélienne,  car  c'est  une  somme  d'intégrales  abé- 
liennes  :  comme  elle  est  partout  régulière,  c'est  une  intégrale  de 
première  espèce,  c'est-à-dire  une  expression  de  la  forme 
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Hcmphiranl  H  par  celle  valeur  cl  J  par  son  expression,  on  ob- 
licnl  eiilin  |M)ur  riiilégrale  abélienuc  I  l'expression 


i: 


^y  [A,^(>,  u;  a,b)  +  ...-^  \yZ"'-^^{z,  u;  a,b)] 
-+-  Xi  u'i  -:-  X2  •ï'î  -t-  . .  •  -f-  )>p  iv,,  -+-  const. 

Toule  inlégrale  abélienne  peut  donc  être  mise  sous  la  forme 
d'une  somme  d'inlégrales  de  première,  deuxième  et  troisième 
■espèce. 

On  remarquera  que  les  coefficients  R/f  et  A/  sont  connus  immé- 
diatement, si  Ton  connaît  les  points  singuliers  de  l'intégrale  et 
les  |)artics  principales.  11  n'en  est  pas  de  même  des  coefficients 
A,,  /.,,   ...,  A/,. 

4o.  Une  première  application  importante  de  celte  formule  est 
la  représentation  d'une  fonction  rationnelle  v  de  z  et  u  par 
une  somme  d' intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce; 
ou,  en  d'autres  termes,  la  décomposition  en  éléments  simples 
d'une  fonction  rationnelle  de  z  et  u. 

Une  fonction  rationnelle  t^  de  :;  et  u  est  une  intégrale  abélienne 

"'  dv 


i:^*' 


-ji  étant  une  fonction  rationnelle  de  :;  et  u. 

Comme  v  n'a  pas  de  poinls  singuliers  logaritbmiques,  la  formule 
générale  ci-dessus  appliquée  k  v  ne  contient  pas  d'intégrales  de 
troisième  espèce  et  donne  la  formule 

r  =  3:fA,^(3,  u:a,b)  -^h^Xi-^  u;  a,  b) -h .  .  .^  A.X'-^-{^,  «;«,  6)1 

-r-    ).i  ir,  -^  À.,  (1-2  H-.  .  .-r-  1/j»',,  -+-  COnSt., 

le  signe  Z  indiquant  une  sommation  étendue  à  tous  les  pôles  de  c. 
Les  coefficients  A,,  Ao,  ...,  Av  sont  les  coefficients  de  la  partie 
principale  de  i-  dans  le  domaine  du  pôle  (a,  ^), 

A,  A,  A., 


-  —  a        (  z  —  a)- 


fonction  régulière. 


I  \Ti:<.  Il  \  i.i  -    m  l'i:  u  i;  I.  i.i  l' r  lo  1  i:s.  «i  s 

(icile  lormiili- r-^l  (riiii.'  Ii;iiilc  i  riiporlaiicc  ;  rllc  (Idiiiic  l,i  loiic- 
lioi)  iMlloiuirlI.-  r  sou-  iiiic  l'orilir  lii.'lhiiil  .'ii  ('n  idnicr  les  pùlcs  cl 
IfS  pallies  piiiicip.ilcs  corrfspniKhiiilcs  de  ( elle  roiiclioii.  l'^llc  csl 
aiiaK)^nio  à  la  Idiimilc  de  (Ii'm()iii|i(im|  ion  (rime  fraction  ralioimcllc 
(le  :;  i-n  fiadlons  siiii|)It>s.  à  la(|iiclli-  elle  >(•  ic'iliiil  (raillonrs  (|iiaii<l 
//         1   ou   ■'..  ("csl-à-ilii'i'  (|iiaii(l  la   coiirlii' 

u^-=  \(z-c,)(z-e,}...(z-c„) 

r>l  iiniciirsiilt'  [p=.o].  (  )ii  a|)pcll{'  (('Ile  (oi-nuilc  Joiniiilc  de 
J(''ct)/npositi()/i  c/t  r/rme/ils  simples  :  \cs  v\rtnvi\ls  simples  sonl 
les  intégrales  de  ileiixlènie  espèce  ^^''^(:^,  u  ;  a.  h). 

il).    iJoiuions  un  exemple  de  celle  formule.  Soil 
I     i<  -f-  r, 

•XU     Z  —  ;    ' 

(  ;.  r,  )  étant  un  point  fixe,  à  distance  finie,  distinct  d'un  point  de 
ramification.  Cette  fonction  r  n'a  qne  des  pôles  du  premier  ordre 
(pii  sont  : 

i"  Les  points  de  ramification  à  distance  finie,  car  u  s'annule 
en  ces  points; 

2"  Le  point  (  c,  7,  ). 

Dans  le  domaine  d'un  |)oint  de  ramification  Ci,  on  a.  en  ado|)- 
lant  les  notations  antérieures, 

u  =  (z-  e:y  Ui  =  {z-  eiY-  [E„''  +  V^i^z-  a)^. .  .], 

E,'*  étant  différent  de  zéro.  D'après  cela,  dans  le  domaine  du 
point  Ci,  la  fonction  v  est  de  la  forme 

—.^TT, >  r  ^-  lonction  rcirulicrc, 

^{z-ay 

où  le  coefficient  de est  la  constante  —,-. 

Dans  le  domaine  du  point  (;,  r, ),  on  a 


i.-.n'  ■^^•i-ci-x 


"  =  .  +  (  =  -0| 


par  >iiiU' 

y  z=  —  -;  -I-  fonction  rci^uliôre. 

I.;i  ronnulc  (lo  dcconiposilion  en  clcmcnls  simples  est  donc 

(  -f-  Xi  iVi   -H  ^2  H^2  +  .  .  .  +  X/;  (ï^/,  +    C, 

où  il  M(>  rcslc  pins  à  délerminer  qne  les  coefficients  des  inlé- 
grales  de  première  espèce  ).,,  >'>2i  •••,  ^^p-  Nons  allons  montrer 
que  ces  coefficients  sont  nuls  et  vérifier  en  même  temps  la  for- 
mule. En  efifet,  en  remplaçant  les  intégrales  î^  par  leurs  expres- 
sions et  X, ,  Ao,  •  •  • ,  '^-p  par  zéro,  on  a  à  vérifier  la  formule 

-^■"^-.  ^^^d. 

Or  celte  formule  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  dérivée 
du  premier  membre,  ))ar  rapport  à  z-,  est  nulle.  En  efiet,  celle 
dérivée  est,  après  des  réductions  évidentes, 

r  i  'h       >=n  1 

■/)    I        I        I    du        T,   r/;  I   "^  I  I 

7.U  \  z  —  l   a  dz        ^  —  ;  "^  2  ^  (z  —  e/){  z  —  e,)  I  ' 

expression  identiquement  nulle,  comme  on  le  voit  en  décompo- 
sant en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle  en  z 

I       I    du 

T-^^  u  7fz' 
c'est-à-dire 


\s  —  ei        z  —  e-î'^'"'    z  —  e,J' 
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cl  rcm;u'(jiiaiit  que  le  résidu  de  ccUc  iVacllon   ralionncllc  an  jiùlc 


I    r/n 
OU   encore     -  -7- 


(]oinnic  loiilcs  les  intégrales  s'aiimilenl  ([iiand  (r,  it )  coïncide 
ivec  la  limite  inférienrc  (:;o)  "0)5  'a  constanlc  C,  ([ui  fignre  dans 
a  rornuile  (A),  a  pour  valeur 

i      «0  -+-  r, 
^  ~  -x  Uq   Zn  —  i 

En  écrivant  la  formule  ainsi  obtenue  sous   la  forme 


on  arrive  à  cette  conséquence  remarquable  que  lUntégrale  élé- 
menlaire  de  deuxième  espèce  est  une  fonction  rationnelle  du 
paramètre  (ç,  r,  ). 

il .  Voici  une  deuxième  application  de  cette  même  formule  de 
décomposition  en  éléments  simples. 

Quand  nous  avons  défini  le  genre  de  la  relation  entre  u  et  :;, 
nous  avons,  entre  autres,  établi  le  résultat  suivant.  Pour  une  re- 
lation de  genre/»,  il  existe  une  fonction  r  rationnelle  en  z  et  u^  ad- 
mettant pour  pôles  simples  {p-\-\)  points  analytiques  arbi- 
traires (a,,  j3,),  (ao,  [jo),  .  .  .,  (a/,+  ,,  1%+,);  soient 


A,  A 


p+i 


ao  z  —  x,,+  i 


les  parties  principales  de  v  relatives  à  ces   différents  points 
formule  de  décomposition  en  éléments  simples  donne 


Cette  formule  montre  que  l'intégrale  élémentaire  ^(:;,  ?^;  a,,  ^,), 
avec  un  pôle  arbitraire  (a,,  |5,),  peut  toujours  s'exprimer  linéaire- 
ment à  l'aide  d'une  fonction  rationnelle  c,  d'intégrales  de  première 


()(■)  f:il  APITRIC     II. 

csnrco  (i  (1(^  /'  inlégralcs  (le  dciixièrnc  espèce,  ajanl  j)()iir  pôles 
(les  polnis  doMiirs  arbltrairemenl  (ao,  [i->),  •••,  {^p+t-,  |%+))-  ^^ 
même  raisonnemcnl,  s'applique  d'ailleurs  à  une  intégrale  quel- 
conque s'"'^  de  seconde  espèce. 

iS.  La  décomposition  (Fune  intégrale  hjperelliplique  en  inté- 
grales des  trois  espèces  fournit  aussi  V expression  d' une  fonction 
rationnelle  r  de  z  et  ii.  à  V aide  d'intégrales  de  première  et  de 
troisième  espèce. 

Appelons  r,,  la  valeur  de  v  au  point  [zq^  Uq),  on  a 


'-;=/■ 


"  I    dv 


dz 


L'intégrale  figurant  dans  cette  formule  est  une  intégrale  abé- 
lienne  :  on  peut  donc  lui  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  de 
l'expression  générale  d'une  intégrale  abélienne  par  une  somme 
d'intégrales  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce.  Ac- 
tuellement cette  expression  ne  contiendra  pas  d'intégrales  de 
deuxième  espèce.  On  reconnaît  facilement  que  tous  les  points 
où  l'intégrale  devient  infinie  sont  des  points  singuliers  logarith- 
miques :  aucun  d'eux  n'est  un  pôle.  L'intégrale  considérée  est 
donc  une  somme  d'intégrales  de  première  et  de  troisième  espèce. 
Formons  cette  somme  :  supposons  d'abord  que  la  fonction  t^  n'ait 
que  des  zéros  et  des  pôles  simples;  soient 

(<7i,/vi),     (aî,bo).      ...,     («y,  6^)  les  zéros, 
(a,,  ^i),     Ca.,  3,) (a,p  p,/)  les  infinis, 

qui  sont  en  même  nombre  que  les  zéros. 
Dans  le  domaine  du  point  (a,,  bf  ),  on  a 

P  =  (i;-«,)[Ao-+-Ai(^-ai)H-A,(..-«i)2  +  ...], 

où  Ao  est   différent   de    zéro,   z  —  a^    devant  être   remplacé  par 


\  z  —  Ci  si  ('//,,  bt)  est  un  point  de  ramification  e/,  par  -  si  ce  point 

est  un  point  ordinaire  à  l'infini,  et  par  (  -  j    si  c'est  un  point  de 
ramification  à  l'infini.  Par  conséquent,  l'expression  de  l'intégrale, 
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ihiiis  le  iloniainc  de  ce  jioint,  esl  donnée  par  la  relaliDii 
log  —  =log(c  —  ai)-4- fonclion    régulière. 

Dans  le  domaine  du  point  (a,,  [ii,),  qui  est  un  infini  simple,  on 
»  de  même 

[Bo-^B,(:;-a, )-...], 


;:  — ai 
log—  =  —  log(-  —  ^i  )-+-  fonction  régulière. 

La  conclusion  s'applique  à  tous  les  autres  points,  zéros  ou 
infinis.  La  différence 

iog--nî;-';'  _^;;-f;_-..._.nT>^^ 

est  donc  partout  régulière  el^  comme  c'est  une  intégrale  abélienne, 
c'est  une  intégrale  de  première  espèce 

XicPi^-  AjWo-t--  •  --^  ^^p»'/>-^  const. 
On  a  enfin 

^°S—    =     Z4  ^l'iX'^  Xl  »'i  -T-  Xo  M^  :■+...  -r-  Ip  W,>  -H  COnSt., 
V=l 

/,  tv, -l-A.Ii',+...+  /„U'„4-CT    "     '-(-CI    -      -+...-4-ÎT    'Il 

(5)  v  =  ki,^^e  ""^'       "'■'''■  ^r^i^ 

k  désignant  un  facteur  constant. 

La  fonction  v  est  ainsi  exprimée,  à  l'aide  d'intégrales  de  pre- 
mière et  de  troisième  espèce,  par  une  formule  mettant  en  évidence 
les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonction  rationnelle  v. 

Elle  est  analogue  à  la  formule  qui  donne  une  fonction  ration- 
nelle de  z  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  polynômes  décom- 
posés en  facteurs  du  premier  degré.  Elle  se  réduit  d'ailleurs 
exactement  à  cette  formule  élémentaire,  quand  on  suppose  que  la 

relation 

it-  =  k{z  —  ei)iz  —  eoj . .  .{z  —  Cl) 
se  réduit  à 


ce  qu'on  peut  réaliser  en  supposant  que  /?  =  i ,  que  A  tende  s^ers 
A.   ET  G.  7 
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•/rro  clfjnr  r,  au-nu'nle  indcfiulmcnt,  de  telle  façon  que  A r-,  tende 

vers  —  I . 

Vm  ('1101,  (Ml  supposant  ;/  =  i ,  l'intégrale  de  troisième  espèce 

^a„  p,  ~  /  V  ■'-  «  -  —  «1        m  z  —  aU 

(levicnl 


car  u  =  bt  =  pi=  i-  H  n'existe  pas,  dans  ce  cas,  d'intégrales  de 
première  espèce,  car  il  n'y  a  pas  d'intégrale  de  fonction  ration- 
nelle de  :;  qui  puisse  rester  partout  finie;  on  a  donc 

(z  —  ai)(z  —  a.)...(z  —  a^) 
V  =  fonction  rationnelle  de  z  =  kv^  -— ,  _ —        ,  _  _  „    >  ' 

(,->  —  ^1  H^  .i2;---V~'  ■*'7/ 

ce  qui  est  bien  la  formule  élémentaire. 

INous  avons  supposé,  pour  établir  la  formule  générale,  que  tous 
les  zéros  et  les  infinis  étaient  simples.  Si  le  zéro  («1,^1)  était 
d'ordre  m,  il  suffirait  dans  la  formule  de  supposer  («2,  h.),  ..., 
(«m,  M  identiques  à  («,,^i);  si  le  pôle  (a,,  ^,)  était  d'ordre  |x, 
il  suffirait  également  de  supposer  (ao,  ^2)1  ■••:  (^,ai  M  iden- 
tiques à  (a,,  ^,  ). 

La  formule  (5)  est  donc  générale,  pourvu  qu'on  répète  dans 
cette  formule  chaque  zéro  et  chaque  infini  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité. 
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CHAPITRE  III. 

CONNEXION  DES  SURFACES  A  DEUX  FEUILLETS.   PÉRIODICITÉ 
DES  INTÉGRALES  IIYPERELLIPTIQUES  ('). 


Connexion  des  surfaces  de  Riemann  ù  deux  feuillets.—  Coupures.  —  Théorème  de 
Cauchy  sur  une  surface  de  Riemann.  —  Modules  de  périodicité  des  intégrales  hy- 
perclliptiques.  — Relations  entre  ces  modules. —Intégrales  normales  de  première, 
deuxième  et  troisième  espèce.—  Modules  de  périodicité  des  intégrales  normales. 


49.  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérons  les  surfaces  comme 
des  feuillets  sans  épaisseur,  de  sorte  qu'un  point  ou  une  ligne 
tracée  sur  la  surface  seront  visibles  pour  un  observateur  placé 
d'un  côté  ou  de  l'autre.  Les  surfaces  seront  en  outre  regardées 
comme  parfaitement  élastiques  et  indéchirables. 

Une  surface  est  dite  connexe  lorsque,  a_yant  pris  sur  cette  sur- 
face deux  points  quelconques,  on  peut  les  joindre  par  un  trait 
continu  situé  tout  entier  sur  la  surface.  Nous  ne  considérerons 
que  des  surfaces  connexes. 

Une  surface  est  fermée  quand  elle  n'a  pas  de  bords  :  tels  sont 
la  sphère,  le  tore,  un  plan  indéfini,  une  des  surfaces  de  Riemann 
précédemment  étudiées,  plane  ou  sphérique.  Une  surface  est 
ouverte  quand  elle  a  des  bords  :  par  exemple,  un  cercle,  une  calotte 
sphérique,  une  sphère  avec  des  trous,  etc.  Les  bords  d'une  surface 
ouverte  peuvent  être  constitués  par  une  seule  ligne  continue  ou 
par  plusieurs  lignes  continues  distinctes.  Ainsi  le  bord  d'une 
calotte  sphérique  est  formé  d'une  circonférence  unique,  c'est- 
à-dire  d'une  ligne  continue  ;   les  bords  d'une  sphère  percée  de 


(')  Ouvrages  à  consulter  :  Riemans,  Théorie  der  Abelschen  Functionen.  —  Neu- 
MANN,  Vorlesungen  iiber  Rieniann's  Théorie  der  Abelschen  Intégrale.  —  Simart, 
Thèse  de  Doctorat,  1882. 
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trois  Irons  ne  se  louchant  pas  sont  formés  de  trois  courbes  fermées 
distinctes.  Si,  dans  un  feuillet  circulaire,  on  fait  un  trou  ne  tou- 
(•li;int  |)as  la  circonférence,  on  obtient  une  surface  connexe 
{Ji\r.  H))  dont  les  bords  sont  constitués  par  deux  lignes  fermées, 
la  circonférence  du  cercle  et  le  contour  du  trou. 


lYoïts  iiem-isagerons  que  des  surfaces  avec  des  bords  :  si 
l'on  a  une  surface  fermée,  on  commencera  par  lui  donner  un 
bord  en  y  faisant  une  petite  ouverture,  par  exemple  une  fente 
avec  des  ciseaux  ;  les  deux  bords  de  cette  fente  formeront  une 
ligne  continue  constituant  la  limite  ou  le  bord  de  la  surface. 

50.  On  nomme  coupure  une  section  faite  avec  des  ciseaux 
dans  la  surface,  partant  d'un  point  d'un  bord  et  venant  aboutir 
en  un  point  d'un  bord.  Cette  coupure  a  deux  bords.  Ainsi  l'on 
part  d'un  point  A  du  bord  CD  {fig.  20),  on  coupe  dans  la  surface 
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avec  des  ciseaux  suivant  AB  jusqu'en  un  point  B  de  l'intérieur; 
on  a  ainsi,  non  une  coupure,  mais  un  commencement  de  coupure 
avec  deux  bords  infiniment  voisins  qui  peuvent  se  séparer  jus- 
qu'en B.  A  ce  moment  l'ancien  bord  de  la  surface  qui  était  continu 
de  C  en  D  se  trouve  remplacé  par  la   nouvelle  ligne  continue 
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CaB,jD.  (!oiiliiiiion.s  à  couj)(,r  avec  les  ciseaux  plus  loin  <|uc  B;  la 
coupyre  sera  Icrminée  quand  nous  serons  arrivés  en  un  point  d'un 
bord,  que  ce  soit  un  point  des  bords  primitifs  ou  un  jioinl  des 
bords  nouveaux  déterminés  par  le  passage  des  ciseaux. 

Ainsi,  en  prenantun  feuillet  circulaire  percé  d'un  trou  {Jig.  19). 
on  a  une  surface  avec  des  bords  formés  de  deux  courbes  dis- 
liiicles  1'  et  V.  Parlons  d'un  point  A  ou  A'  du  bord  P,  nous  pour- 
rons {Jig.  :i\)   tracer  une   coupure   ACB  ou  une  coupure    ADE 


aboutissant  en  un  autre  point  d'un  bord;  nous  pourrons  aussi 
tracer  une  coupure  telle  que  A'FGH  ou  A'RLM  venant  se  ter- 
miner sur  elle-même,  c'est-à-dire  sur  un  bord  créé  par  le  passage 
des  ciseaux. 

Voici  les  effets  produits  par  ces  coupures  :  les  coupures  ACB, 
A'FGH,  A'RLM  découpent  chacune  le  feuillet  en  deux  morceaux 
distincts  :  de  sorte  que,  une  de  ces  coupures  étant  effectuée,  le 
feuillet  n'est  plus  connexe.  L'effet  de  la  coupure  ADE  est  tout  dif- 
férent. La  surface  est  encore  connexe  après  cette  coupure,  mais  sa 
limite,  qui  était  formée  de  deux  courbes  distinctes  P  etP',  est  main- 
tenant formée  d'une  seule  courbe  continue  qu'on  peut  parcourir 
complètement  d'un  seul  trait.  Dans  ce  parcours,  que  nous  suppo- 
sons effectué  dans  le  sens  positif,  les  deux  bords  de  la  coupure 
sont  parcourus  en  sens  contraire,  comme  le  montrent  les  flèches 
indiquant  le  sens  du  parcours.  Pour  suivre  ce  parcours,  il  faul 
imaginer  que  la  coupure  ADE  existe  seule  et  que  la  coupure 
A' KLM  n'est  pas  tracée  (voiryi^.  3o). 

Nous  verrons  plus  loin  un  grand  nombre  d'exemples  de  cou- 
pures :  on  remarquera  que  nous  n'aurons  jamais  à  tracer  de  cou- 
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pures  (lôcomposanl  la  surface  en  morceaux  séparés,   c'est-à-dire 
(l(iriiisanl  la  connexion. 

51.  La  connexion  d'une  surface  peut  être  plus  ou  moins  com- 
pliquée :  on  (lit  que  la  surface  est  à  connexion  simple  ou  encore 
est  sinip/e/)tent  connexe  quand  on  peut,  en  déformant  cette  sur- 
face, supposée  parfaitement  élastique  et  indéchirable,  la  réduire  à 
un  feuillet  plan  limité  par  un  contour  simple  ne  se  coupant  pas 
lui-même,  par  exemple  à  un  feuillet  rectangulaire,  circulaire  ou 
elliptique.  La  nature  de  la  courbe  limitant  le  feuillet  plan  final 
n'a  aucune  importance  :  l'essentiel  est  que  cette  courbe  soit  con- 
tinue et  ne  se  cou])e  pas  elle-même. 

D'après  cette  définition,  les  bords  d'une  surface  quelconque 
simplement  connexe  se  composent  nécessairement  d'une  seule  ligne 
continue  ne  se  coupant  pas,  puisque,  après  la  déformation,  les 
bords  de  la  surface  deviennent  le  contour  simple  du  feuillet 
plan.  Citons  d'abord  quelques  exemples  de  surfaces  simplement 
connexes. 

1°  Une  calotte  sphériqiie.  Cette  surface  peut  évidemment  être 
déformée  de  façon  à  devenir  un  feuillet  circulaire,  la  circonfé- 
rence de  base  de  la  calotte  devenant  la  circonférence  du  feuillet 
circulaire. 

2"  Un  ruban  rectangulaire  allongé  se  trcwersant  lui-même 
autant  de  fois  cju'on  le  veut,  à  la  manière  des  deux  feuillets 
d'une  surface  de  Riemann  {fig.  22).  On  suppose,  bien  entendu, 

Fig.  22. 


comme  pour  les  deux  feuillets  d'une  surface  de  Riemann  se  croi- 
sant en  une  ligne  de  passage,  que  les  différentes  parties  du  ruban 
se  traversent  librement  et  que  le  long  d'une  ligne  de  passage,  telle 
que  6)60,  les  deux  nappes  qui  se  croisent,  et  par  conséquent  les 
bords  du  ruban,  n'ont  aucun  point  commun.  Le  ruban  peut  alors 
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s'étaler  sur  un  plan  cl  donner  un  rectangle  :  11  conslilue  une  sur- 
face simplement  connexe. 

'.V'  Domaini'  cVnn  j)oint  de  tamification  de  la  surface  de 
lîienuinn  à  deux  feuillets.  Ce  domaine  a  été  représenté  pré- 
cédemment {fîg.  17)  :  on  peut  vérifier  aisément  qu'on  peut,  par 
déformation  continue  et  sans  déchirure,  l'appliquer  sur  une  por- 
tion de  plan  à  contour  simple,  il  suffît  de  relever  les  bords  du 
plan  1',  en  pliant  ce  plan  suivant  une  droite  OA  partant  de  O 
pour  placer  ces  bords  relevés  dans  le  prolongement  des  surfaces 
de  raccord  des  deux  feuillets  :  on  obtient  ainsi  la  figure  sui- 
vante aSrt;  ensuite,  on  opère  de  même  pour  le  plan  inférieur  P2, 
ce  qui  donne  \ixfig.  •.>?>  b. 

Fig.  23. 


On  a  ainsi  comme  les  deux  pages  d'un  livre  se  traversant  sui- 
vant la  ligne  L.  Comme,  par  convention,  ces  deux  pages  n'ont 
aucun  point  commun  sur  L,  on  peut  les  ouvrir  sans  les  déchirer; 
les  deux  feuillets  se  traversent  librement  et  l'on  a  finalement  la 
figure  plane  23  c,  limitée  par  un  contour  simple  ne  se  coupant  pas. 

4"  Soient  deux  sphères  extérieures  V une  à  V autre,  reliées  par 
un  cylindre  (haltère).  La  surface  de  ce  solide  est  fermée  :  si  l'on 
y  pratique  une  fente/,  on  a  une  surface  ouverte  dont  le  bord  est 
formé  par  le  contour  de  la  fente  {fig-  24  a).  Cette  surface  est 


Fig.  24. 


simplement   connexe.   On    peut,    par   déformation  continue,    la 
réduire  à  un  ellipsoïde  avec  un  trou  {fig.  24  b)]  puis,  en  écartant 
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les  bords  du  Irou,  à  une  sorte  de  calotte  sphérique,  et  finalement 
à  une  aire  plane  à  contour  simple. 

o*»  Si  l'on  prend  deux  sphères  dont  Viine  est  intérieure  à 
l'autre,  réunies  par  un  cylindre,  on  a  une  surface  fermée, 
qui,  après  le  tracé  d'une  fente  /,  devient  simplement  connexe 
{fig.  10  a).  La  fente  étant  supposée  tracée  dans  la  sphère  inté- 

^ 


n 


rieure,  on  peut,  par  déformation  continue,  retourner  cette  sphère 
à  travers  le  canal  cylindrique />g  comme  on  retourne  un  doigt  de 
gant  {fig.   23  b)  :  on  est  alors  ramené  au  cas  précédent. 

6°  Surfaces  de  Riemann  à  deux  feuillets  avec  deux  points 
de  ramification.  Cet  exemple  est  presque  identique  au  précé- 
dent. Prenons  les  surfaces  de  Riemann  sphériques  à  deux  points 
de  ramification  considérées  au  début  du  Chapitre  I.  Elles  sont 
formées  par  deux  feuillets  sphériques  intérieurs  l'un  à  l'autre 
réunis  le  long  d'une  ligne  C)  go,  comme  il  a  été  expliqué  {fig.  2.6  a): 


Fie.  26. 


on  a  figuré  des  chemins  conduisant  de  la  sphère  extérieure  à 
l'autre,  à  travers  cette  ligne  e,  go  :  le  long  de  cette  ligne  la  surface 
de  la  sphère  extérieure  se  prolonge  par  celle  de  la  sphère  inté- 
rieure, comme  les   deux   nappes  d'un   ruban  qui   se  croise  lui- 


CONNEXION     DES    SLRFACES    A     DEUX    KEUILLETS. 


io5 


même  {fig-  22).  l^arlouL  ailleurs  que  sur  la  ligne  eie»  les  sphères 
sont  indéi)cndantes.  On  voil  l'analogie  avec  l'exemple  précédent  : 
le  mode  seul  de  réunion  des  deux  sj)hèrcs  est  changé;  le  raccord 
par  un  cylindre  se  trouve  remplacé  par  le  raccord  à  travers  la  ligne 
de  passage  Cie^'  Faisons  une  fente  infiniment  étroite  dans  la 
sphère  intérieure  pour  donner  des  bords  à  la  surface.  Cette  fente 
a  une  longueur  arbitraire  :  pour  simplifier,  traçons-la  suivant  une 
ligne  voisine  du  grand  cercle  allant  de  e\  à  d.  Les  deux  bords 
de  cette  fente  que  nous  écartons  dans  la  Jig.  16b  sont  ei0.e.> 
et  c^  fje.. 

La  portion  de  sphère  intérieure  S,,  située  à  gauche  de  la  fente, 
peut,  par  déformation  continue,  être  retirée  vers  la  droite  à  tra- 
vers la  ligne  de  passage  comme  un  ruban  et  être  amenée  en  S',  : 
la  portion  de  sphère  So  peut  de  même  être  retirée  vers  la  gauche  à 
travers  la  ligne  de  passage  et  être  amenée  en  S^.  Cette  opération 
serait  analogue  à  celle  qui  consisterait  à  retirer  dans  \di  Jîg.  22  les 
deux  portions  de  ruban  S,  et  S2  à  travers  la  ligne  de  passage 
6x60.  Après  cette  opération,  l'ensemble  des  deux  sphères  sera 
transformé  en  la  surface  de  ^a/ig.  26  c,  où  l'on  a  un  peu  écarté  les 
deux  parties  S',  et  S'.,.  C'est  une  surface  simplement  connexe.  On 
peut,  par  déformation  continue,  l'amener  à  la  forme  d'une  sphère 
avec  un  trou,  puis  l'appliquer  sur  un  feuillet  simple.  Ainsi  la  sur- 
face de  Riemann  à  deux  feuillets  et  deux  points  de  ramification, 
percée  d'une  fente,  est  simplement  connexe. 

Nous  avons  dans  ce  qui  précède,  pour  être  plus  clair,  supposé 
la  sphère  intérieure   fendue  du  point  e,  au  point  e-y-   Mais  cela 

Fig.  27. 


n'est  pas  nécessaire.  Si  l'on  fait  seulement  dans  la  sphère  inté- 
rieure une  petite  ouverture  /  (yr^^-.  27  a),  on  peut  imaginer  que 
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l'on  fasse  passer  celle  sphère  à  Iravcrs  la  ligne  de  passage,  ear  les 
deux  feuillels  qui  se  croisent  suivant  ^)  Co  sont  supposés  n'avoir 
aucun  point  commun  :  il  n'y  a  donc  aucun  obstacle  à  la  sortie  de 
la  sphère  intérieure;  après  cette  opération  on  aura  \d.fig.  l'j  b, 
constituée  par  deux  sphères  extérieures  reliées  par  un  tube.  Il 
faut  remarquer  que  la  partie  S)  de  la  sphère  intérieure  qui  était 
primitivement  à  gauche  est  venue  à  droite  en  S\  après  la  sortie  de 
la  sphère,  et  inversement  la  partie  droite  So  est  venue  à  gauche  en 
S'o.  D'ailleurs  l'extérieur  de  la  sphère  interne  SjSo  est  resté  à 
l'extérieur  de  la  sphère  exlerne  S',  S'^. 


52.  Pour  définir  le  sens  positif  du  contour  d'une  surface  sim- 
plement connexe,  il  faut  distinguer  l'une  de  l'autre  les  deux  faces 
de  la  surface.  La  surface  est  un  feuillet  analogue  à  une  pièce 
d'étoffe  avec  un  endroit  et  un  envers.  Faisons  choix  d'une  face 
qui  sera  appelée  V  endroit  ou  le  côté  positif  de  la  surface,  puis  dé- 
formons la  surface  et  appliquons-la  sur  un  plan  horizontal,  Ven- 
drait étant  au-dessus  :  alors  le  sens  positif  du  contour  du  feuillet 
plan  ainsi  obtenu  est  le  sens  dans  lequel  se  meut  un  observateur 
debout  sur  le  plan  et  décrivant  le  contour  en  ayant  l'aire  à  sa 
gauche. 

A  ce  sens  correspond,  sur  le  contour  de  la  surface  primitive 
simplement  connexe,  un  sens  déterminé  qu'on  appelle  aussi  sens 
positif  àe  ce  contour.  Ce  sens  est  marqué  par  des  flèches  dans  les 
exemples  précédents,  où  l'on  a  choisi  comme  endroit  les  faces 
suivantes  :  pour  le  ruban  de  l'exemple  2°  la  face  supérieure  du 
bord  S,;  pour  le  domaine  d'un  point  de  ramification  de  l'exemple  3, 
la  partie  supérieure  des  plans  P,  et  Po  ;  pour  les  sphères  de 
l'exemple  4°?  l'extérieur  de  ces  sphères  ;  pour  les  sphères  de 
l'exemple  5°  l'extérieur  de  la  sphère  extérieure  et,  par  suite,  l'in- 
térieur de  la  sphère  intérieure;  enfin  pour  les  surfaces  sphériques 
de  Riemann  de  l'exemple  6°  l'extérieur  de  ces    surfaces. 

Pour  toutes  les  surfaces  de  Riemann  dont  nous  nous  occupe- 
rons par  la  suite.  Vendrait  ou  côté  positif  de  la  surface  sera  la  face 
extérieure  des  feuillets  sphériques  ou  la  face  supérieure  des  feuil- 
lets plans  supposés  étalés  sur  un  plan  horizontal. 

o3.   Il    est  essentiel    de   remarquer    que    toute    coupure  faite 
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dans  une  surlace  simplcnicnl  connexe  la  découpe  en  deux  mor- 
ceaux disllncls.  En  effet,  après  la  réduction  de  la  surface  à  un 
feuillet  j)lan  à  contour  simple  i^fig.  28),  toute  coupure  deviendra 
une  coupure  telle  c[ue  pniq  partant  d'un  point  du  bord  pour  re- 

Fig.  28. 


venir  en  un  point  du  bord  ou  pour  se  couper  elle-même;  dans  les 
deux  cas,  cette  coupure  sépare  évidemment  la  surface  en  deux 
morceaux.  Nous  ne  tracerons  pas  de  coupures  sur  les  surfaces 
simplement  connexes.  Les  coupures  que  nous  employons  plus  loin 
ont  pour  but  de  transformer  des  surfaces  qui  ne  sont  pas  simple- 
ment connexes  en  des  surfaces  simplement  connexes. 

Enfin  une  dernière  propriété  des  surfaces  simplement  connexes 
est  la  suivante  :  Toute  ligne  fermée  tracée  sur  une  surface 
simplement  connexe  peut,  par  déformation  continue  sur  la 
surface,  être  réduite  à  un  point.  Cela  se  voit  immédiatement 
sur  le  feuillet  plan  à  contour  simple  dans  lequel  on  peut,  par  dé- 
formation continue,  transformer  la  surface.  Ainsi  la  ligne  Mo  CM,) 
peut  être  réduite  au  point  Mq  {fig-  29). 

Fig.  29. 


oi.  Voici  maintenant  des  exemples  de  surfaces  non  simplement 
connexes  ou  surfaces  à  connexion  multiple  :  nous  allons  voir 
que  ces  surfaces,  parmi  lesquelles  se  trouvent  les  surfaces  de  Rie- 
mann  à  deux   feuillets  et  à  plus  de  deux  points  de  ramification, 
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pciiscnl  loiijours,  à  1  aide  de  coupures  convenablenienl  tracées, 
être  rendues  simplement  connexes. 

i"  Considérons  d'abord  un  feuillet  plan  circulaire  percé  d'un 
trou  {Jig-  19,  p-  100).  Celte  surface  n'est  pas  simplement  connexe  ; 
on  ne  peut  pas,  par  déformation  continue,  sans  déchirer  la  cou- 
ronne comprise  entre  le  trou  et  la  circonférence,  la  réduire  à  un 
feuillet  plan  à  contour  simple.  Actuellement  le  contour  se  com- 
pose de  deux  courbes  distinctes  :  ce  seul  fait  permet  d'affirmer 
que  la  surface  n'est  pas  simplement  connexe.  Il  existe  des  lignes 
fermées  MoMNMq  {fig-  19,  p-  100)  tracées  sur  la  surface,  qui 
ne  peuvent  pas,  par  déformation  continue  sur  la  surface,  être  ré- 
duites à  un  point  :  ce  seul  fait  permettrait  aussi  d'affirmer  que  la 
connexion  n'est  pas  simple.  Mais,  dans  cet  exemple,  à  l'aide 
âi\i?ie  seule  coupure,  nous  obtenons  une  surface  simplement 
connexe.  En  elïet,  traçons  la  coupure  AE  allant  d'un  point  de  la 
circonférence  à  un  point  du  bord  du  trou  et  ayant  pour  bords  a^ 
et  oy  {^fig-  3o)  :  nous  obtenons  une  surface  simplement  connexe 

Fig.  3o. 


dont  le  contour  parcouru  dans  le  sens  positif,  à  partir  de  P,  est 
PajSQRoySTP  :  le  sens  de  ce  parcours  estindiquépar  des  flèches  ; 
on  remarquera  que  les  deux  bords  de  la  coupure  AE  sont  parcou- 
rus en  sens  contraire.  On  ramène  immédiatement  à  ce  cas  la 
surface  formée  par  une  sphère  percée  de  deux  trous  :  il  suffit  de 
tracer  une  coupure  réunissant  les  deux  trous. 

2°  Prenons  maintenant  un  feuillet  circulaire  avec  des  trous, 
trois  par  exemple.  Il  faudra  tracer  trois  coupures  pour  rendre 
cette  surface  simplement  connexe,  comme  le  montre  la y?^.  3i. 
Après  le  tracé  de  ces  coupures,  la  surface  est  limitée  par  un  con- 
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leur  .siin[)le;  si  un  mobile  j)arcourt  ce  contour  dans  le  sens  positif, 
indiqué  par  les  flèches,  les  deux  bords  des  coupures  sont  parcourus 


Fig.  3 


en  sens  contraires.  On  ramène  immédiatement  à  ce  cas  une  sur- 
face connexe,  comme  une  sphère  avec  quatre  trous,  en  iracanl 
trois  coupures  réunissant  un  trou  aux  trois  autres. 

00.  Les  deux  exemples  précédents  nous  montrent  des  surfaces 
non  simplement  connexes,  avec  des  bords  formés  de  plusieurs 
lignes  distinctes.  11  ne  faudrait  pas  croire  que  ce  fait  se  présente 
nécessairement  pour  toute  surface  qui  n'est  pas  simplement  con- 
nexe. Dans  les  exemples  que  nous  allons  donner  maintenant,  et 
qui  comprennent  les  surfaces  de  Riemann,  les  bords  de  la  surface 
sont  formés  d'une  seule  ligne  continue. 

i*"  Prenons  deux  sphères  extérieures  reliées  par  deux  tubes  cy- 
lindriques  L,  et  La,  Vendroit  ou  côté  positif  ée  la  surface  étant 
l'extérieur  [Jig.  82).  La  surface  est  fermée;  nous  l'ouvrirons  en 


Fig.  32 


y  pratiquant  une  petite  ouvertui^e  /dont  les  bords  formeront  les 
bords  de  la  surface.  Au  point  de  vue  de  la  connexion,  cette  sur- 
face est  identique  à  un    tore   percé  d'un  petit  trou;  car  on  peut 
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(•vidcniment,  par  déformation  continue,  en  faire  un  tore.  Cette 
surface  n'est  pas  simplement  connexe,  car  il  existe  sur  elle  des 
contours  fermés,  tels  que  Imnl,  qu  on  ne  peut,  par  déformation 
continue  sur  la  surface,  réduire  à  un  point.  On  la  rend  simple- 
ment connexe  à  l'aide  des  deux  coupures  suivantes. 

Partons  du  bord  du  trou  /  et  traçons  une  première  coupure  h 
entourant  la  base  du  cylindre  L, ,  sur  la  sphère  de  gauche,  de  façon 
à  détacher  ce  cylindre  de  cette  sphère,  comme  le  montre  la  figure 
supérieure  33,  où  les  deux  bords  de  la  coupure  b  sont  appelés 
//  et  b" .  La  surface  est  encore  connexe  sans  l'être  simplement  : 
elle  est,  au  point  de  vue  de  la  connexion,  identique  à  un  tube 
ouvert  aux  deux  bouts,  ou  à  une  sphère  percée  de  deux  trous,  ou 
à  un  feuillet  circulaire  plan  percé  d'un  trou  ;  cela  revient  au  même, 
comme  le  montre  la  comparaison  àes  fig.  33  et  34,  car  le  tube, 
ouvert  aux  deux  bouts,  peut  se  déformer  en  un  cylindre  droit 
ouvert  aux  deux  bouts,  et  cette  dernière  surface  en  une  sphère 
percée  de  deux  trous,  ou  en  un  feuillet  plan  circulaire  percé  d'un 
trou. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  la  surface  obtenue  parle  tracé  de 
la  coupure  b  (première  surface  de  \^fig.   33)  n'est  pas  simple- 

Fi^.  33. 


ment  connexe,  car  la  ligne  fermée  linnl  ne  peut  pas  encore  être 
réduite  à  un  point  par  déformation  continue.  Traçons  alors  une 
nouvelle  coupure  a  allant  d'un  des  bords  b'  de  la  première  cou- 
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pure  à  rautrc  bord  h"  en  suivant  le  cylindre  Lo-  Celle  nouvelle 
coupure  csl  figurée  sur  la  deuxième  surface  de  \dL  fig.  33  ;  elle  est 
figurée  également  sur  les  difTérentes  surfaces  qu'on  peut  déduire 
de  celte  surface  par  continuité,  tube  ouvert,  cylindre,  sphère  avec 
deux  trous,  feuillet  plan  avec  un  trou  {fig-  34). 

Après  le  ti'acé  des  deux  coupures  «  et  Z>  la  surface  est'  devenue 
simplement  connexe.  On  peut,  en  effet,  par  déformation  con- 
tinue, appliquer  cette  surface  T'  {fig.  33)  ou  une  des  surfaces 
dérivées  (^^.  34)  sur  une  aire  plane  à  contour  simple.  C'est  ce 
qui  est  réalisé  sur  le  feuillet  plan  de  \vi  fig.  34;  on  pourrait  aussi 
développer  le  cylindre  de  \di  fig.  34   pour  transformer  cette  sur- 
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face  en  un  feuillet  rectangulaire  dans  lequel  les  côtés  opposés  pro- 
viennent des  bords  opposés  des  deux  coupures.  Au  mobile  qui 
parcourt  le  contour  de  ce  rectangle  dans  le  sens  positif  (le  côté 
positif  du  rectangle  provenant  de  l'extérieur  du  cylindre)  corres- 
pond sur  le  cylindre  et,  par  suite,  en  remontant,  sur  la  surface  dé- 
coupée T'  de  la.  Jig.  33,  un  mobile  parcourant  le  contour  de  cette 
surface  constitué  par  les  bords  des  deux  coupures  dans  le  sens 
positif.  Ce  sens  est  indiqué  par  les  flèches;  on  voit  que  les  deux 
bords  de  chaque  coupure  sont  parcourus  en  sens  contraire. 

2"  Le  cas  de  deux  sphères,  dont  l'une  est  intérieure  à  l'autre, 
reliées  par  deux  tubes  cylindriques  L,  et  Lo,  est  identique  au  pré- 
cédent auquel  on  le  ramène  d'ailleurs  immédiatement.  Nous  pre- 
nons pour  côté  positif  de  la  surface  l'extérieur  de  la  sphère  exté- 
rieure. Supposons  une  petite  ouverlurey  dans  la  sphère  intérieure 
et  traçons,  en  partant  de  f,  une  covipure  b  qui  entoure  la  base  du 
cylindre  L(  sur  la  sphère  intérieure,  de  façon  à  détacher  la  sphère 
du  cylindre  L,  (fig.  35  a).  Nous  retirerons  alors  le  cylindre  L, 
vers  l'extérieur  en  le  retournant  comme  un  doigt  de  gant  et  il 
restera  à  l'intérieur  une  sphère  avec  un  trou  b"  que  nous  retour- 
nerons aussi,  à  travers  le  cylindre  Lo,  comme  un  gant.  Nous  aurons 
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ainsi  rameur  la  surface  à  IV'laL  de  la  surracc  précédente  après  le 
iraeé  de  la  première  coupure  {Jig.  35|ii).  Pour  la  rendre  simple- 
nionl  connexe,  il  faudra  iracer  la  coupure  r/  {fig.  36  a)  qui  permet 


de  développer  la  surface  sur  un  rectangle,  comme  on  l'a  vu  dans 
l'exemple  précédent.  Il  est  important  de  figurer  ces  coupures  en 
place  sur  la  surface  primitive  :  c'est  ce  qui  est  réalisé  ci-dessous 
{fig.  36  ^)  ;  on  a  en  outre  marqué  par  des  flèches  le  sens  du  mou- 


^b'^ 


Ca) 


Fig.  36. 
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vement  d'un  mobile  parcourant,  dans  le  sens  positif,  le  contour 
de  la  surface  finale  rendue  simplement  connexe. 

3"  Surfaces  de  Riemann  à  deux  feuillets  et  à  quatre  points 
de  ramification.  —  Nous  prenons,  pour  embrasser  tous  les  cas, 
la  surface  sphérique  à  deux  feuillets  avec  quatre  points  de  ramifi- 
cation. Nous  choisissons  comme  endroit  ou  côté  positif  de  la 
surface  l'extérieur  des  feuillets  sphériques.  Cette  surface  est  for- 
mée de  deux  sphères,  l'une  intérieure  à  l'autre,  se  raccordant  sui- 
vant deux  lignes  de  passage  e,  e-y  et  e^Cr,  :  elle  oflre  la  plus  grande 
analogie  avec  les  surfaces  précédentes;  la  seule  différence  est  que 
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les  cylindres  de  i-accord  des  exemples  précédcnls  sont  remplacés 
par  des  rubans  de  raccord  se  croisant  le  lonj;  des  lij^^ncs  de  pas- 

On  suppose  une  pclile  fenle  faile  dans  la  s[)lière  intérieure  en  /' 
pour  donner  des  bords  à  la  surface.  On  trace,  comme  précédem- 
ment, une  première  coupure  h  {fig.  3-  a)  entourant  la  ligne  de 


l-'i^'. 


passage  e,  eo,  de  façon  à  détacher  la  sphère  intérieure  de  la  sphère 
extérieure  le  long  de  cette  ligne  :  on  peut  alors  retirer  vers  l'ex- 
térieur les  bouts  de  ruban  qui  se  croisent  en  e,<?2  et  qui  ratta- 
chaient les  deux  sphères  ;  opération  analogue  à  celle  de  la  page  i  o5. 
Les  deux  bords  de  la  coupure  b  sont  alors  b'  à  l'extérieur  et  b"  à 
l'intérieur,  b"  formant  le  contour  d'un  trou  dans  la  sphère  in- 
terne {Jig.  37  fj).  Les  deux  sphères  sont  maintenant  rattachées 
seulement  par  les  rubans  qui  se  croisent  sur  e^d,  comme  dans 
l'exemple  6,  page  104.  On  pourra,  par  déformation  continue,  faire 
sortir  la  sphère   intérieure  à  travers   la  ligne  de  passage  e-iC;  :  il 


suffira  d'opérer  comme  on  l'a  indiqué  dans  l'exemple  6,  page  lob. 
On  a  enfin  la  surface  représentée  dans  Idijîg.  38,  qui  peut  se  ra- 
mener à  une  surface  convexe  avec  deux  trous  b'  et  b" ^  ou  à  une 
A.  ET  G.  8 
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surface  circuloirc  plane  avce  un  iroii  (exemple  de  la  page  m). 
Une  (Icrniùre  coupure  a  rend  la  surface  slmplemenl  connexe  en 
réunissanl  les  deux  trous.  Il  est  important  de  figurer  ces  coupures 
on  place  sur  la  surface  primitive  de  Riemann;  c'est  ce  qui  est  fait 
dans  la  /r^.  39.  La  première  coupure  b  est  tracée  tout  entière  sur 
la  s|)lière  intérieure,  elle  entoure  la  ligne  de  passage  6)6-0;  elle  est 
m.inpne  en  traits  ponctués,  le  trait  plein  étant  réservé  pour  les 
lignes  tracées  sur  le  feuillet  supérieur.  La  seconde  coupure  a  part 
(Tun  point  a,3  du  bord  de  la  coupure  t,  traverse  la  ligne  de  passage 
<'3<'»  i»  partir  de  laquelle  elle  passe  sur  le  feuillet  supérieur,  sur 
lequel   elle  continue,  son  cours  jusqu'à  la  ligne  de  passage  6,^2 


qu'elle  traverse  en  passant  de  nouveau  dans  le  feuillet  inférieur; 
elle  vient  enfin  se  terminer  sur  le  bord  de  la  coupure  a  opposé  au 
point  de  départ  a^.  Les  deux  coupures  n'ont  aucun  point  com- 
mun dans  le  voisinage  du  point  P  de  la  figure,  car  elles  sont  tra- 
cées dans  des  feuillets  diff'érents;  a  passe  au-dessus  de  b  au  voisi- 
nage de  P.  Si  nous  figurons  ces  mêmes  coupures  sur  la  surface 
plane  de  Riemann,  elles  prendront  la  disposition  de  \dijig.  4o,où  le 
point  64  peut  d'ailleurs  être  à  l'infini.  Nous  appellerons  ordinai- 
rement T' la  surface  de  Riemann  ainsi  découpée,  en  réservant  la 
lettre  T  pour  la  même  surface  sans  coupures.  On  a  indiqué  par 
des  flèches  le  sens  du  mouvement  d'un  mobile  parcourant  le  con- 
tour de  la  surface  finale  simplement  connexe  T',  dans  le  sens  po- 
sitif. 

Il  est  important  de  distinguer  le  bord  positif  elle  bord  négatif 
des  deux  coupures  a  et  b.  La  coupure  a  afTecte  la  forme  d'une 
courbe  fermée  entourant  les  deux  points  Co  et  ^3  :  nous  appelle- 
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rons  bord  positif  de  celle  eou|)ure  le  bord  exlérieiir  A  marcjui'-  de 
signes  -r  sur   la  Jiff.   /\o,   el  marqué   en  Irails   plus   gros  sur  la 

Fig.  "(O. 


//i*-.  4i  ;  le  bord  iK-galif  de  a  sera  le  bord  intérieur  p.  Ensuite, 
pour  la  coupure  b,  nous  choisissons  comme  bord  positif  le  bord 
de  celle  coupure  que  doit  suivre  un  mobile  pour  aller  du  bord  po- 
sitif 0  de  a  au  bord  négatif  y  de  a,  en  ayant  à  sa  gauche  la  surface 
de  Riemann  (l'extérieur  de  la  coupure)  ;  ce  sens  de  circulation  du 
mobile  est  indiqué  par  les  flèches.  Le  bord  positif  de  b  est  mar- 
rpié  de  la  lettre  A  et  des  signes  -f-  dans  lafig.  /\o',  il  est  marqué 
en  Irait   plus  fort  dans  \dijig.  ^\.   Le  bord  opposé  p  est  le  bord 


Fig.  4i. 
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négatif  de  b.  Quand  un  mobile  parcourt  les  bords  des  coupures 
dans  le  sens  positif  (indiqué  par  les  flèches),  il  décrit  les  bords 
opposés  en  sens  contraires. 
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Il  esL  bien  cnlendu  que  la  disposilion  seule  des  coupures  est 
importante.  On  peut  faire  varier  leur  forme  d'une  manière  con- 
tinue comme  on  veut,  ainsi  que  la  forme  des  lignes  de  passage 
(•,Co  et  e^e-,.  On  peut  aussi  intervertir  le  rôle  des  deux  feuillets  : 
supposer  par  exemple  la  coupure  b  tout  entière  sur  le  feuillet  su- 
périeur, la  coupure  a  dans  le  voisinage  du  point  aj^yo  sur  le  feuil- 
let supérieur  et  dans  le  reste  de  son  parcours  entre  les  deux  lignes 
de  passage  dans  le  feuillet  inférieur.  Pour  avoir  la  figure  corres- 
pondant à  cette  disposition  des  coupures,  il  suffirait  de  tracer  en 
traits  pleins  ce  qui  est  pointillé,  et  inversement. 

06.  On  traitera  de  même  le  cas  général  d'une  surface  de  Rie- 
mann  à  deux  feuillets,  avec  un  nombre  quelconque  de  lignes  de 
passage.  Les  surfaces  sphériques  correspondantes  sont  analogues 
au  système  de  deux  surfaces  sphériques  reliées  par  autant  de  tubes 
cylindriques  qu'il  y  a  de  lignes  de  passage.  Prenons,  par  exemple, 
pour  traiter  encore  en  détail  le  cas  de  six  points  de  ramification, 
deux  sphères  extérieures,  reliées  par  trois  tubes  cylindriques  L,, 
L2,  L3.  On  fait  d'abord  une  petite  ouverture/dans  la  sphère  S  ;  puis 
on  trace,  en  partant  de  cette  ouverture  et  en  y  revenant,  une  pre- 
mière coupure  Z>,  entourant  la  base  du  cylindre  L,  sur  la  sphère  S, 


de  façon  à  détacher  ce  cylindre  {/ig.  42  a);  il  faut  imaginer  que 
cette  coupure  6,  tourne  sur  la  sphère  S  derrière  la  base  du  cy- 
lindre L,.  Partant  ensuite  d'un  pointe  de  cette  coupure  bi  on  trace 
une  seconde  coupure  sc./.^o^oO  venantse  terminer  sur  elle-même 
en  9,  de  façon  à  entourer  la  base  du  cylindre  Lo  et  à  détacher  ce  cy- 
lindre delà  sphère;  cette  seconde  coupure,  que  nous  désignerons 
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par  Cj-h  Ao,  se  compose  de  deux  parties,  une  portion  de  coupure 
c-î  de  î  en  r,,  puis  une  autre  portion  b-^  afTeclant  la  forme  d'une 
courbe  fermée  comme  ù,.  Après  ces  deux  coupures,  la  surface 
n'est  pas  encore  simplement  connexe  ;  en  la  déformant  un  peu  on 
lui  donne  la  forme  représentée  dans  \'a  Jlg.  4 2  [ii. 

Cette  nouvelle  surface  est  composée  d'une  sphère  S  avec  un 
trou  dont  le  bord  h\c.,b'.,c\  est  formé  par  les  bords  extérieurs  de 
bi  et  b-i  et  les  deux  bords  de  c^,  puis  d'une  deuxième  sphère  S' 
reliée  à  la  première  par  un  cylindre  L3  et  portant  deux  tubes  cy- 
lindriques L,  et  Lo  ouverts  par  deux  trous  dont  les  bords  IJ\  et 
b"..,  sont  les  bords  intérieurs  des  coupures  b^  et  60.  Cette  surface  a 
donc  trois  trous  distincts  :  elle  peut,  par  déformation  continue, 
être  ramenée  à  une  surface  sphérique  avec  trois  trous  ou  à  un 
feuillet  plan  circulaire  avec  deux  trous  {Jlg.  4'^  bis). 


V[s.  fti  bis. 


Pour  rendre  la  surface  simplement  connexe,  on  se  trouve  ra- 
mené à  un  problème  traité  antérieurement:  il  faut  réunir  un  de  ces 
trois  trous  aux  deux  autres  par  deux  coupures  «,  et  «o,  de  façon  à 
n'en   faire  qu'un  seul  trou.  Nous  joindrons  par  des  coupures  le 


Fig.  43. 


trou  de  S   aux  deux  trous  b\  et  b".,  de  S'.  La  coupure  «,  joindra 
un  point  de  b\  à  un  point  de  ^",  ;  de  même  la  coupure  r/o  joindra  un 
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point  (le  b\,  à  un  poiiil  de  h".,  {fig.  43  a).  J.a  surface  est  alors  simple- 
ment connexe.  Il  importe  de  figurer  ces  coupures  en  place  sur  la 
siirCacc  primitive;  c'est  ce  qui  est  fait  dans  la  deuxième  yZ^.  43  [i. 
Si  l'on  iracc  les  mêmes  coupures  sur  la  surface  déformée 
comnu"  dans  la  fJg.  4'-  l^is^  on  obtient  les  surfaces  de  \difig.  /\3  bis, 


Fi  g.  43  bis. 


où  il  est  évident  que  le  tracé  des  coupures  rend  la  surface  simple- 
ment connexe. 

Dans  ce  qui  précède,  les  sphères  sont  extérieures.  Si  l'on  avait 
deux  sphères  intérieures,  réunies  par  trois  tubes,  L(,  L,,  L3,  on 
procéderait  de  la  même  façon.  On  commencerait  par  détacher  de 
la  sphère  intérieure  S  les  deux  cylindres  L,  et  Lo  par  deux  cou- 
pures bf  et  Co  -h  b.2  entourant  les  bases  de  ces  deux  cylindres  ; 
puis  l'on  retournerait  la  sphère  interne,  à  travers  le  tube  L3, 
comme  un  gant;  on  retournerait  de  même  vers  l'extérieur  les 
tubes  L,  etLo  et  l'on  serait  ramené  identiquement  au  cas  précé- 
dent(/-.  42.3). 


57.  Prenons  maintenant  le  cas  d'une  surface  de  Riemann  sphé- 
rique  à  deux  feuillets  et  'trois  lignes  de  passage  et  e^,  636;,,  e^ea- 
Ces  surfaces  sont  analogues  aux  précédentes,  et  nous  les  décou- 
perons de  la  même  façon.  La  sphère  intérieure  est  rattachée  à 
l'autre  par  trois  couples  de  rubans  qui  se  croisent  suivant  ^(^0, 
^3^si  6560,  et  qui  remplacent  les  cylindres  L,,  Lo,  L3.  Traçons 
sur  la  sphère  intérieure,  à  partir  d'une  fente/,  une  première  cou- 
pure ^,  entourant  e,  <?2  de  façon  à  détacher  cette  sphère  de  la 
sphère  extérieure  au  voisinage  de  e<  e-y  ',  puis  retirons  vers  l'exté- 
rieur (comme  dans  l'exemple  6,  p.  io5)  les  deux  bouts  de  ruban 
qui    se    croisent    suivant    e,<?o,  de   façon    à    les    amener    en    b] 

{fis-  44  P^). 

Nous  partons  ensuite  du  bord  extérieur  b\  de  cette  coupure  Z>i, 
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Cl  nous  traçons  une  cou|>ur<.'  Cj^--  l>>  qui  vioni  >c  kiinincr  sur 
cllc-nième  après  avoir  conlournc  sur  la  splière  intérieure  la  ligne 
de  passage  e^e,,^  en  détachant  ainsi  la  sphère  intérieure  de  l'autre 
an  voisinage  de  e^d,.  Celte  nouvelle  coupure  faite,  nous  jiouvons 
retirer  vers  l'extérieur  les  rubans  qui  se  croisent  en  Cue,  de  façon 
à  les  amener  en   b\  {/if:'.   41    1^)-    On  a  ainsi    ramené  la  surface 


primitive  T  à  deux  sphères  intérieures  réunies  encore  le  long 
d'une  seule  ligne  de  passage  65^0  et  percées,  la  sphère  intérieure 
d'un  trou  b\  Co  b'.,  c-y,  la  sphère  extérieure  de  deux  trous  b\  et  b".,. 
Si  l'on  fait  alors  sortir  la  sphère  intérieure  comme  précédem- 
ment à  travers  la  ligne  de  passage  e^Co,  on  a  une  surface  repré- 
sentée dans  la  Jîg.  ^o,  qu'on  peut,   par  déformation  continue,^ 

Fig.  45. 


transformer  en  une  surface  connexe,  une  sphère,  par  exemple, 
avec  trois  trous,  1,2,  3,  et  qui  est  identique  à  la  surface  de  la 
ftg.  42  p  ou  4^  bis.  On  la  rendra  simplement  connexe  par  deux 
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coupures  réunissanL  CCS  trois  trous  en  un  seul;  une  première  cou- 
pure (tt  joindra  le  Irou  I  au  trou  3  en  allant  d'un  point  de  b\  à 
un  point  de  b]  ;  puis  une  deuxième  coupure  a-y  joindra  le  trou  2 
au  trou  3  en  allant  (Jî^-.    iG)  d'un  point  de  0'.,  à  un  point  de  b".y 


Fig.  46. 


On  a  ainsi,  comme  dans  l'exemple  précédent,  un  système  de 
quatre  coupures,  bi ,  c,  -h  6o,  <7,  et  <7o,  rendant  la  surface  simple- 
ment connexe. 

Il  est  important  de  figurer  (Jlg.  i~)  ces  coupures  en  place  sur 
la  surface  spliéricjue  de  Riemann  à  deux  feuillets!  La  coupure  6,  en- 


toure les  deux  points  e,  etCo  sur  le  feuillet  inférieur  :  elle  est  figu- 
rée en  traits  ponctués;  puis  d'un  point  de  ^,  part  une  coupure 
Co -h  b.y  se  terminant  sur  elle-même  après  avoir  entouré  les  deux 
points  «^3  et  C;  toujours  sur  le  feuillet  inférieur.  Une  première  cou- 
pure a,   part  d'un  point  a|3  du  bord  extérieur  de  ^,,  suit  d'abord 


(M)  NN  i:\roN    i)i:s   si  ni- aces  a   deux   feuilf.ets.  im 

If  rcuilltl  iiiIVrii'iir  jiis([ir;'i  la  li<;ne  de  passage  <?;,  (?oî  passe  ensuite 
sur  le  feiiillel  sii|)(''riciir  jusqu'à  la  ligne  Ci^o,  repasse  sur  le 
Icuillcl  inférieur  el  se  termine  sur  le  bord  de  ^,  opposé  au  point 
de  départ  a|j.  Une  deuxième  coupure  «o  part  de  même  d'un  point 
a'[j'  du  bord  extérieur  de  b,,  suit  le  feuillet  inférieur  jusqu'en 
('..eo,  le  supérieur  jusqu'en  ^'ue-,,  de  nouveau  le  feuillet  inférieur 
et  se  termine  sur  le  bord  de  bo  opposé  à  ol"^'.  Les  coupures  étant 
ainsi  tracées,  on  s'assure  aisément  qu'un  mobile  peut  parcourir 
la  suite  des  bords  des  coupures  (Tun  mouvement  continu:  le  sens 
de  ce  parcours,  supposé  effectué  dans  le  sens  positif  par  rapport  à 
la  surface  extérieure  des  sphères,  est  figuré  par  des  flèches.  Aux 
points  tels  que  P  les  coupures  passent  l'une  au-dessus  de  l'autre, 
car  elles  sont,  l'une  dans  le  feuillet  inférieur,  l'autre  dans  le 
feuillet  supérieur. 

Lu  même  figure,  étant  faite  pour  la  surface   plane  de  Riemann, 
prend  la  disposition  suivante  {Jig.   4^)?  t>î'   nous   avons  mis  les 


>:-- . 


mêmes  lettres  et  où  le  point  Co  peut  être  à  l'infini.  I^es  cou- 
pures «,  et  0-2  afl'ectent  la  forme  de  courbes  fermées  :  le  bord 
positif  +  marqué  d'un  trait  plus  fort  est  le  bord  externe.  Pour 
les  coupures  Z>,  et  Z>o,  le  bord  positif  est  défini  par  la  même  con- 
vention que  précédemment,  page   ii5.  Le  bord  positif  de  ^i  est 
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celui  que  sulvrail  un  moWdc  pour  aller  du  bord  positif  de  «,  au 
bord  négatif  de  a,  en  marchant,  par  rapport  à  la  surface  de  Rie- 
mann,  dans  le  sens  positif  (aire  enveloppée  à  gauche,  sens  marqué 
par  les  flèches).  Ainsi,  en  partant  du  point  a  (bord  positif  de  a,) 
et  marchant  sur  le  bord  extérieur  de  b,  dans  le  sens  de  la  flèche, 
on  revient,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  coupure  c,,  au  point  [i 
(bord  négatif  de  a,).  C'est  donc,  sur  la  figure,  le  bord  exté- 
rieur de  b,  qui  est  le  bord  positif.  Si  l'on  parcourait  le  bord 
opposé  dans  le  sens  positif  marqué  par  la  flèche,  on  irait,  au  con- 
traire, de  y  sur  lebord  négatif  dea,  en  o  surle  bord  positif.  Pour 
la  coupure  b.,  le  bord  positif  est  de  même  le  bord  qu'il  faudrait 
suivre  pour  aller  du  bord  positif  de  a.  au  bord  négatif  de  «o  en 
marchant  dans  le  sens  positif.  Ce  bord  positif  est,  dans  la/^'.  48, 
le  bord  externe  de  60,  qui  conduit,  comme  on  le  voit,  de  a'  (bord 
positif  de  a,)  en  [i'  (bord  négatif  de  a,)  dans  le  sens  des  flèches, 
l.c  bord  positif  de  c.  est  arbitrairement  choisi. 

58.  Nous  venons  d'examiner  en  détail  le  cas  de  six  points  de 
ramification  avec  trois  lignes  de  passage,  qui  est  au  fond  identique 
à  celui  de  deux  sphères  extérieures  rebées  par  trois  tubes.  Si  l'on 
prend  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  la  relation 


dans  laquelle  7^=27^4-2,  ou  2/>+ i ,  il  y  a  sur  la  sphère  ou  sur 
le  plan  p  -+- 1  lignes  de  passage  et  27?  +  2  points  de  ramitication, 
dont  un  à  l'infini  quand  n  est  impair.  La  surface  sphérique  de 
Riemann  est,  au  point  de  vue  de  la  connexion,  identique  à  un 
système  de  deux  sphères  extérieures  reliées  par /?  +  i  tubes  cy- 
lindriques  Ll,    Lo,   .  • .,    Ly,^.,. 

En  opérant  identiquement  comme  dans  l'exemple  précédent, 
on  rendra  la  surface  de  Riemann  simplement  connexe  à  l'aide  des 
Ap  coupures  suivantes,  aue  nous  traçons  sur  la  surface  de  Rie- 
mann plane.  Tout  d'abord  on  mène  les  coupures  ^>  et  c  +  ^  toutes 
dans  un  même  feuillet,  le  feuillet  inférieur,'  par  exemple,  comme 
il  suit.  On  trace  {/ig.  49)  une  coupure  fermée  6,  entourant  les 
deux  seuls  points  de  ramification  e, ,  Co  ;  puis,  partant  d'un  point 
de  bi,  une  coupure  Co  -f-  bo  venant  se  couper  elle-même,  formée 
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d'une  branche  Co  et  d'une  boucle  entourant  les  points  63,6/,; 
ensuite,  partant  de  même  d'un  point  de  bo,  on  trace  une  cou- 
pure C3  H-  Oi  venant  se  couper  elle-même,  formée  d'une  branche  c.i 
et  d'une  boucle  63  entourant  les  points  65,  e^,  ...  ;  enfin,  partant 
d'un  point  de  Ap_, ,  on  trace  une  coupure  Cp-'f  bp  venant  se  couper 
elle-même,  formée  d'une  branche  Cp  et  d'une  boucle  entourant  les 
points  e-:,p-\i  c-ip-  Sur  Xd^fîg.  49,  on  a  figuré  ces  coupures  en  sup- 


Fig.  49- 

*^--~^'"_ 

_^3__ 

■•<''-'~~<:^  b. 

^\^       y'/ 

n 

1  /„  V              ^\  \ 

'^2^ 

L2/5tl,27>t2 

e^ 

posant  les  points  e,,  (^o,  •  •  • ,  e^  dans  l'ordre  dans  lequel  les  ren- 
contre un  rayon  vecteur  tournant  autour  de  l'origine  O  dans  le 
sens  positif  des  rotations.  Le  point  e-2p+2  est  figuré  comme  étant  à 
dislance  finie  dans  la  surface  plane  de  Riemann;  il  est  à  l'infini 
quand  n  est  impair.  Les  lignes  de  passage  sont  tracées  comme 
précédemment  L, 2,  Lg, ,  .  .  .,  Lo^^+i^o^^o- 

Pour  achever  de  rendre  la  surface  simplement  connexe,  il  faut 
ensuite  tracer />  coupures  a.  La  coupure  «,  part  du  bord  de  la 
coupure  6,  en  a[j  dans  le  feuillet  inférieur  {Jîg-  5o),  traverse  la 
ligne  de  passage  L,2  pour  monter  sur  le  feuillet  supérieur,  tra- 
verse ensuite  la  ligne  de  passage  ^2p+\,-2p-\-2  pour  revenir  dans  le 
feuillet  inférieur  et  vient  se  terminer  au  point  yo  sur  le  bord  de  6, 
opposé  au  point  de  départ  a^  {fig-  5o). 

Dans  la  fig.  5o,  pour  ne  pas  surcharger,  on  a  désigné  les 
points  de  ramification  par  leurs  indices  seulement,  en  mettant  i, 
2,  3  au  lieu  de  <?,.  e^-,  c-ai  •  •  ••  De  même,  la  coupure  «0  part  du 
bord  interne  a[i  de  èo,  traverse  la  ligne  de  passage  Lg.,  joignant 
les  points  Cg,  ('j,  tourne  autour  du  point  e^pj^K  en  traversant  la  ligne 
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de  passa};c  U./,^,,o /,+..,  cl  vicnl  se    teimincr  m  y^  sur  le  bord  de 
/>o  opposé  au  point  de  d«-|)arl  a^'i.  Les  coupures  r/;,, 


a„  sont 


tracées  de   la   même  façon  à   l'égard   des  coupures  ^3,    ...,  bp. 
Toutes  ces  coupures  a  Irancliissentla  ligne  de  passage  h.p+i^^p+'i 


<h,'/  '^■. 


^-^A- 


et  affectent  la  forme  de  courbes  fermées  entourant  le  point  c-^p^\ 
associé  à  d'autres  points  de  ramification.  Ainsi  «i  entoure  t-j  et 
''■ip^K^d-i  entoure  c,,  e^,  Cg  etCoy^+o  ...,  «a- entoure  <?) ,  e^,  ^3,  ..., 
fioA-i  et  Co^+,. 

Comme  dans  les  exemples  précédents,  nous  nommerons  bord 
positif  des  coupures  cif,  a^,  . . . ,  cip  le  bord  externe  de  ces  cou- 
pures marqué  d'un  signe  +  ou  de  la  lettre  X  :  le  bord  positif  d'une 
coupure  telle  que  6,  est  le  bord  que  doit  suivre  un  mobile  pour 
aller  du   bord  positif  de  (7,  au  bord  négatif  en  marchant  dans  le 


sens   positif  (aire  de  la  surface  de  Riemann  à 


;lie).  D'aprèî 


cette  convention,  c'est  le  bord  externe  de  6,  qui  est  le  bord  po- 
sitif :  ce  bord  conduit  en  effet  de  v  en  0  en  tournant  dans  le  sens 
positif,  La  même  convention  appliquée  aux  autres  coupures  b 
montre  qu'elles  ont  toutes  pour  bord  positif  l'extérieur.  Quant 
aux  coupures  Co,  C3,  . . .,  Cp,  le  choix  du  bord  positif  n'a  pas  d'im- 
portance. Nous  prendrons  pour  bord  positif  de  la  coupure  c^, 
celui  qu'il  faut  suivre  pour  aller  de  6/j_,  à  b^  en  marchant  dans  le 
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sens  positif.  ()ti  a  li^iiiô  piir  do  llrclirs  le  sens  ihni'^  l((|iicl  >c 
iiiriil  un  nioliilc  parconranl  dans  Ir  sens  |i()silii'  loiil  le  cuiiiour 
de  la  >urlaee  de  llieniann  ainsi  dt-conpi'c  J',  eonloni-  loinn''  |)ar 
les  bords  des  coupnres.  Il  va  de  soi  qu'aux  points  tels  que  V  ces 
coupures  n'oni  aucun  pomi  commun,  car  elles  sont  dans  des 
Iruillels  dilleienl-. 

il  faut  remarquer  aussi  que  la  lornic  des  coupures  ne  joue  au- 
(  un  rôle  :  il  n'v  a  d'essentiel  que  leurs  positions  relatives.  On 
|)ciil  icmplaccr  le  sv>tcmc  de  coupures  considéré  par  loul  aulrc 
ipTon  en  déduirail  par  dél'ormalion  continue.  Par  exemple,  OJi 
peut  déplacer  d'une  manière  continue  le  point  d'insertion  a^vo 
d'une  coupure  ti/f  sur  une  coupure  ù/(]  on  peut  aussi  déplacer 
(Tune  manière  continue  le  point  d'insertion  d'une  coupure  C/,  sur 
les  coupures  6;i_,  et  O/i,  ou  même  le  faire  passer  d'une  coupure  h 
sur  une  coupure  a.  Ainsi,  dans  \ixjig.  5o,  on  pourrait  par  conti- 
nuité amener  Cj  à  occuper  une  position  telle  (jue  c'.,  ou  c",  ;  de 
même  pour  c^,  .  . .,  Cp. 

59.  Théorème  de  Caiichy  sur  une  surface  de  Rieniann .  —  Ce 
théorème  résulte  immédiatement  des  définitions  posées  dans  le 
CliajHtre  I.  Soit/(;^,  «)  une  fonction  du  point  analytique  (5,  m), 
uniforme  dans  le  domaine  d'un  point  (3,,?^,)  de  la  surface 
de  Riemann.  Supposons  que  cette  fonction  soit  régulière  au 
point  (;,,  //,),  ou  admette  ce  point  pour  point  singulier  isolé  : 
on  peut  toujours  prendre  le  domaine  0  du  point  (;,,^/,)  assez 
petit  pour  que,  dans  ce  domaine,  il  n'y  ait  pas  de  point  singulier 
placé  autre  part  qu'en  (::,,//,).  Alors  l'intégrale  ff{z^u)dz^ 
prise  dans  le  sens  positif  sur  le  contour  du  domaine  o,  est  égale 
à  27:iR,,R,  étant  le  résidu  relatif  au  point  (x, ,  ï/|  );  et  cela  est 
vrai  que  le  point  (3,,  u^  )  soit  un  point  ordinaire  de  la  surface  à 
distance  finie  ou  infinie,  ou  un  point  de  ramification  à  dislance 
finie  ou  infinie. 

Considérons  maintenant  sur  la  surface  de  Riemann  une  aire  S 
finie  ou  infinie,  simplement  connexe,  limitée  par  une  courbe  C 
formée  nécessairement  d'un  seul  trait  et  représentée  sur  la  sphère 
par  une  aire  finie  simplement  connexe  S,  limitée  par  une  courbe  F. 
Soit  /(-S,  u)  une  fonction  du  point  analytique  (3,  u),  uniforme 
dans  l'aire  S,  finie  sur  le  contour  C,   n'admettant  dans  l'aire  S 
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(raulrcs  singularilrs  que  des  points  singuliers  isolés,  nécessairc- 
menl  en  nomhre  fini.  L'inlé.uralc 


ff(-.,u)dz, 


prise  sur  le  contour  C  dans  le  sens  positif,  esl  égale  à 

o.-i(Ri-^  R2H-...+  R7), 

R,,  Ro,  . . . ,  y\q  désignant  les  résidus  relatifs  à  tous  les  points  sin- 
guliers situés  sur  S  et  aux  points  à  l'infini  si  l'aire  S  est  infinie. 
Pour  démontrer  ce  théorème,  découpons  par  des  courbes  trans- 
versales, en  nombre  quelconque,  l'aire  spliérique  S  en  parties  g-,, 
7o.  . . .,  T,„  assez  petites  pour  que  dans  chacune  d'elles  il  y  ait  au 
plus  un  point  singulier  ou  un  point  de  ramification.  Comme  à 
chaque  point  de  la  surface  sphérique  de  Riemann  correspond  un 
point  de  la  surface  plane  de  Riemann  et  réciproquement,  à  celte 
division  de  l'aire  sphérique  2  correspondra  une  division  de  l'aire 
plane  S  en  parties  St,  So,  . . .  ,  s„i  dont  chacune  contiendra  au  plus 
un  point  singulier  ou  un  point  de  ramification.  L'intégrale 
//{:-,  ii)dz,  prise  sur  le  contour  total  C  de  S,  est  égale  à  la  somme 
des  valeurs  de  cette  intégrale  prises  dans  le  sens  positif  sur  les 
contours  C, ,  Co,  . . . ,  C,„  des  aires  .ç, ,  5o,  . . . ,  5,„,  et  l'on  a 


(0 


JjyZ,U)dz=    j"  f{Z,u)dz-^J  f{z,U)dz-^...^  J    Az,u)dz 


Cette  formule  est  évidente,  car,  dans  les  intégrales  du  second 
membre,  les  côtés  contigus  des  aires  s^ ,  .So,  .  • . ,  Sm  sont  parcourus 
chacun  deux  fois  en  sens  contraires,  et  les  portions  correspon- 
dantes des  intégrales  se  détruisent  :  il  ne  reste  donc  que  les  por- 
tions de  ces  intégrales  relatives  aux  parties  du  contour  primitif  C 
qui  ne  figurent  chacune  qu'une  fois  dans  la  somme  et  dont  l'en- 
semble constitue  l'intégrale  du  premier  membre.  Mais,  dans  l'é- 
quation (i),  chaque  intégrale  du  second  membre  est  prise  sur  le 
contour  d'un  domaine  assez  petit  pour  ne  contenir  qu'un  point 
singulier  ou  un  point  de  ramification  au  plus  :  chacune  de  ces 
intégrales  est  égale  à  2tu  multiplié  par  le  résidu  relatif  au  seul 


rONNKXION  DES  SUR  FACES  \  I)  K  I  \  F  K  U  1  LLRT  S.        \l- 

|iiiiiil  slnt;iili(  r  ([iii  |)cut  rire  siliu"  dans  l'aire  correspondanlc,  cl 
l'on  a  hii'ii  la  rclalion  ruiidamcnlalc 

f  J\z,u)dz  --i-iiW.-^-W,-^  ...+  \\,,), 

(iiicllo  (juc  soil  la  foriue  ilc  l'aire  siniplemcnl  connexe  S. 

Le  même  lliéorème  serait  encore  vrai,  si  l'aire  considérée  S 
n'était  pas  siniplcmcnl  connexe  et  était  limitée  par  nne  on  plu- 
sieurs courbes  dont  l'ensemble  formerait  le  contour  (L  La  dé- 
monslralion  est  la  même. 

()0.  \V)Ici  niic  iinj)()rtanle  conséquence  de  cette  formule,  ne 
s'ap[)li(pianl  ipi'au  cas  où  S  est  simplement  connexe.  Supposons 
que,  dans  l'aire  S,  les  résidus  soient  tou^  nuls;  l'intégrale 
ci-dessus  est  nulle.  Considérons  alors  dans  l'aire  S  deux  points 
analytiques  Pq  et  Pde  coordonnées  (^^oi  ^^o)  et  (^,  ^<),  et  deux  che- 
mins Po^lP>  Po^l*  joignant  ces  deux  points.  Les  valeurs  de  l'in- 

tégrale   1  f{~-i  n)dz^   prises  le   long  de  ces    deux  chemins, 

sont  égales.  En  effet,  supposons  d'abord  que  ces  chemins  ne  se 
coupent  pas;  la  courbe  fermée  PqMPNPo,  formée  par  ces  deux 
chemins  placés  bout  à  bout,  est  une  courbe  fermée  tracée  sur  une 
surface  simplement  connexe  S;  elle  détache  donc  de  cette  surface 
une  portion  S(,  également  simplement  connexe.  C'est  ce  qui  ré- 
sulte  de   ce  que    nous  avons  vu  (n''  50,  o3)   pour  les   surfaces 

Fis.  5i. 


simplement  connexes.  Rappelons-en  rapidement  la  raison.  La  sur- 
face S  peut,  par  déformation  continue,  être  transformée  en  une 
surface  formée  d'un  feuillet  plan  s  à  contour  simple  c;  dans  cette 
déformation,  les  points  Pq,  P  et  les  chemins  PoMP,  PqNP  de- 
viennent {Jig.  oi)  po,  p,  Pompi  Pof^P-  Ces  nouveaux  chemins, 
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pliirt-s  IxMil  :.  Ix.ul  ,  />„i)i/>/i/>,,.  (orii)ciil  im  conLour  simple  ne  se 
coiiniinl  plis,  liiniliiiil  iiih-  ;iln'  s'i,  siinplcinenl  connexe,  située 
(l.iiis  s  :  donc,  -^iir  l;i  portion  de  siirlaco  de  Riemann  S,  la  courbe 
r„  MI'N  l'„  liiniir  une  aire  S  i  si  m  j)lciiienl  connexe,  située  tout  en- 
lière  dans  S. 

Comme,  par  livpollièse,  les  résidus  de/(^,  u)  dans  S  sont  tous 
nuls,  celle  fonclion  esl  uniforme  dans  S,  et  elle  y  a  aussi  tous 
ses  résidus  nuls  :  l'intégrale  ff{z,u)dz,  prise  sur  le  contour 
PoMPiNP,,  dt-  S,,  est  donc  nulle.  Or  la  première  partie  de  celle 
intégrale,  le  long  de  PoMP,  esl 


.(. 


f{z,u)dz 

MP 


■1  la  deuxième,  le  long  de  PNPo,  est 

-    f      f{z,u)dz: 


la  somme  de  ces  deux  intégrales  étant  nulle,  on  voit  que  la  valeur 
de  l'intégrale  //(^,  u)dz^  du  point  Po  au  point  P,  esi  indépen- 
dante de  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  la  prend,  pourvu  que 
celte  courbe  soit  située  sur  S. 

Nous  avons  supposé  que  les  chemins  PqMP  et  PoNP  ne  se 
coupenl  pas  ;  s'ils  se  rencontraient  en  un  certain  nombre  de 
points  analytiques,  il  n'y  aurait  qu'à  les  comparer  à  un  chemin 
ayant  les  mêmes  extrémités  et  ne  rencontrant  aucun  d'eux;  et  la 
conclusion  serait  la  même. 

En  résumé,  l'intégrale 

F(.-,  «)  =    /  f{z,u)cl 


S , 


a  une  valeur  unique,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  sur  S  entre  les 
deux  points  limites.  Laissant  le  point  Po(co5  '^o)  fi^e  et  faisant 
varier  le  point  \^{z,  ;/),  on  voit  que  cette  intégrale  définit  une 
fonction  du  point  analytique  (^,  u),  F(:;,  u),  uniforme  dans 
l'aire  S.  Comme /est  supposé  n'avoir  dans  S  que  des  points  sin- 
guliers isolés  à /Y'5fc^M5 /?«/5^  F(5,  u)  n'aura  que  des  points  sin- 
guliers isolés  dans  la  même  aire  S. 
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01.  \.c  cas  \c  plus  important  cl  en  mcnic  temps  le  plus  simple 
est  le  cas  où  l'aire  S  se  compose  de  toute  la  surface  de  Riemanii 
simplement  connexe  ï',  dont  le  contour  C  est  formé  par  l'en- 
semble des  coupures  ci/,,  b/,  et  c^  précédemment  tracées.  La  fonc- 
tion /(-,  //)  est  alors  supposée  uniforme  sur  toute  la  surface  T' 
et  ne  possède  que  des  points  singuliers  isolés.  Dans  ces  conditions, 
l'intégra  le 

ffiz,n)dz, 

prise  sur  le  contour  de  la  surface  T'  dans  le  sens  positif,  est  égale 
au  produit  de  >.-l  j)ar  la  somme  de  tous  les  résidus  de  /.  Dans 
celle  intégration,  les  bords  opposés  d'une  môme  coupure  sont 
parcourus  en  sens  contraire. 

Exemple.  —  Si  la  fonction  /(z,  u).  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes,  est  uniforme,  non  seulement  sur  la  sutfaceT', 
rendue  simplement  connexe  par  les  coupures  a,  b,  c,  mais 
aussi  sur  la  surface  primitive  de  Riemann  T  non  découpée,  la 
somme  des  résidus  de  cette  fonction,  sur  toute  la  surface  de 
lliemann  (y  compris  l'infini),  est  nulle.  Dire  que /est  uniforme 
sur  la  surface  primitive  T  de  Riemann,  c'est  admettre  qu'elle  ne 
change  pas  de  valeur  quand  on  franchit  une  coupure  ou  qu'e//e 
prend  les  mêmes  valeurs  sur  les  bords  opposés  de  chaque  cou- 
pure. Alors  l'intégrale 


X 


f(z,u)dz 


est  évidemment  nulle,  car  les  deux  bords  d'une  même  coupure 
étant  parcourus  en  sens  contraire  et  la  fonction  /  prenant  les 
mêmes  valeurs  sur  les  deux  bords  d'une  coupure,  les  éléments  de 
l'intégrale  provenant  des  bords  opposés  de  chaque  coupure  se 
détruisent  deux  à  deux.  La  somme  des  résidus  est  donc  nulle. 
Ce  théorème  s'applique  en  particulier  à  une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  u;  nous  l'avons  démontré  autrement  dans  le  Cha- 
pitre L 

62.   Supposons  maintenant  que  l'aire  simplement  connexe   S 
embrasse  toute  la  surface  de  Riemann  T',  et   que,   de  plus,    tous 

A.    ET    G.  Q 


i3o  criAPiTUE   m- 

les  rcsidits  (le  J {z,  u)  soient  nais.  Dans  ces  condilions,  si  Ton 
prend  sur  la  surface  deux  points  analytiques,  Po(-o,  ''o)  t;t 
P(c,  //),  l'inlégrale 


prise  de  Po  en  P  le  long-  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  la 
surface  T',  c'est-à-dire  ne  franchissant  pas  le  contour  de  cette 
surface  constitué  par  l'ensemble  des  coupures,  a  une  valeur  in- 
dépendante du  chemin  suivi  (n"  60).  La  limite  inférieure  étant 
regardée  comme  fixe,  cette  intégrale  est  donc  une  fonction  uni- 
forme de  sa  limite  supérieure  (z,  ?/),  F(^,  u)^  sur  la  surface  de 
lliemann  T'.  Cette  fonction  F(::,  u)  n'a  d'ailleurs  pas  d'autres 
points  singuliers  que  les  points  singuliers  de/(::,  ;/),  car,  dans  le 
voisinage  de  tout  point  où  f(z,  u)  est  régulière,  il  en  est  de 
même  de  F(^,  u),  sauf,  peut  être,  pour  le  point  à  l'infini. 

Si  l'on  suppose  que^/(^,  u)  est  une  fonction  rationnelle  de  z 
et  u  avec  des  résidus  nuls,  F(^,  u)  est  une  intégrale  abélienne 
composée  avec  des  intégrales  quelconques  de  première  et  de 
deuxième  espèce.  Donc  une  somme  d'intégrales  de  première  et 
de  deuxième  espèce,  ayant  même  limite  supérieure  (5,  u),  est  une 
fonction  uniforme  de  (5,  u)  sur  la  surface  de  Riemann  simplement 
connexe  T'. 

63.  Laissons  de  côté  le  cas  oii  f( z,  u)  sei^ait  une  fonction  trans- 
cendante, et  supposons  qwc /(£;_£<)  est  une  fonction  rationnelle  de 


est  alors,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  somme  d'intégrales 
ubéliennes  de  première  et  de  deuxième  espèce  :  c'est  une  fonction 
uniforme  de  (z,  u)  sur  la  surface  T'  ;  la  fonction  rationnelle /(s,  u) 
est  une  fonction  uniforme,  même  sur  la  surface  primitive  T  sans 
coupures,  de  sorte  que  f(z,  u)  prend  les  mêmes  valeurs  sur  les 
deux  bords  opposés  d'une  même  coupure,  car  l'épaisseur  d'une 
coupure  est  toujours  supposée  infiniment  petite. 
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Voyons  quelles  relalious    il    existe   enlrc    les   deux    valeurs    de 

l'\z,  u)  aux  deux  bords  o[)j)Osés  d'une  eouj)ur<\   Prenons,  poui- 

lixcr  les  idées,  la  coupure  Oi  :  soient  A  un  poinl  du  Lord  positif,  o 

//i,'.  52)  le  poinl  situé  en  face  de  A  sur  le  bord  négatif,  a  et  [i  les 


^c-  — ^X// 


deux  points  où  le  bord  négatif  de  la  CQiipure  ^,  rencontre  les 
bords  de  a,.  La  valeur  de  l'intégrale  F(:::,  u)  en  un  point  analv- 
lique  étant  indépendante  du  chemin  d'intégration,  pour  avoir  la 
valeur  de  F(^,  u)  au  point  A,  nous  pouvons  aller  de  Pn  en  a,  puis 
de  a  en  A  le  long  du  bord  positif  de  la  coupure;  alors 


'(À)  =  F(a)4-    f'f{z,u)dz, 


la  dernière  intégrale  étant  prise  sur  le  bord  positif  de  la  coupure 
(ïi  de  a  à  À.  De  même,  pour  avoir  la  valeur  de  F(;;,  u)  en  p,  allons 
de  Po  en  ^,  puis  de  {i  en  0  le  long  du  bord  négatif 


F(p)  =  F(p) 


^)^  £\f{z,u)dz.. 


Dans  la  figure,  le  point  Po  est  supposé  sur  le  feuillet  supérieur, 
l  l'on  a  tracé  un  chemin  allant  de  Po  en  a  sans  franchir  de  cou- 


)ure.  Mais  les  deux  in 


tégrales   /    f(z,  u)clz  et  /   /(^,  u)dz  sont 

égales,  car  a  diffère  infiniment  peu  de  ,3,  A  de  p,  et  les  chemins 
d'intégration  de  a  à  A  et  de  [^  à  p  diffèrent  infiniment  peu;  enfin, 


\a  fonclion  ralionnellc  prend  les  mêmes  valeurs  aux  deux  Ijords  de 
la  coupure.  Les  intégrales  sont  donc  composées  identiquemcnl 
<les  mêmes  ('léments,  et  l'on  a 

F(A)-F(?)-I'(^)-F(?)- 
Comme  A  et  p  sont  deux  points  quelconques  en  face  Tun  de 
l'autre  sur  la  coupure  «,,  la  dififércnce  F(X)  —  F(p)  est  constante 
tout  le  long  de  «,,  depuis  a,  ^  jusqu'en  v,  5.  Cette  différence 
constante,  que  nous  appellerons  A,,  est  le  module  de  périodicité 
de  l'intégrale  ¥{z.^u)  le  long  de  la  coupure  a,.  Pour  calculer 
effectivement  cette  constante  A,,  remarquons  que  F(a)  étant  la 
valeur  de  l'intégrale  en  a  le  long  du  chemin  figuré  Poa,  pour  avoir 
F(,3),  il  suffit  de  prendre  l'intégrale  de  Pq  en  a  sur  le  chemin  pré- 
cédent, puis  de  a  en  [5  le  long  du  bord  interne  de  la  coupure  ^,. 
Donc   la   différence    F(a)  — F([S)    est    la    valeur    de    l'intégrale 

f f{:^  u)  dz  prise  de  |i  en  a  le  long  du  bord  interne  de  6,  ;  le 
module  de  périodicité  A,  est  donc  la  valeur  de  l'intégrale  prise  sur 
une  petite  courbe  fermée  tracée  dans  le  feuillet  inférieur  de  la 
surface  et  entourant  les  deux  points  de  ramification  e,  et  Co 
ifig.  53);  cette  petite  courbe  fermée  peut  être  supposée  placée 


en  C  infiniment  près  de  la  ligne  de  passage  (',  Ca,  car  les  valeurs  de 
l'intégrale  le  long  de  deux  courbes  fermées  quelconques  C  et  C, 
entourant  les  deux  points  ej  et  eo  sur  le  feuillet  inférieur  de  la 
surface  primitive  T,  et  pouvant  se  réduire  l'une  à  l'autre  par  con- 
tinuité sans  franchir  aucun  point  de  ramification,  sont  égales 
entre  elles.  Cela  résulte  de  ce  que,  dans  l'aire  comprise  entre 
les  courbes  C  elC,  la  fonction /(:;,?/)  est  uniforme  et  a  ses  résidus 
tous  nuls. 
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De  même,  si  l'on  appelle  ).  et  p  deux  points  en  face  l'un  de 
Taiitre  sur  les  deux  bords  d'une  coupure  quelconque  r/^,  A  sui- 
te bord  positif,  p  sur  le  bord  négatif,  la  dilTérence  F  (a)  —  l"(p)  a, 
le  long  de  cette  coupure,  une  valeur  constante  Aa  égale  à  l'inté- 
grale I  /[z-j  i()  dz,  prise  dans  le  sens  positif  le  long  d'une  courbe 
fermée  entourant  les  deux  points  de  ramification  e^A.,,  c^a  sur  le 
feuillet  inférieur. 

Une  coupure  telle  que  6,  est  partagée  en  deux  parties  par  le 
|)oint  d'inserlit)n  yt  de  la  coupure  Co  et  le  point  d'insertion  ajjyo 
de  rt,  {/'g.  02).  JNous  appellerons  provisoirement  ces  deux  parties 
//,  et  b'I.  En  vertu  du  raisonnement  précédent,  sur  la  portion  b\,  la 
(lilTérence  F(a)  —  F(p)  est  une  constante  B',  et  sur  la  partie  0] 
une  constante  B,  ;  enfin  sur  Co  cette  même  différence  est  une  con- 
stante C-i-  Nous  allons  démontrer  que 

B'i  =B;,         Go  =  o. 

lin  eflet,  le  point  de  croisement  des  coupures  «i  el  6)  donne 

^3  (   F(a)-F(^)  =  A,. 

/  F(Y)-F(o)^A,: 

les  jjoinls  a  et  ''■j,  y  et  0  sont  en  face  l'un  de  l'autre  sur  les  bords 
de  cil,  y.  et  y  sur  le  bord  positif,  [B  et  5  sur  le  bord  négatif.  De 
ice  sur  les  bords  c 

F(y,  —  F(a)  ^  B',, 

puis  0  cl  |j  sur  les  bords  de  b\,  on  a 

F(o)_F(p)  =  B\. 

Retranchant  ces  deux  dernières  équations  membre  à  membre, 

il  vient 

F(Y)_F(o)-[F«,-F(P)]=B'i-B;, 

équation  dont  le  premier  membre  est  nul  en  vertu  des  rela- 
tions (3).  Donc  B,  =  B'^  ;  nous  appellerons  alors  B,  la  valeur  com- 
mune de  ces  deux  quantités,  c'est-à-dire  la  différence  constante 
F(A)  —  F(p)  tout  le  long  de  b\  ;  B,  est/e  module  de  périodicité 
de  V intégrale  le  lon^  de  bf.  Pour  calculer  effectivement  B,,  on 
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,cm;.i<iiir(|ii('  P.,  <.nF(Y)  — r{a)cstégalyrinlégTale  J  /(z.,i/)  rh 
prise  sur  le  l)()nl  cxlcriciir  de  la  coupure  ^,  de  a  à  y,  c'csl-à-dirc 
dans  le  sens  indiqué  par  la  llcche.  Donc  B,  est  la  valeur  de  Fin- 
légralc  prise,  dans  le  sens  négatif,  sur  une  courbe  fermée  entou- 
rant les  deux  points  de  ramification  e, ,  e^p+i  et  tracée  sur  les  mêmes 
roiiillcts  (pic  la  coupure  (l^. 

Va\\\u  \v  module  de  périodicité  Co  le  long  de  c.  est  nul.  On 
peut  le  voir  d'une  première  façon  en  jirenant  le  point  de  croise- 
mcnl  syr.  des  coupures  Z/,  et  €■>  qui  donne 

F(a)-F(-O^B„ 
F(7)-F(rJ=Bi, 
F(yJ-F(E)=C2. 

Rciranchant  les  deux  premières  équations  membre  à  membre, 
on  trouve  immédiatement  que  Co  est  nul.  C'est  ce  qu'on  peut 
aussi  voir  diVectement,  car  Co  ouF(y)— F(£)  est  égal  à  l'inté- 
grale   I  /(:■',  u)  dz   prise  de  z  en  y  le  long    du  contour  suivant 

{Jig.  Sa)  :  2^'^  0  (bord  extérieur  de  6,),  op|j  (bord  intérieur  de  <7,), 
|jT,a  (bord  intérieur  de  /;,),  aXy  (bord  extérieur  de  «,),  enfin 
Y^'lyfbord  extérieur  de  Z>,).  Cette  intégrale  est  nulle,  car,  dans  le 
chemin  d'intégration  que  nous  venons  d'indiquer,  les  bords 
opposés  des  deux  coupures  a\  et  bi  sont  parcourus  en  sens  con- 
traire, et  comme /(^,  u)  prend  les  mêmes  valeurs  aux  points  cor- 
respondants des  deux  bords  des  coupures,  les  éléments  de  l'inté- 
grale sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires.  D'après 
cela,  il  n'y  a  pas  de  module  de  périodicité  le  long  de  Co  ;  l'intégrale 
abélienne  F(;:,  a)  de  première  ou  de  seconde  espèce  prend  les 
mêmes  valeurs  aux  deux  bords  opposés  de  Co,  de  sorte  que,  même 
si  l'on  supprimait  cette  portion  de  coupure  appelée  Co,  l'intégrale 
F(;,  u)  resterait  uniforme  sur  la  surface  T'  ainsi  modifiée. 

Le  même  raisonnement  montre  que,  sur  chacune  des  coupures 
bh{f<^=  1,2,  .  .  . ,  /?),  l'intégrale  admet  un  module  de  périodicité 

Ba,  et  que  sur  chacune  des  portions  de  coupures  c/i(h=:  i, />) 

le    module    de    périodicité    est    nul;    Ba    est    égal   à    l'intégrale 

/  /',^5  ")  <^^^  prise  dans  le  sens  négatif  sur  une  courbe  fermée  en- 
tourant les  points  e,,    ^25^3,    .  .  .  .  <?oA_|.  ^on+l- 
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l/inU-<;rale  ¥(z-,  it  \  (|iii  fsl  l'iiilégralc  la  plus  géïK-rah-.  coiik- 
posc'C  (l'intéjïraU's  «le  prcinirie  cl  ilc  seconde  espèce,  a  donc  7/>  iimi 
(Iules  de  péri(»di(ilt' 

\,.     A.. A,,, 

]},.     Ho |}/„ 

relatifs  rcspccllvcmcnl  aux  cou|)ures  ou  portions  de  coupures 

r/j,     (■/•> a  II, 

f>u      l>, b,,. 

Celte  intégrale  est  unilornie  sur  la  surface  de  lliemann  T' ren- 
due sinij^leuient  connexe  par  les  coupures  «/;,  bk  et  Ch-  Elle  ces- 
serait de  ItUre  si  Ton  supprimait  les  coupures,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  si  l'on  permettait  au  point  analytique  (z ,  a)  de 
franchir  les  coupures.  Si  nous  continuons  à  appeler  F(^,  it) 
la  valeur  unique  que  prend  l'intégrale  en  un  ])oint  (r;,  it) 
quand  la  variable  (:;,  a)  ne  franchit  aucune  coupure,  la  valeui- 
la  plus  générale  que  puisse  prendre  l'intégrale  en  ce  point , 
quand  le  point  {:•,  a)  peut  franchir  arbitrairement  toutes  les 
coupures,  est 

F{z,  u)-\-  /«i  Al  —  /«oAo-^. . .—  mpA.p~  «iBi  -4-  «oBo  H-. .  .-î-  iipBp. 

/fit,  m,,  ...,  f?ip,  /^^,  n^,  ...,  /ip  étant  des  entiers  quelconques 
positifs,  négatifs  ou  nuls.  En  effet,  chaque  fois  que  le  point  (z,  u) 
franchit  une  coupure,  la  différence  entre  les  valeurs  de  l'intégrale 

f         f(z,u)dz     et     F(z,u) 

augmente  ou  diminue  du  module  de  périodicité  correspondant. 
Ainsi,  par  exemple,  considérons (y/^-.  oo)le  chemin  Pop)vp'A'(s,  u) 
qui  franchit  les  deux  coupures  «o,  «3,  en  \  p  etV,  p',  avant  d'arriver 
au  point  (z-,  u). 

L'intégrale  prise  de  Pq  en  p  estF(p)  puisque  la  limite  infé- 
rieure est  au  point  P(,  par  hypothèse.  Prise  de  p  à  A  elle  est  nulle, 
car  l'épaisseur  de  la  coupure  est  infiniment  petite.  Prise  de  A  à  p' 
elle  estF(p')  —  F().),  de  p'  à)/  elle  est  nulle;  enfin  de  A' en  (5,  u) 
elle  est  F(r,  u)  —  F  (A').  La  valeur  de  l'intégrale  de  Pq  en  (z,  u) 
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le  lorii;  du  cliemin  considéré   est  donc,   si  l'on  fait  la  somme  des 

intégrales  partielles  ci-dessus, 

F(p)  +  ¥{p')-¥{l)-^Fiz,  u)  -  ¥{V), 
c'est-à-dire 


car,  sur  «o,  on  a 
et,  sur  «3, 


F(X)-F(p)=.A, 
F()/)-F(p')- A3. 


Remarque  sur  le  calcul  des  modules  de  périodicité .  — Nous 
avons  vu  qu'un  module  de  périodicité  tel  que  A,  est  égal  à  l'in- 
tégrale i  f{^,  u)  dz  prise,  dans  le  sens  positif,  sur  une  courbe  fer- 
mée C  quelconque  partant  d'un  point  du  feuillet  inférieur  et  en- 
tourant une  fois  les  deux  points  de  ramification  e^  et  Co  {fig-  53). 
On  peut,  en  particulier,  donner  à  cette  courbe  la  forme  suivante. 
Partant  du  point  O  du  feuillet  inférieur,  on  suit  d'abord  un  che- 
min rectiligne  O  /  j  usqu'en  un  point  l  infiniment  voisin  de  e^ ,  puis 
on  décrit  un  cercle  infiniment  petit  c-,  [autour  de  ej,  on  revient 
de  l  en  O,  on  décrit  un  second  chemin  rectiligne  Om,  allant  de  O 
(feuillet  supérieur)  en  un  point  m  infiniment  voisin  de  e^^  un 
cercle  infiniment  petit  g-o  autour  de  eo  et  l'on  revient  de  m  en  O 
(feuillet    inférieur).    Chacun   des    chemins    O /o-, /O,  Omo-omO 
s'appelle  un  lacet.  La  période  A,  est  donc  la  somme  des  valeurs 
de  l'intégrale  prise  sur  les  deux  lacets  relatifs  aux  points  e,  et  go 
de   la  manière  indiquée.    Chaque   période   A;^  s'exprime,    de  la 
même  façon,  par  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  sur  les  lacets 
relatifs  aux  deux  points  de  ramification  entourés  parla  coupure  h^- 
Quant  aux  périodes  B,,  Bo,   ...,  B^,  elles  s'expriment,  la  pre- 
mière B,  parla  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  prise  dans  le  sens 
négatif  sur  les  lacets  relatifs  aux  points  e^ ,  Co^+i ,  la  deuxième  B2 
par  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  prise  dans  le  sens  négatif 
sur  les  lacets  relatifs  aux  points  C),  eo,  63,  (?2p+i,     ...  On  a  repré- 
senté dans  la  fig.  53  les  lacets  relatifs  aux  points  e^ ,  62,  ^3,  eo^^,  : 
pour  avoir  B2,  il  faut  faire  décrire  au  point  (5,  u)  la  succession  de 
ces  lacets  en  commençant,  par  exemple,  par  le  lacet  Co^j+j  qui  doit 
être  parcouru  dans  le  sens  négatif  (sens  de  la  flèche)  en  partant 
du  point  O  du  feuillet  inférieur;  après  le  lacet  Co^^+i  viendra  63, 
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puis  f  j,  puis  t',  ;  cela  rcsullc  de  ce  qu'une  courbe  fermée  entou- 
rant les  points  <',,  Co,  e-^,  e^^^.,,  comme  le  bord  de  la  coupure  «j, 
peut,  par  déformation  continue,  cire  amenée  à  l'ensemble  de  ces 
lacets  successifs.  Cette  manière  de  calculer  les  modules  de  pério- 
dicité permet  de  comparer  les  résultats  de  la  méthode  de  Riemann 
;'i  ceux  que  donnent  les  méthodes  de  Cauchj  (^voir  Briot,  Fonc- 
tions abéliennes,  Chapitre  VI"). 

6i.  Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  étudierons  l'intégrale  F(:;,  u) 
sur  la  surface  de  Riemann  simplement  connexe  T'  :  F(:;,  u)  est 
alors  une  fonction  uniforme  de  (^,  u)  avec  ip  modules  de  pério- 
(iiciti-.  En  particulier,  toute  intégrale  abélienne  de  première 
ou  de  seconde  espèce  admet  ainsi  2/>  modules  de  périodicité. 
Nous  allons  étudier  séparément  ces  deux  sortes  d'intégrales  ; 
mais  auparavant  nous  traiterons  un  exemple,  en  appliquant  ce  qui 
précède  aux  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde 
espèce. 

Considérons  la  relation  algébrique 

OÙ  k  est  une  quantité  imaginaire  quelconque.  Nous  avons  actuel- 
lement   quatre    points    de    ramification    -{-i,    — i,    +t'    — t 

{fig-  54)-  Nous  conviendrons  que,  dans  le  feuillet  supérieur,  on  ait 
pour  ;;  =:  o,  ««  ^  I ,  et  que  les  deux  feuillets  se  raccordent  le  long 
des  lignes  de  passage  suivantes  :  la  ligne  droite  L  joignant  les  points 

-h  I ,  —  I,  et  la  ligne  courbe  L'  joignant  les  points  +  .■>   — j- 

La  coupure  b  entoure  entièrement  les  deux  points  -\-  i  et  —  i 
dans  le  feuillet  supérieur;  la  coupure  a  part  du  point  yo  du  bord 
externe  de  ^,  traverse  L',  tourne  dans  le  feuillet  inférieur  autour 

des  points  +t  et  -h  i,  traverse  la  ligne  de  passage  L  et  revient 

aboutir  au  point  a[3  en  face  de  yJ.  Nous  supposerons  le  point  O, 
(0,1)  placé  sur  le  bord  positif  de  cette  coupure  b.  Tci/»=i 
(figure  analogue  auxjig.  4o  et  4i)-  H  ja  deux  modules  de  pério- 
dicité pour  chaque  intégrale  de  première  ou  de  seconde  espèce 
correspondant  à  la  relation  algébrique   considérée,  c'est-à-dire 
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poiircliiujm-  iiit('-i;ral('  cUipliquc  de  première  ou  de  seconde  espèce 
F(r,  //)  ~   I  /{:-,  II)  r/^,/élanl  ralionnel.  Soient  Aet  B  ces  deux 


modules  de  périodicité  le  long  des  coupures  a  et  b,  dont  les 
bords  positifs  sont  marqués  des  signes  --.  On  a 

A=F(Y)-F(oi; 

A  est  donc  l'intégrale  elliptique  considérée,  prise  de  8  en  y  le  long 
du  bord  externe  de  h,  ou  plus  généralement  prise  dans  le  sens 
négatif  sur  une  courbe  fermée  quelconque  entourant  les  deux 
points  +  1  et  —  i  dans  le  feuillet  supérieur.  On  peut,  en  particu- 
lier, réduire  cette  courbe  à  une  ligne  C  infiniment  peu  différente 
de  la  droite  —  i  +  i,  ou  à  cette  droite  elle-même  parcourue  de 
—  1  en  -t-  I  dans  le  feuillet  supérieur,  puis  de  -j-  i  à  —  i  dans  le 
feuillet  inférieur. 

La  période  B  étant  égale  à  F([5)  —  Ffy)  est  égale  à  l'intégrale 
prise  de  y  en  [3  le  long  du  bord  externe  de  la  coupure  a,  et,  par 
conséquent,  à  l'intégrale  prise  dans  le  sens  négatif  sur  une  courbe 

fermée  quelconque  entourant  les  deux  points  -f-  i  et  +  |j  et,  en 

particulier,  le   long  d'une  courbe  fermée  infiniment  voisine  du 

segment  de  droite  -j-  i  _i-  i  parcouru  de    i    à  j  clans  le   feuillet 

supérieur,  de  j  à  i  dans  le  feuillet  inférieur. 
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l'iTiioii-i,  |i;ir  cxciiiplc.  riiik'j^rak'  tic  prcniiôrc  (;.s|jèc(' 

"  f/z 

'0,  1) 

\|)[)('l()iis,  avec  Jiicol)i.  K  ri  /K.'  les  deux  inLégral( 


„.  r''"'(/z 

J.a.  u        " 


prises  dans  !<•  rciiillel  supérieur,  la  première  suivant  le  segmeni 
rectiligne  de  i>à  i ,  la  deuxième  suivant  le  segment  i  à  y  i^inlégrale 
/  —,   prise  de  —  i  à  4-  '  dans  le  feuillet  supérieur,   est  égale  à 

:>K;  si  on  la  [)rcnail  de  — i  à  h  i  dans  le  feuillet  inférieur,  elle 
serait  —  ■>.  K,  car  les  valeurs  de  u  seraient  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  précédentes  :  donc  la  même  intégrale  prise  de  +  i  à 
—  I  dans  le  feuillet  inférieur  est  aK  et  la  période  A  le  long  de  a 
est  .\K.  De  même,  la  période  B  le  long  de  b  est  2iK',  car  l'inté- 
grale de  r  il  ',  dans  le  feuillet  inférieur,  égale  l'intégrale  de  i  à  j 

dans  le  feuillet  supérieur. 

Prenons  encore  l'intégrale  appelée   par  Legendre  intégrale  de 
seconde  espèce, 

([ui  est  partout  finie  à  distance  finie.  Pour  des  valeurs  très  grandes 
de  z,  on  a,  dans  l'un  des  feuillets, 

Dans  le  domaine  du  point  co  dans  l'un  des  feuillets,  Z(;^,  u)  est 
donc  de  la  forme 

zu„)  =  c+|-i(,-.^)i+.... 

Dans  le  domaine  du  point  co,  dans  l'autre  feuillet,  on  aurait  un 
développement  de  même  forme,  obtenu  en  changeant  la  valeur  de 
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la  conslanlc  cl  le  signe  de  louslcs  coefiicienls.  L'intégrale  Z(r,  u) 
est  done  bien  de  seconde  espèce  d'après  nos  dénominations;  elle 
a  pour  pùles  simples  les  deux  points  à  l'infini  dans  les  deux  feuil- 
lets. Si  l'on  pose  avec  Legendrc 

1 

^  z'-  dz 


les  intégrales  étant  rectilignes  dans  le  feuillet  supérieur,  on  voit, 
comme  plus  haut,  que  les  modules  de  périodicité  de  l'intégrale  Z, 
le  long  des  coupures  a  et  6,  sont 

A'=4J,        B'  =  2iJ'. 

Remarque.  —  La  courbe  G  est  composée  d'une  suite  de  deux 
lacets;  la  courbe  C  entourant  les  points  i  et  j  peut  être  rempla- 
cée aussi  par  deux  lacets  partant  de  O  et  entourant  successivement 
les  points  i  et  y  ^  comme  on  l'a  montré  dans  la  fig.  53  pour  la 
courbe  C  entourant  les  points  e^  et  Co  de  cette  figure. 

6o.  Si  F(:;,  u)  et  F'(^,  u)  désignent  deux  intégrales  abéliennes 
composées  comme  les  précédentes  à  l'aide  d'intégrales  de  pre- 
mière et  de  seconde  espèce,  la  valeur  de  l'intégrale 


=  [^{z,  u)d¥'{z,  u), 


prise  dans  le  sens  positif  sur  le  contour  de  la  surface  T'  de  Rie- 
mann,  a  une  forme  remarquable.  Le  contour  de  la  surface  T'  est 
fitrmé  par  l'ensemble  des  bords  des  coupures.  Appelons  Aa,  B^  les 
modules  de  périodicité  de  l'intégrale  F,  A'^.  et  B'^  ceux  de  F'  le 
long  des  coupures  «^  Gl'bf,:,  nous  allons  démontrer  que  l'inté- 
grale I  a  pour  valeur 

I  =  AiB'i  -  BiA'j  ^  A2B2  -  B,A',  -.  . .- A;,B;,-  BpA;,. 

En  effet,  évaluons,  dans  l'intégrale  I,  les  éléments  provenant  des 
deux  bords  des  différentes  coupures.  Prenons  d'abord  la  cou- 
pure a,,  ).  un  point  du  bord  positif,  p  le  point  iitué  en  face  sur  le 
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Ixtiil  lu'galii.  Dans  la  somme  d'éléments  1,  la  partie  provenanl  du 
bord  posilif  de  la  coupure  «,  est  {fig.  Sa) 


C   Y{\)d¥'Çk). 


V Çk)  et  F'(a)  désignant  les  valeurs  de  F  et  F'  au  point  A,  car  le 
point  \  se  déplace  de  a  à  y;  la  partie  provenant  du  bord  néj^alil 
est  de  même 


/"'F(p)rZF'(p), 


car,  lorsque  z  parcourt  le  système  des  coupures,  sur  le  bord  négatil' 
il  se  déplace  de  o  en  ^  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche.  La  somme 
de  cesdcuxintégrales  est,  en  intervertissantles  limites  de  la  seconde, 

f\{\)d}^\r^-  f  F{p)dF'ip). 

Maintenant,  comme  la  coupure  a  une  largeur  infiniment  petite, 
|)0ur  faire  varier  \  de  a  d  y,  il  suffit  de  faire  varier  p  qui  est  en  face 
de  1^  à  ô;  on  a  de  plus 

F'(X)  =  F'(p)-f-A'i, 
F(X)  =  F(p)+A,, 
dF'(l)  =  ^F'(p); 

donc  la  somme  ci-dessus  devient 

f\Fip)-^\,]dF'{p)-  f   F(p)dF'(p), 
c'est-à-dire,  en  réduisant, 


A,y  ^F'(p)=.A,[F'(3)-F'(P)]. 


Mais  cette  dernière  différence  F'(o)  — F'([i)  est  la  différence 
des  valeurs  de  F'  aux  bords  positif  et  négatif  de  bt  ;  c'est  donc 
B', ,  et  la  somme  des  deux  intégrales  est  A,  B'^. 

Cherchons  de  même,  dans  la  somme  des  éléments  I,  ceux  qui 
proviennent  des  deux  bords  de  la  coupure  b^  :  nous  allons  trou- 
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ver  —  B,A', .  En  cdcl,  appelons  encore  A  el  o  les  deux  points 
opposés  sur  les  deux  bords  de  />,,  nous  aurons,  comme  pré- 
cédemment, les  intégrales 

/     F(l)dF'(l)-  /     F{p)dF'{p), 

sur  les  deux  bords  de  />|.  Or 

F(X)=F(p)-r-B„ 
F'(>)=F'(p)-r-B',, 
dF'il)  =  dF'ip), 

et  pour  faire  varier  ).  de  y  à  o  il  suffit  de  faire  varier  p,  qui  est  en 
face,  de  a  à  ^.  La  somme  des  deux  intégrales  est  donc 

/     [F(p;-B,]./F'(?)-/     F{p)dF'(o), 

c'est-à-dire 

Bi  /     f/F'(p)r=B,[F'(p)-F'(a)|. 

La  différence  F'(a)  — F'([3)  est  égale  à  A',,  car  a  est  sur  le 
bord  positif,  j^  sur  le  bord  négatif  de  <:/,  ;  donc,  l'expression  ci- 
dessus  est 

—  BiA'j: 

en  résumé,  la  partie  de  l'intégrale  I,  provenant  des  bords  des  deux 
coupures  «,  et  ^,,  est 

AiB'i— BiA'i. 

De  même,  la  partie  provenant  des  bords  des  coupures  r/o,  ^2  est 

A,B^— B2A,, 
et  ainsi  de  suite. 

La  partie  provenant  des  bords  d'une  portion  de  coupure  Ch  est 
nulle;  car,  sur  les  deux  bords  de  q,  les  fonctions  F  et  F'  prennent 
les  mêmes  valeurs  et  les  deux  bords  sont  parcourus  en  sens  op- 
posés. Donc,  enfin,  I  est  égal  à 

Al  B',  -  B,  A\  -- . . .  --  A,, B^,  -  B^  A;,  . 

Le  tbéorème  est  démontré. 
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{'){').  (  )i»  pcul  évaluer  autrement  celte  Inlcgialc  I.  Kw  ellcl, 
daiirî's  le  théorème  de  Cauchy,  elle  est  égale  à  -'.t:/  nuilliplié  |)ar 
la  s<»tnnu'  des  résidus  de  la  fùiiclion 


{Z,  II) 


dz 

sur  toute  la  surface  de  Riemann.  En  égalant  ces  deux  valeurs  de 
lintégrale  I,  on  a  une  relation  de  la  plus  haute  importance  entre 
les  périodes. 

67.  Cette  relation,  que  nous  n'écrirons  pas  ici  pour  le  cas  g('- 
néral,  prend  une  forme  particulièrement  simple  quand  F  et  F' 
sont  deux  intégrales  abéliennes  de  première  espèce.  Alors  tous 
les  résidus  de  la  fonction 

dF'(z,  u) 


•(-,") 


dz 


sont  nuls.  Tout  d'abord  cette  fonction  n'a  que  des  points  singu- 
liers isolés,  car  il  en  est  ainsi  de  chaque  facteur  F  et  -^-  •  De  plus, 

comme  le  premier  facteur  F  est  partout  fini  puisque  c'est  une 
intégrale  de  première  espèce,  les  seules  singularités  sont  celles 
qui  proviennent  du  second  facteur.  A  l'infini,  ce  second  facteur 

3 

-r:  est  infiniment  petit  de  l'ordre  de  —  ou  de  (-]  ;  il  en  est  de 

même  du  produit  et  le  résidu  est  nul.   Le  facteur   -~rr  devient 

infini   aux  points    de    ramification:   au   point  c/,  il  devient  infini 

comme  j-.  il  en  est  donc  de  même  du  produit  F  —rr-,  et  le 

{z-eif-' 
résidu  est  encore  nul.  Donc  tous  les  résidus  sont  nuls;  l'intégrale  I 
l'est  aussi,  et  l'on  a  entre  les  modules  de  périodicité  de  deux 
intégrales  de  première  espèce  la  relation 

AiB'i  — BiA'i  +  AîB',— BoA;  -h. . .+ a^B/,— b^a;,  =  o. 

68.  Pour  traiter  un  second  exemple  où  le  calcul  de  l'intégrale  I 
se  fait  directement,  supposons  que  F(:;,  u)  soit  une  intégralede 
première  espèce^  et  F'(^,  u)  une  intégrale  élémentaire  de  se- 
conde espèce  ayant  pour  seul  pôle  le  point  analytique  («,  6),  avec 
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un  résidu  ôi;al  à  i.  Nous  supposerons  (r/,  b)  à  distance  finie  et 
distinct  d'un  point  de  ramification.  On  a  alors,  dans  le  domaine 
de  ce  point, 

F'(z,u)=  — ^—  -f-ao-t-a,(^  — rO+..., 

OÙ  les  termes  suivant  le  premier  forment  une  série  entière  en 
z  —  a.  Donc,  dans  le  domaine  du  même  point, 

dz  {z-af  -^ 

D'autre  part,  l'intégrale  de  première  espèce    F  est  régulière 
partout  :  on  a  dans  le  domaine  du  point  («,  6),  par  la  formule  de 

Tavlor, 

F(^,  u)  =  Y{a,b)-^{z-a)f{a,b)-\-..., 

oùf{z,  II)  désigne  la  dérivée  de  F(:;,  u)  par  rapport  à  ^,  de  sorte 
que 

F{z,u)=Jf{z,u)dz; 

/{:-.  if)  est  donc  la  fonction  rationnelle  de  z  et  u  dont  l'intégra- 
tion fournit  l'intégrale  de  première  espèce  considérée.  Le  déve- 
loppement de  F(;;,  n) —r:  au  voisinage  de  («,  b)  est,  par  consé- 
quent, 

¥(n.  h)  f(a.  h) 

„  —  ■ '-  une  série  entière; 

1-— «j-         -  — « 

ce  qui  montre  que  le  résidu  est  — /(«,  ^)- 

Tous  les  autres  résidus  du  produit  F(^,  u)  -j-  sont  nuls,  car, 

aux  points  de  ramification  et  aux  points  à  l'infini,  F'  se  comporte 
comme  une  intégrale  de  première  espèce,  de  sorte  qu'à  l'infini 

-p-  est  infiniment  petit  comme  —  ou  -^  et,  en  un  point  de  ramifi- 
cation Ci  à  distance  finie,  infini  comme  ■ •  La  fonction  F  -7— 

s/z  —  et  dz 

n'ayant  qu'un  résidu  non  nul,  —  f{a,  b),  l'intégrale  I  est  égale  à 
—  '2-i /[a,  b)  et  l'on  a,  entre  les  modules  de  périodicité  des  deux 
intégrales  F{z,  u)  de  première  espèce  et¥'(z,  u)  de  seconde  es- 
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pcce  (HCC  le  pôle  simple  {(/,  A  ),  la  relation 

A,  li\  -  B,  A',  -h  AoB',  -  15,  a;  +.  .  .4-  A/,B;,  —  B/,A;,  ^-  —  ■>.T.i/(a,  b). 

Nous  n'examinerons  pas  comment  il  faut  modifier  le  second 
membre  quand  le  pôle  («,  b)  de  l'intégrale  de  seconde  espèce  se 
trouve  en   un  point  de  ramification  ou  à  l'infini  :  on  doit  alors 

calculer  le  résidu  R  du  produit  F(3,  u)  - — -j^' — -  en  ce  point  et 

mettre  dans  le  second  membre,  au  lieu  de  —  irûj\(i^  A),  le  pro- 
duit 27:/Il. 

09.  De  même  que  le  théorème  de  Cauchy,  la  formule  de  Rie- 
mann  relative  à  l'intégrale  /  X  clY  peut  être  étendue  à  une  surface 
à  deux  feuillets. 

Soit  ^{z.  /^)  =  X  H-  «Y  une  fonction  uniforme  du  point  analy- 
tique (;,  «),  régulière  en  tous  les  points  d'une  portion  simple- 
ment connexe  S  de  la  surface  de  Riemann,  limitée  par  un  con- 
tour C.  L'intégrale  f  X  c/Y,  prise  le  long  du  contour  total  C- 

dans  le  sens  direct,  a  une  valeur  positive. 

L'aire  S  peut  s'étendre  à  l'infini  et  contenir  des  points  de  ra- 
mification. S'il  en  est  ainsi,  imaginons  qu'on  détache  les  points 
de  ramification  en  entourant  chacun  d'eux  d'un  petit  cercle  et 
«mlevant  la  portion  de  surface  intérieure  à  ce  petit  cercle,  et  qu'on 
enlève  de  même  les  portions  de  cette  surface  extérieure  à  un  ou 
deux  cercles  de  rayons  très  grands.  On  déduit  ainsi  de  S  une 
nouvelle  surface  S'  située  tout  entière  à  distance  finie  et  ne  ren- 
fermant plus  de  points  de  ramification.  Cette  surface  S'  peut  être 
décomposée  par  des  lignes  auxiliaires,  en  morceaux  n'appartenant 
qu'à  un  seul  feuillet,  à  chacun  desquels  on  peut  appliquer  la  for- 
mule de  Riemann.  En  faisant  la  somme  des  égalités  obtenues,  les 
portions  d'intégrales  provenant  des  lignes  auxiliaires  se  détruisent 

et  Ton  voit  que  l'intégrale  /  X<:/Y,  prise  le  long  du  contour  total 

de  S'  dans  le  sens  direct,  est  é^ale  à  l'intégrale  double 


imr^-mv^"- 


X 


•'■tendue  à  l'aire  totale  S'.  Le  contour  de  S' se  compose  d'abord  du 
A.   ET  G.  10 
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conloiir  primilil  (^  ci.  en  otilrc  des    |)Clilcs  circonlcrcnces  qui  cn- 

lourciil  lis  points  de  ramificalion  cl  des  grandes   circonférences 

(jue  l'on  a  ajoulécs  pour  limiter  S'.  Les  intégrales  /  Xc^Y  prove- 
nant de  ces  lignes  sont  infiniment  petites.  Par  exemple,  lorsque 
(z,  u)  vient  en  un  point  de  ramification  [ei,  o),  le  point  X  +  i\ 
vient  en  un  point  A -f- Bi  à  distance  finie;  au  petit  cercle  décrit 
autour  de  (e/,  o)  sur  la  surface  de  Pviemann  correspond,  sur  le 
j)lan    où  l'on  représente    X  -t-  /Y,  un   contour  fermé  infiniment 

petit  entourant  le  point  de  coordonnées  A,  B.  L'intégrale   /  X  d\ 

le  long  du  petit  cercle  est  égale  à  l'aire  balayée  par  le  rayon  vec- 
teur joignant  le  point  (A,  B)  au  point  (X,  Y).  Donc,  la  valeur  de 

l'intégrale  /  X  c/Y  le  long  du  petit  contour  entourant  le  point  et  est 

infiniment  petite;   on  peut  la  supprimer  sans   altérer  le  signe  de 

l'intégrale  totale  /  X^Y  étendue   au  contour  de  S'.  De   même, 

(|uand  le  point  {z^  n)  vient  en  un  point  à  l'infini,  le  point  X  -i-  i\ 
vient  en  un  point  (A,  B)  à  distance  finie.  Quand  (z-,  u)  décrit  sur  la 
sphère  un  contour  fermé  infiniment  rapproché  du  point  O'  ou 
dans  le  plan  un  contour  formé  d'un  ou  deux  cercles  de  rajon 
très  grand,  le  point  (X,  Y)  décrit  dans  le  plan  représentatif  de 
X  -{-  i\  une  courbe  fermée   infiniment   petite   autour   du   point 

(A,  B).  La  valeur  correspondante  de  l'intégrale  /  XoTif  est  égale  à 
l'aire  de  cette  courbe  fermée,  elle  est  donc  infiniment  petite  et  sa  va- 
leur n'influe  pas  sur  le  signe  de  l'intégrale  totale  /  X  clY  étendue  à 

tout  le  contour  de  S'.  L'intégrale  /  X  <fY  étendue  au  contour  pri- 

'- c 

mitif  ne  différant  de  /  X  c/\ ,   étendue  au  contour  auxiliaire,  que 

par  des  intégrales  infiniment  petites,  ces  deux  intégrales  ont  le 
même  signe,  et  le  théorème  est  démontré. 

70.  Faisons  l'application  de  ce  théorème  aux  intégrales  abé- 
Uennes  de  première  espèce.  Soit  F(s,  u)  une  intégrale  abélienne 
de  première  espèce;  c'est,  sur  la  surface  simplement  connexe 
T'  limitée  par   les  bords  du   système  de  coupures  au,  ^a,  ch  une 
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fonction  parloul  it'miliric.  Si  donc  on  pose 

F(j,  «)  =  X-HiY, 
rintégralc 

étendue  au  contour  de  la  surface  de  Riemann  tout  enlicrc  ï',  c'est- 
à-dire  prise  le  long  des  bords  des  coupures,  eslposilà-e.  SoienI 

\k  =  a/,  -4-  ta'/,,         B/,  =  ^^. ■+-  i<^',, 

les  modules  de  périodicité  de  F(r,  u)  sur  les  coupures  «/,,  6/,,  en 
mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  imaginaires.  Alors,  sur 
les  deux  bords  X  et  p  d'une  coupure  a^,  on  a 

F(),)-F(o)  =  A/,, 
c'est-à-dire 

Xf  ).)  -i-  iY(X)  -  X(p)  -  tY(p)  =  a/,  -h  i%',,, 

en  appelant  X  (À),  Y(a),  ...  les  valeurs  de  X  et  Y  au  point  ).,  .... 
On  a  donc 

X(X)-  X(p;  =  'x;„         Y(À)  -  Y(p)  =  a',.; 

de  même  sur  les  bords  de  ^/;, 

X(X)-X(p)  =  Pa-,        Y(X)-Y(p)=^',. 

Sur  les  bords  des  portions  de  coupures  c^,  ces  difFérences  sont 
nulles.  D'après  cela,  l'intégrale 


-X 


\dY 


prise  dans  le  sens  positif  le  long  des  bords  des  coupures  a  pour 
valeur 

J  =  «1  p;  —  ;3iai  -^  7.2  p;  —  p^a',  -f-.  .  .-!-«/,  [b;,  —  p^a;,  ; 

c'est  ce  qu'on  voit  en  répétant  identiquement  le  raisonnement  du 
n"  65  qui  nous  a  donné  la  valeur  de  l'intégrale 

fF{z,  u)d¥'{z,  u), 

avec  les  conditions 

F(>0  — F(p)  =  A/,,         F'(X)  — F'(p)  =  A'/, 
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sur  les  coupures  cik-,  et 

F(X)  -  F(p)  =  B/,,         F'(À)  -  F(p)  =  B'/, 

sur  les  coupures  6yt,  les  mêmes  différences  étant  nulles  sur  Ch- 

Donc,  pour  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce,  la 
quantité  J  est  positive.  Il  est,  en  particulier,  impossible  que 
toutes  les  quantités  a,,  ao,  ...,  a^,  a',,  ...,  a^  soient  nulles  en 
même  temps,  c'est-à-dire  que  A,,  Ao,  ...,  A^  soient  tous  nuls. 
On  peut  faire  la  même  remarque  pour  B<,  Bo,  . . .,  B^. 

Par  exemple,  pour  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  que 
nous  avons  considérée  au  n°  64,  les  deux  modules  de  périodicité 
correspondant  aux  deux  coupures  a  et  b  {p  ^  i)  sont 

A  =  4 K  =  a  -i-  ia',         B  =  2 1 K'  =  p  +  i^'. 

On  a  alors 

ap'-pa'>o, 

ce  qui  démontre  que,  dans  le  rapport  -p,  la  partie  réelle  est  posi- 
tive; on  a,  en  effet, 

K  ia  —  a'  :/.-■+-  a'- 

71.  Intégrales  normales  de  première  espèce.  —  Nous  avons 
trouvé  qu'il  existe /:>  intégrales  de  première  espèce  linéairement 
indépendantes 

wi(z,u),      W2{Z,U),       ....       lVp{.Z,u). 

Nous  appellerons 

A^i,     Aa-2,     A/,.,,, 

B;t.i,     B/,2,     ...,     Bap 


les  modules  de  périodicité  de  W/;  le  long  des  coupures  rt, ,  «o 

ap  et  bi,  bo,  .  . .,  bp. 

Posons,  en  désignant  par  k  un  des  nombres  i,  2,  ,  .  . ,  p  : 

(f!*''  (Z,  m)  =   Xi  HPi   -t-  A,  Wo  -f-  .  .  .    -H  kp  Wp  , 

Al,  \n.  .  .  , ,  \p  étant  des  constantes.  La  fonction  w^^'^  est  aussi  une 
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intt'grale  de  première  espèce  :   ses  modules  de  périodiciLc,  que 
nous  appellerons 


«Al,      «A  2. 


«A/), 


sont  donnés  par  les  équations 


(4) 


(5) 


aki  =  X,  Aii-t-  X2A21  -+-  . 
aki  =  X,A,2-4-X2A22-i-  . 

•  -4-  XpApi, 
.-^X,A,2, 

«A7^=  X^Al/;-^  X2A2p-t-  . 
bki  .r-.  XiB.i+X.B,,-!-  . 

^'A2--X,B,2-+-X,B22-t-    . 

•  —  XpA/,,,, 
.+X,B,,, 
.--XpB/,2, 

'   b;,.,,=  XiB,;,-4-X2B2/,-(-  ...-+-  IpBpp. 
Tout  d'abord,  le  déterminant  des  modules  de  périodicité  A^^a- 


An,     A2,, 

A,2,        A22, 


Api 

A„2 


est  différent  de  zéro.  En  effet,  s'il  était  nul,  on  pourrait  déter- 
miner les  constantes  X, ,  Xo,  •  •  • ,  ^^p  de  telle  façon  que  les  modules 
de  périodicité  a^i)  <^<A25  ■  -  ■  ■,  (f^kp  donnés  par  {^)  fussent  tous  nuls  à 
la  fois.  Car  on  aurait,  pour  déterminer  les  constantes  X,/>  équations 
linéaires  et  homogènes  à  p  inconnues,  le  déterminant  des  coeffi- 
cients étant  nul  :  on  aurait  au  moins  un  système  de  valeurs  des 
A  non  nulles  toutes'à  la  fois.  Mais  alors  la  fonction  w^^^  (z,  u)  serait 
une  intégrale  de  première  espèce  pour  laquelle  tous  les  modules 
de  périodicité  relatifs  aux  coupures  a,,  «23  •  •  •,ap  seraient  nuls, 
ce  qui  est  impossible,  comme  nous  l'avons  vu  à  la  fin  du  numéro 
précédent. 

Le  déterminant  A  n'étant  pas  nul,  nous  déterminerons  les  A  en 
écrivant  que,  dans  l'intégrale  (V^*^  tous  les  modales  de  périodicité 
relatifs  aux  coupures  a  sont  nuls,  excepté  celui  qui  se  rapporte 
à  la  coupure  au  et  que  nous  ferons  égal  à  27: i, 


ih>/c).^ 
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Nous  aurons  ainsi,  pour  déterminer  A,,  Ao,  •  •  •  <  '^^pi  ""  système 
de  /)  équations  linéaires  à/?  inconnues,  le  déterminant  des  coeffi- 
cients étant  différent  de  zéro;  nous  trouverons  pour  les  A  un  seul 
système  de  valeurs.  L'intégrale  rv^^' (^,  «Oi  ^^"^^  déterminée,  est 
une  intégrale  normale  de  première  espèce.  Comme  l'entier  A-  a 
une  quelconque  des  valeurs  1,2,..  .,/?,  nous  formerons  de  cette 
manière />  intégrales  normales  de  première  espèce 

«^(1',      w^^-\       ...,      W^P\ 

pour  lesquelles  tous  les  modules  de  périodicité  relatifs  aux  cou- 
pures a  sont  nuls,  excepté  : 

Pour  tp<"  le  module «u  =  iT.i, 

Pour  w'^)  „  «22  =  27:£, 

Pour  (v('^'  »  akk=  2~i, 

Pour  w'^i'^  >• ccpp  —  iT.i. 

Les  intégrales  (ip^",  (v^-\  ....  cp^''^  ainsi  formées  sont  encore 
linéairement  indépendantes,  car  s'il  y  avait  entre  elles  une  relation 
linéaire  à  coefficients  constants  jj.,,  ijio,  ....  u-^  de  la  forme 

fjLiw'i'  -!-  [JL^it^^-'  -4-  ...  M-  |J.pw'/''  =  const., 

tous  les  modules  de  périodicité  du  premier  membre  seraient  nuls. 
Or  le  module  de  périodicité  du  premier  membre  sur  la  coupure  «, 
est  2;ji.,7:i,  carie  module  de  (v^"  est  9.tù  et  ceux  de  w'^-\  . ..  . ,  iv^P^ 
sont  nuls.  On  aurait  donc  a,  =  o.  De  même,  en  écrivant  que  les 
autres  modules  de  périodicité  sur  les  coupures  «27  ..-,«/)  sont- 
nuls,  on  aurait 


Il  n'y  a  donc  pas  de  relation  de  la  forme  supposée  et  les  w^''^ 
sont  linéairement  indépendantes. 

72.  Les  intégrales  normales  ainsi  formées  admettent  le  long  des 
coupures  ^i ,  èo,  .  . .  ,bp  des  modules  de  périodicité,  qui  sont,  pour 
l'intégrale  tv^*',  bjn,  bk2i  •  •  • ,  b^p.  Ces  modules  de  périodicité  étant 
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rangés  en  un  lahicau    clans  U'(|ucl  les  tliflcrenles  lignes  sont  rcs- 
|ieclivemcnl  les  modules  de  tv^'\  iV^-\  .  .  .,  iv^P^ 


621,        ^'22.         .. 


bip 

b-ln 


tormcnl  un  délcrnuiianl  symélriquc  :  c'esl-à-dire  que  l'on  a 

bjik  =  6/./i- 

Pour  démontrer  cette  importante  propriété,  appli(juons  aux 
doux  intégrales  (v'^'  et  w'^^^  la  relation  générale  établie  au  n°  67 
entre  les  modules  de  périodicité  de  deux  intégrales  de  première 
espèce  F  et  F' 

AiB'i  —  BiA;  -î-AîB;  — b.a;  -4- ...  -i-  A/,b;,  —  B/,a;,  =  0.    • 

Nous  aurons,  d'après  les  notations  actuelles, 
y^)  (tin  bu  —  b,a  aux  -~  ci,i<ib,,^_  —  bn^a/^i  -^  .  .  .  -1-  a,,pbi,,,  —  bupa^p  =  o  ; 

mais  tous  les  modules  a  sont  nuls,  excepté  ceux  qui  ont  les  deux 
mêmes  indices  a^k  et  ahh-,  q"i  sont  tous  deux  égaux  à  i~i.  Il 
ne  subsiste  donc  dans  la  relation  (6)  que  les  deux  termes  sui- 
vants : 

auhbkii  —  b/ikttkk  =  o 
el,  comme 

il  reste 

bhk  =  bkh, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

73.  Comme  résumé  de  ce  qui  précède,  formons  le  tableau  des 
modules  de  périodicité  des  intégrales  normales  de  première 
espèce.  En  vue  de  la  suite,  il  est  plus  commode  de  mettre  en 
évidence  dans  les  modules  de  périodicité  bhk  un  facteur  2  en 
posant 

bkk  =  ici.kL\ 


la    condition    hkh=-hkh    entraîne    alors    évidemment   o.hk^=^-kii- 
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Nous  aurons  le  tableau  suivaiil,  où  sont  inscrits  sur  une  même 
ligne  horizontale  les  modules  de  périodicité  de  chaque  intégrale 
(ï'"\  iv^-\  . .  .,  w'/'^  et  sur  une  même  colonne  les  modules  relatifs 
à  ciiiKiiic  coupure  (i/i  ou  l//,. 
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a, 

a. 

«,' 

6, 

2  a, 5 

2  2^, 

^ 

(V(') 

0 
0 

0 

0 
0 

2a„ 

2  a,, 



3xv/=^ 

avec  la  condition  a^A-  =  ^M- 

"i.  Voici   une  dernière  propriété  des  modules  de  périodicité 
relatifs  aux  coupures  b. 
Le  déterminant 

'n,     «12,      •••,     «1 


est  le  discriminant  de  la  forme  quadratique 

/'      p 
^Hniy,m^, in,y)  =  ^  ^  ^likinuiUk  —  '^\\in\  +  . . .  -^  2x12»?^ 


Séparons,  dans  les  modules  de  périodicité,  la  partie  réelle  et  le 
coefficient  de  y/ —  i 

'J-hk^'-  ak--i-  'J-li.W  ~  1 
et  posons 


'(^mi,  m-j 


i/,mhm/,, 


h      k 
'^{mi,m2,  ...,  mp  )  =  ^  2  "^''^  "^^'  "^^'  ' 
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nous  avons 

•l(  r/ii,  .  . .,  m,,)  —  9  (//«,.  .  .  .,  m,j)  —  ^  —  i  <\i{rni,  . .  .,  m,,), 

'^{rn,,  . . .,  nip)  et  '}(/»!,  • .  .,  nip)  ('lant  des  formes  quadratiques  à 
coefUclents  réels.  Attribuons  aux  indéterminées  /?*, , /;?j,  ..., /7?y, 
des  valeurs  réelles  et  appliquons  la  formule  de  Riemann  (a"  70) 


2(-v3;-..:?v)>o 


à  l'intégrale  de  première  espèce 

W  —  nii  lï'^"  -f-  motv' 

On  a  ici,  en  mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  imaginaires 
<lcs  modules  de  périodicité  de  W, 


P,,  =  2 (  m,  y.,,,  -r-  m,  a,.,  -f-  ...  -  m^,  a^,,  )  =  j^^  ' 
et  la  formule  de  Riemann  devient 

"^  ("^'  è  -^  •  ■  •  -  '"''  7^,1  -  ^^'^^'"•'  •  •  •'  '^^>  <  "• 

La  forme  quadratique  'j(7?î|,  ..,  z^^;,)  est  donc  négative  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  /?z, ,  «lo,  . . . ,  nip.  C'est 
une  forme  définie  et  négative. 

Cette  propriété,  qui  est  la  généralisation  évidente  de  la  pro- 
priété rappelée  plus  haut  pour  le  rapport  des  périodes  de  l'inté- 
grale elliptique  de  première  £spèce,  est  fondamentale  pour  l'in- 
version. Pour  le  moment,  nous  en  déduirons  seulement  la  remarque 
suivante.  Il  peut  se  faire  que  les  2/»  périodes  de  quelques-unes 
des  intégrales  de  première  espèce  se  ramènent  à  un  moindre 
nombre;  mais  cela  ne  peut  avoir  lieu  en  même  temps  pour  les  ip 
systèmes  de  périodes  simultanées  des  p  intégrales  de  première 
espèce.  En  d'autres  termes,   il  est  impossible  d'avoir,  entre  les 
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■'./>  piTiocles  i\,,  Ao,  . . .  ,  A/,,  I), 1>/,  (le  cliaquc  intégrale   de 

première  csprco,  une  rclallon  de  la  forme 

mi  Al  -•-...  —  ni/,  A,,  —  «i  13,  -+-...  -l-  npB,,  =  o, 

m,,...,n}p,  nf,...jnp  étant  des  nombres  entiers,  la  relation 
devant  être  la  même  avec  les  mêmes  entiers  pour  toutes  les  inté- 
grales de  première  espèce.  En  effet,  s'il  existait  une  pareille  rela- 
tion, on  aurait  en  particulier  pour  l'intégrale  normale  (v^^^{z,  u) 


p 
2  771/1'::    ' 


\/— I  -^  2  \    7l;rJ-hk 

ou,  en  prenant  la  partie  réelle, 
2^1  a/,,  -h '?.7i2  0(.'/t2  -!-  • 
On  aurait  pareillement 


do 


do  do 

o 


071  i  on 


et  par  suite  'f  (/A|.  •  • . ,  tip)  =  o,  ce  qui  est  impossible. 

75.  I/itégra/es  no)'inales  de  deuxième  espèce.  — •  Soil 
2^(-G,  w;  «,  b)  une  intégrale  élémentaire  de  deuxième  espèce  avec 
le  seul  pôle  simple  («,  ^)  de  résidu  i .  Soient  A,,  A^.  •  .  ,  Aj,;  B,, 
Bo B^  ses  modules  de  périodicité.  L'intégrale 

est  encore  de  deuxième  espèce,  quels  que  soient  les  coefficients 
constants  Vi,  Vo,  ....  v^.  Nous  déterminerons  ces  coefficients  en 
écrivant  que  les  modules  de  périodicité  de  Z  le  long  des  coupures  a 
sont  tous  nuls.  Nous  aurons  ainsi 

Ai-i- 2Vi-i  =  o,         A2-T- avoTi  =  o,         .... 

car  le  long  de  a,  le  module  de  périodicité  de  Z  est  A,  -j-  2v,7:/, 
celui  de  w'-^'^  étant  2?:?  et  ceux  de  w'--\  ...,  w'^p^  étant  nuls. 
L'intégrale  Z,  ainsi  formée,  a  le  long  des  coupures  è,  , 
60, bp  des  modules  do  périodicité  B', ,  B',,  . . . ,  B^,  les  mo- 
dules A',,  ...,  A^  étant  tous  nuls  :  c'est  l'intégrale  normale  de 
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<l(iixi(Miic  espèce.  Les  modules  de  périodicilé  B, ,  . . . ,  IV  dr  celle 
iiilégrale  ont  des  valeurs  reniar(|uablc.s  que  Ton  trouve  coninif 
il  ^uil. 

Associons  celte   lulégralc  Z  à  rinlégrale  normale  de  première 
espèce 


Cl  appliquons  à  ces  deux  inh'j^ralcs  la  relation  du  n°68,  établie 
pour  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce  et  une  in- 
tégrale élémentaire  quelconque  de  deuxième  espèce.  Cette  rela- 
tion esl 

(7j  A, b;  -  !5,  .v;  -f-  A, B'. -  B, a; --...-  A/,b;,—  B;, a;, ---  2i-/(«. ^)' 

f(a,  h)  étant  la  valeur  que  prend  la  dérivée  de  l'intégrale  de  pre- 
mière espèce  considérée  au  pôle  («,  b)  de  l'intégrale  de  deuxième 
espèce,  valeur  qui,  dans  la  notation  actuelle,  est  OA(a,  b). 
La  relation  (7)  se  simplifie  beaucoup,  car  :  1°  les  modules  de 
périodicilé  A', ,  A!,,  ....  A'  de  Z  sont  tous  nuls  ;  2°  les  modules  de 
périodicité  A,,  Ao,  . .  .,  A^  de  l'intégrale  normale  (P^*^  sont  tous 
nuls,  excepté  A/f  ou  a^k,  qui  est  égal  à  27:?.  Il  ne  reste  donc  qu'un 
terme  A^B'a  dans  le  premier  membre  de  (-\  et  Ton  a 

A/.. B'/,.  =  —  % iT.oi;{a,  b ) : 
d'où,  comme  A/,=  ai'-, 

Ba  =  — «?A(a,  b). 

Ainsi,  pour  l'intégrale  normale  de  deuxième  espèce,  les  mo- 
dules de  périodicité  relatifs  aux  coupures  a  sont  nuls,  et  ceux 
relatifs  aux  coupures  b  sont  respectivement 

—  Oi(a,i),     —  Oi{a,b  ),      ....     — Op{a,b). 

Nous  avons  supposé  que  («,  b)  n'est  pas  un  point  de  ramifica- 
tion, ni  un  point  à  l'infini.  S'il  en  était  autrement,  il  faudrait  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (7)  remplacer  Ok{a,  b)  par  le 
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résidu  du  pioduiL 

w^'''(z.  II) -r: 

au  point  (a,  b). 

Il  est  inlcressanl  de  remarquer  que  les  modules  de  périodicité 
do  l'intégrale  normale  Z  de  deuxième  espèce  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  (a,  b)  :  cela  résulte  de  l'expression  même  que 
nous  venons  de  trouver  pour  ces  modules  de  périodicité.  On  peut 
s'en  rendre  compte  a  priori  en  se  rappelant  que  l'intégrale  élé- 
mentaire de  deuxième  espèce,  ^  étant  une  fonction  rationnelle 
de  (a,  b),  comme  nous  l'avons  vérifié  (n°  46),  ses  modules  de 
périodicité,  qui  sont  les  différences  des  valeurs  de  l'intégrale  aux 
deux  bords  d'une  coupure,  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
(a,  6).  Les  coefficients  v,,  Vo,  ...,  v^,  définis  plus  haut,  sont 
donc  aussi  rationnels  en  («,  b)  et,  par  suite,  l'intégrale  normale  Z 
est  une  fonction  rationnelle  de  {a,  b)  et  a  pour  modules  de  pé- 
riodicité des  fonctions  rationnelles  de  (a,  b). 

76.  Les  considérations  précédentes  ne  s'appliqueraient  pas  sous 
la  même  forme  aux  intégrales  hjperelliptiques  de  troisième 
espèce,  car  ces  intégrales^  à  cause  de  la  présence  des  points  sin- 
guliers logarithmiques,  ne  sont  pas  des  fonctions  uniformes  de 
leur  limite  supérieure  sur  la  surface  découpée  T'  de  Riemann. 
Mais  elles  deviennent  des  fonctions  uniformes  de  leur  limite  supé- 
rieure si  l'on  modifie  la  surface  T'  de  façon  à  exclure  les  points 
critiques  logarithmiques.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  en 
détail  pour  l'intégrale  élémentaire  de  troisième  espèce  (n°  35) 


Cette  intégrale  est  régulière  en  tous  les  points  de  la  surface 
primitive  T  de  Riemann,  excepté  aux  deux  points  {a,  b)  et  (a',  b'). 
Dans  le  domaine  du  point  {a,  6),  elle  est  de  la  forme 

Ts(z,  u)  =  —  log(z  —  a)  -^  fonction  régulière; 

dans  le  domaine  du  point  (a',  b'),  delà  forme 

rn{z,  u)  =  Iog(s  —  a')  -+-  fonction  régulière. 


coN.NKXKtx   ni;s   sinK\f:i:s    \    i)i:r\    iri  ii.i.kts.  i  j; 

Si  l'un  des  points,  (d,  h)  par  exemple,  coïiieitle  avec  un  point 
•  le  ramification  Ci,  il  faut  remplacer  dans  la  première  expression 
;  —  Il  par  y/r-  —  e,:  si  (r/,  h)  est  un  point  simple  à  l'infini,  il  faut 
rtinplacer  z  —  a  [)ar  -;  enfin,  si  (</,  0)  est  un  point  de  ramifica- 
tion ei  l'infini,  ; — a  par        •   Dans  tous  les  cas,  d'après  les  dcfini- 

tions  posées  précédemment,,  la  fonction  rationnelle /(r,  «),  dont 
^{z,  u)  est  l'intégrale,  a,  sur  la  surface  de  Rieqiann,  tous  ses  ré- 
sidus nuls,  excepté  les  résidus  relatifs  aux  points  («,  b)  et  (a',  b'), 
qui  sont  respectivement  —  i  et  -|-  i .  La  valeur  de  l'intégrale 


/ 


nz,u)dz. 


prise  dans  le  sens  positif  sur  la  limite  du  domaine  du  point  (<7,  b\. 
est  égale  à  —  'irJ,  et,  sur  la  limite  du  domaine  du  point  («',  6'), 
à  -h  ira. 

L'intégrale  rs{z,  u)  n'est  ])as  une  fonction  uniforme  de  (c,  u) 
sur  la  surface  de  Riemann  T',  rendue  simplement  connexe  par 
les  coupures  a^,  b^,  cu-  Pour  obtenir  une  surface  sur  laquelle  elle 
soit  uniforme,  il  faut  transformer  la  surface  T'  par  le  procédé 
suivant. 

Marquons  sur  la  surface  de  Riemann  {fig.  55)  les  points  («,  b) 
et  («',  6')  que  nous  supposons  pour  fixer  les  idées  dans  le  feuillet 
supérieur  en  des  points  ordinaires.  Partons  d'un  point  (a,  |î)  du  bord 
d'une  des  coupures  de  T',  de  ap  par  exemple,  et  faisons  dans  un 


feuillet  de  la  surface  de  Riemann  une  fente  /  aboutissant  au 
point  (a,  6),  sans  franchir  aucune  coupure,  puis  une  nouvelle 
fente  m  de  (a,  b')  à  i^ci! ,  b' }.  sans  franchir  aucune  coupure.  Dans 
la  fig.  55,    nous    avons  élargi  cette  fente  dans  le  voisinage  des 
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points  (.7,  f>)  cl  [a',  b')^  de  façon  que  ses  bords  prennent  la  forme 
«k-  (li'iix  petites  circonférences  o-  et  cr'  de  centres  (a,  h)  et  (r/,  h')  ; 
mais  il  est  supposé  que  la  largeur,  de  la  fente  et  les  rayons  de  cr 
el  n'  sont  infiniment  petits.  Comme  nous  l'avons  fait  précédem- 
ment pour  les  coupures,  nous  distinj,aierons  le  bord  positif  et  le 
bord  négatif  de  cette  fente  /+  m.  Soient  0  et  x  les  points  où  les 
bords  du  petit  cercle  a-'  rencontrent  les  bords  de  la  fente  m  :  nous 
choisirons  les  bords  positifs  et  négatifs  de  m  de  telle  manière 
qu'un  mobile  parcourant  la  circonférence  cr'  dans  le  sens  positif  au- 
tour de  {ri\  b')  (sens  contraire  de  la  flèche)  conduise  du  bord  négatif 
de  m  au  bord  positif.  Le  bord  négatif  est  donc  celui  qui  aboutit 
en  X,  le  bord  positif  celui  qui  aboutit  en  0.  Le  bord  négatif  de  la 
fente  m  +  /  se  prolonge  ensuite,  par  continuité,  de  x  jusqu'en  ,3, 
et  le  bord  positif  de  9  en  a.  On  a  marqué  du  signe  -H  et  de  la 
lettre  \  le  bord  positif,  la  lettre  p  étant  mise  en  face  de  ).  sur  le 
bord  négatif. 

Désignons  par  T'  la  nouvelle  surface  de  Riemann  déduite  de  la 
surface  T',  en  ajoutant  au  système  de  coupures  «a,  ^â-  Ch  la  fente 
/+  m,  qui  n'est  qu'un  pi^olongement  du  bord  positif  de  la  cou- 
pure cip.  Le  contour  de  cette  surface  simplement  connexe  T"  est 
formé  par  les  bords  des  coupures  «/,,  b^,  Ch  et  de  la  fente  /-t-  m. 
Si  un  mobile  décrit  le  contour  de  cette  surface  T"  dans  le 
sens  positif  (aire  enveloppée  à  gauche),  il  parcourt  les  bords  des 
coupures  a^,  bu-,  Ca,  comme  dans  la  Jig.  5o,  avec  cette  seule 
différence  que,  lorsqu'il  arrive  en  a  sur  le  bord  positif  de  la  cou- 
pure dp  {Jig-  o5),  au  lieu  d'aller  directement  en  p  et  de  conti- 
nuer, il  va  de  a  en  o,  s,  Q,  le  long  de  la  fente  /-f-  m,  puis  revient 
par  cj',  •/,,  T;,  Y  jusqu'en  [j,  d'où  il  continue  son  mouvement  comme 
auparavant. 

Revenons  maintenant  à  TintésTale 


C/'(--'«)=    f''""'A^,u)dz. 


Sur  la  surface  simplement  connexe  T",  la  fonction  rationnelle 
f{z,u)  est  uniforme  et  n'a  que  des  résidus  tous  nuls,  car  la 
fente  l  i- m  a  précisément  supprimé  les  seuls  points  («,  b)  et 
{a',  b'),  où  les  résidus  n'étaient  pas  nuls.  L'intégrale  to(^,  u)  est 
donc  une  fonction   uniforme  du  point  analytique  (z,  u)  sur  la 
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-.iirfacr  'V"  (!<•  Iiicmiiiiii.  Si  Ton  compare  les  valeurs  qu'elle  |)reii(l 
an\  puirils  coiicsixiiKhiiils  <les  deux  bords  d'une  coupure,  on 
trouve,  er)  répélanl  i(lenli([uemcnl  ce  qui  a  élé  dit  au  n"  03 
|)()ur  les  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce,  les  résultais 
suivants.  La  dillerence  roiAi — ^(?'  ^  "ne  \a\eur  constante  le 
long  de  chacune  des  coupures  «/,.  6/i,  c/i  et  des  fentes  /  et  /;/. 
On  a 

Le  loiii,'  (le  a/-,     rT(À  )  —  ct(p)  —  dv.-  ) 

Le  long  de  6/..,     vj(X) --w{p)  —  WU/^-  \    '         '    ''"''^' 

Le  long  de  c/,,     rrr(X  ;  —  ^(p)  —  o; 

Le  long  de  /,       t^(1)  ~m{p)  — -i^; 

Le  long  de  m,     ra(À}  —  ^(p)  ~=  31^- 

Les  constantes  X/;,  itl)/;  sont  les  modules  de  périodicité  de  l'in- 
tégrale de  troisième  espèce  ttt  sur  les  coupures  rt/-  et  ^a.  Nous 
allons  déterminer  les  \aleurs  des  constantes  J^  et  Dïi,  et  mon- 
trer que 

■\^=  o,         DTl  =  iru. 

En  efîet,  commençons  par  OÏL;  cette  constante  est  la  valeur  de 
la  différence  rnÇ/.)  —  ^(p)  le  long  de  la  fente  m  :  on  a  donc  en 
[)articulier 

DTl  =  nT(Oj  —m{y.), 

ce  qui  montre  que  DIL  est  la  valeur   de  l'intégrale   1  /{z^  u)dz, 

prise  de  X  en  0  le  long  d'un  contour  quelconque  ne  franchissant 
aucune  fente  ni  coupure,  par  exemple  le  long  du  cercle  a'  dans  le 
sens  positif  autour  de  («',  b')  (sens  contraire  de  la  flèche  sur  la 
fig.  55).  Or  cette  intégrale  est  égale  à  27ii  multiplié  parle  ré- 
sidu de /(;,  a)  au  point  (a',  b')^  qui  est  i.   Donc   OÏL  est  bien 


J^est  donc  la  valeur  de  l'intégrale  /  f(z^  u)dz,  prise  dey  en  o  sur 
un  contour  quelconque  C,  ne  franchissant  aucune  coupure  ni 
(ente,  par  exemple  sur  le  contour  ^^'jt^/.'i' ^fyo  :  le  contour  doit 
être  regardé  comme  fermé,  car  o  est  infiniment  voisin  de  y. 
D'après  le  théorème  de  Cauchj,  cette  intégrale  est  égale  à  irù 
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inulliplic  par  la  somme  des  résidus  de /(:?,  u)  rclalifs  aux  pôles 
situés  dans  le  contour  d'intégration  que  nous  venons  d'indi- 
quer :  les  deux  seuls  pôles  situés  dans  ee  contour  sont  les  pôles 
(«,  b),  («',  b')  avec  les  résidus  —  i  et  -|-  i  dont  la  somme  est 
ni//lr.  Donc  ^  est  bien  nul. 

On  peut  donc  dire  que  l'intégrale  élémentaire  de  troisième 
espèce  admet  9.p  -f- 1  modules  de  périodicité, 

ol^i,  c.l)2.  .  •■ ,  ^^p     sur  les  coupures  a/^; 
Db,,  iftjs-  •••5  "'''''/'  »  ^/o 

27:.'"     sur  la  fente  m. 

Si  Ton  supprimait  le  système  des  coupures  et  des  fentes,  l'inté- 
grale 7n(^,  ;^)ne  serait  plus  une  fonction  uniforme  de  (z^  u)  sur 
la  surface  ï  de  Riemann.  Elle  prendrait  en  chaque  point  (^,"  u) 
une  infinité  de  valeurs  qui  se  déduisent  toutes  de  l'une  d'elles  par 
l'addition  et  la  soustraction  des  np+i  modules  de  périodicité. 
Ainsi,  l'une  des  valeurs  étant  ra,  {z,  «),  la  valeur  la  plus  générale 
do  l'intégrale  sera 

rn{z,  u)  =  1^1(5,  u)  -f-  nii  A>i-\-  m2'Â,2-^  .  . .  -h  JHpXp 

-f-  «ilfti  -H  n2ilî52-T-  . .  •-!-  rip^S^p-^  2nTJ, 

m,,  7)1-2,  •  '  •  ■<  f^p,  n\,  >i2,  '  ■  -i  np-,  '^  étant  des  entiers  quelconques 
positifs,  négatifs  ou  nuls.  C'est  ce  qu'on  voit,  comme  précé- 
demment, pour  les  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce 
(n"  63). 

Nous  avons  fait  la  figure  en  supposant  que  les  points  (a,  6), 
(a',  b')  sont  des  points  ordinaires  à  distance  finie.  D'après  les  dé- 
finitions données  du  domaine  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
de  Riemann  (n"^  16-17),  on  sait  comment  il  faut  modifier  les  cercles 
7  et  (t'  formant  les  domaines  des  points  (a,  6),  («',  b'),  quand  l'un 
ou  l'autre  devient  un  point  de  ramification  ou  s'éloigne  indéfini- 
ment. Nous  avons  figuré  dans  l'angle  de  la  Jig.  55  la  nouvelle 
forme  a-',  que  devrait  prendre  o-'  si  le  point  (a' ,  b')  était  un  point 
de  ramification  ei. 

11.   Intégrales  normales  de  troisième  espèce.  —  Posons 


n 


(j,  U)  =  cj^''/''  {z,u)-\-  Xi  WC)  -+■  X2«v(2)  H-.  .  .-I-  lpWU^\ 
a,  I)  ' 
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A,,  '/..,,  .  .  .,  \p  ctanl  des  conslanles  et  (v^'',  (v^-^,  . . . ,  iv^P^  les  inté- 
grales normales  de  première  es[)èce.  Cette  intégrale  II  est,  comme 
m,  iiiic  intégrale  de  troisième  espèce.  Pour  obtenir  l'intégrale  nor- 
male de  troisième  espèce,  on  détermine  les  À  de  telle  raçon'que  les 
modules  de  périodicité  de  FI  le  long  des  coupures  «, ,  a-j,  . . . ,  ctp 
soient  ni/fs.  Le  module  de  périodicité  de  FI  le  long  de  «a  est 

car  celui  de  ra  est  cA=,a,  et  les  modules  de  périodicité  de  w^*\  iv^-\  . . ., 
w^P^  sont  tous  nuls  sur  ah,  excepté  celui  de  w^'^\  qui  est  27:/.  On 
déterminera  donc  les  }x  par  les  conditions 

^^  .     . 

si''«t;^i,t.-grale  II  ainsi  obtenue  est  Vintcgrale  normale  de  troi- 

■  '  espèce  avec  les  deux  points  singuliers  logaritbmiques  («,  b) 

ite  intégrale  admet  encore  les  modules  de  périodicité  sui- 

iil-  : 

Sur  bi^,  le  module  de  périodicité  1)1)'^-, 
Sur  m,    le  module  de  périodicité  irù, 

Mir  les   deux  bords  de  m,  les  Intégrales  w^'^,  w'--\  ...,  iv^P'' 
leut  les  mêmes  valeurs. 

8.   Les  modules  de  périodicité  Hl'^.  ont  des  expressions  remar- 
iblcs.  Pour  les  obtenir,  considé-r  >ns  l'intégrale 

Jj.,       dz 

iv  est  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce,  l'inté- 
^  aie  H  étant  prise  dans  le  sens  positif  sur  le  contour  de  la  sur- 
face T",  contour  formé  par  les  bords  des  coupures  ajf,  bk,  Ch  et 
des  fentes  l  et  m.  La  fonction 

Y 

"^ 

est  uniforme  sur  la  surface  T"  et  a  tous  ses  résidus  nuls.  En  effet, 
les  deux  facteurs  sont  uniformes.   Le  premier  est  partout  fini;  le 

A.    ET    G.  Il 


I 


<8) 


162  CHAPITRE    III. 

deuxième  a  tous  ses  résidus  nuls,  car  l'intégrale  II  ne  devient 
infinie  (praux  deux  points  (r/,  h)  et  («',  b'),  qui  sont  exelus  de  la 
surlace  T".  Le  produit  w  ^-p  a  donc  bien  tous  ses  résidus  nuls, 
et  l'intégrale  H  est  nulle.  Nous  allons  évaluer  directement  cette 
intégrale. 

Le  contour  de  T"  est  formé  du  contour  de  T'  (bords  des  cou- 
pures ak,  b/i,  Ch),  des  bords  de  la  fente  /,  des  bords  de  la  fente  m 
€t  des  bords  des  circonférences  a-  et  a'  {fig.  55).  L'intégrale  H 
peut  donc  être  divisée  en  cinq  parties,  l'une  relative  au  contour 
de  T',  l'autre  aux  bords  de  /,  la  troisième  aux  bords  de  m,  les 
deux  dernières  aux  circonférences  <7  et  a-',  et  l'on  a,  en  désignant 
par  les  indices  T',  /,  /?z,  a-,  t'  ces  cinq  parties, 

La  deuxième  de  ces  intégrales  est  nulle  :  en  effet,  sur  les  bordf 
de  la  coupure  /,  les  deux  fonctions  w  et  -^  prennent  les  mêmes  va- 
leurs et  ces  deux  bords  sont  décrits  en  sens  contraire  :  la  somme 
des  éléments  relatifs  aux  deux  bords  de  /,  c'est-à-dire  la  deuxième 
intégrale,  est  donc  nulle.  On  voit  de  mênie  que  la  troisième  de 
ces  intégrales,  celle  qui  est  relative  asix  bords  de  m,  est  nulle.  L'inT, 
tégrale  relative  à  la  circonférence  infiniment  petite  rs'  décrite  dans 
le  sens  positif  par  rapport  à  son  extérieur  T"  (sens  de  la  flèche) 
est  égale  à  —  2-/  multiplié  pr>r  le  résidu  de  la  fonction  intégrée 

w  -j-  ^u  point  («',  b')  :  en  ciiol,  cette  circonférence  c'  entoure  le 
domaine  du  point  (a',b')  el  dans  ce  domaine  w{z,  u)  est  fini, 
-7^  admet  le  seul  pô^e  z^=a'.  Evaluons  le  résidu  de  <v -77  au 
point  (a',  b')  :  on  a  dans  le  domaine  de  ce  point 

w{z,  u)  =  iv(a',  è')-T-  ai(^  —  a')  -\-  %î{z  —  a)--\-.  .  ., 
a,,  7.0,  . . .  étant  des  constantes, 


cL 


pO-^?l(^-«')+P2(---«')^ 


^o>  ^1»  •••  étant  des  constantes.  Dans  le  produit  w  -t-_  >  lecoeffi- 
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oient  (Je  -_ ;  ou  le  résidu  est  donc  »'(«',  b').  On  vcrincra  d'après 

les  définitions  données  que  ce  résultat  est  général  et  a  encore  lieu 
quand  («',  b')  est  un  point  de  ramification  ou  un  point  à  distance 
infinie.  L'intégrale 


X 


dn  , 

dl  ^-' 


est  donc  égale  à  —  iiTuv^a',  b').  De  même  l'intégrale  aflectée  de 

(Iz 


l'indice  7  est  égale  à  iir.w{a,  ^),  car  le  résidu  d<î  -jz  '''"  point  (rt,  I)) 


est  —  I ,  L'équation  (8)  nous  donne  donc 

(9)  I  ^'^  ~r  '^•s  —  2t7:[(p(a',  6') — w(n,  b)]  =  o 

Jj.      dz 

où  il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  la  première  intégrale.  Mais  le 
calcul  de  cette  intégrale  est  identique  à  celui  qui  a  été  fait  (n°  65) 
pour  le  calcul  de  l'intégrale  appelée  I,  sauf  le  changement  des  inté- 
grales F  et  F'  en  w  et  H.  Appelons  A/;,  B/f  les  modules  de  pério- 
dicité de  w,  0.1.^,  ill)^  ceux  de  II  le  long  des  coupures  «y^  elbk  :  l'in- 
tégrale /  w  -r  dz  A  pour  valeur,  en  vertu  du  calcul  du  n°  65, 


mais,  comme  II  est  l'intégrale  normale  de  troisième  espèce,  les 
modules  de  périodicité  X\,  A.',,  . . .,  A-'  sont  nuls  (n"  77)  et  la  re- 
lation (9)  s'écrit 

(10)     Al  1)1) '1  -t- A  2 1)1, 2 -4-. .  .-f-  AplU)/,  — ^{-[(pfa',  b')—  w{a,  b)]  =  o. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  w  est  une  intégrale  abé- 
licnne  quelconque  de  première  espèce.  Supposons  en  particulier 
que  ce  soit  une  intégrale  normale  w'^'^K  Alors  tous  les  modules 
de  périodicité  A,,  Ao,  ...,  Ay,  de  celte  intégrale  relatifs  aux  cou- 
pures a  sont  nuls,  excepté  A^  qui  est  égal  à  i-rzi.  La  relation  (  10) 
devient  donc,  en  remplaçant  w  par  tv^^'^, 

■>.TLi\Siii.  —  i~i{w'^'\a\  b' )  —  w^''^\a,  b)\=  o, 
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forimilc  (|ui  donne  enfin  la  valeur  de  iiî));, 

ail,'/.  =  (pW)(a',  h')—  w''^^{a,  b  ). 

En  résumé,  les  modules  de  périodicité  de  Tinlégraie  normale  de 
troisième  espèce  11^;/'  sont 

Le  long  de  a/. o, 

Le  long  de  ^»;; ip''^'(a',  b' )—  w'''-{a,  b), 

Le  long  de  w 0.-1. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin,  pour  le  moment,  l'étude 
particulière  des  intégrales  hjperelliptiques.  Nous  avons  voulu 
seulement  développer,  sur  un  exemple  simple,  la  conception  de 
Riemann,  avant  d'aborder  la  théorie  générale  des  fonctions  algé- 
briques. 
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CHAPITRE  IV. 

LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  D'UJNE  VARIABLE 
ET  LES  SURFACES  DE  RIEMANN  CORRESPONDANTES  ('). 


Continuité  des  racines  d'une  équation  algébrique.  —  Points  singuliers. —  Méthode 
de  Puiscux.—  Surfaces  ;\  m  feuillets.  —  Point  analytique. —  Propriétés  générales 
(les  fonctions  uniformes  sur  une  surface  de  Kiemann. 


79.  Nous  supposons  connues  les  propriétés  élémentaires  d'un 
polynôme  entier  par  rapport  à  une  variable  u,  et  en  particulier  le 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 

Tout  polynôme  de  degré  m  en  u,  à  coefficients  quelconques, 

P (  «)  =  Ao u"^  +  Al  «'«-1  +...-+-  A ,„ 
est  décomposable  en  un  produit  de  m  facteurs  linéaires 

P(?0  =  -^oC"  —  "l)  ("  —  Ui)  .  .  .{li  —  Uni)- 

11  résulte  immédiatement  de  cette  décomposition  que  lavaria- 
tion  de  V argument  du  polynôme  P(w),  lorsque  u  décrit  le  con- 
tour d^une  aire  dans  le  sens  positif,  est  égale  au  produit  deir^ 
par  le  nombre  des  racines  du  polynôme  comprises  dans  cette 
aire,  chaque  racine  étant  comptée  autantdefois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  degré  de  multiplicité.  Car  l'argument  d'un  facteur 
u  —  Ui  revient  à  sa  valeur  initiale  si  le  point  Ui  est  à  l'extérieur 
de  l'aire  considérée  et  augmente  de  itz  si  ce  point  est  à  l'inté- 
rieur de  l'aire.  On  suppose  cette  aire  limitée  par  une  seule  courbe. 


(')  Auteurs  à  consulter  :  Puiseux,  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions 
algébriques  {Journal  de  Liouville,  t.  XV).  —  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des 
fonctions  doublement  périodiques,  Liv.  I.— Sijiart,  Thèse  de  Doctorat.—  E.  Pi- 
card, Traité  d'Analyse,  t.  II. 
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Soil  F(v,  If)  un  polynôme  cnlier  à  deux  variables  z  cl  u,  de 
dei;ré  /;/  en  //,  qui,  ordonné  par  rapport  à  «,  s'écrit 

les  eoerfieienls  tp,(j)  étant  des  polynômes  entiers  en  z-.  A  une 
valeur  de  c,  l'équation 

(2)  F(^,  «)  =  o 

fait  correspondre  m  valeurs  pour  ii,  à  moins  que  le  polynôme 
o,„{z)  ne  soit  nul  pour  cette  valeur  particulière  de  ;:.  Ces  m  va- 
leurs de  II  varient  en  général  avec  z  d'une  manière  continue.  C'est 
ce  qui  résulte  du  théorème  suivant  : 

Si  pour  z^a  V équation  (2)  a  n  racines  égales  à  b,  pour 
une  valeur  de  z  voisine  de  «,  elle  a  n  racines  voisines  de  b. 

En  remplaçant  z  par  a  +  ^,  et  u  par  b  +  «,  on  est  ramené  au 
cas  où,  pour  .;  ^  o,  l'équation  a  n  racines  nulles.  Les  polynômes 
c5o(^),  'f  1 1'^)?  •  •  •  ;  'f«-i  (^)  sont  tous  nuls  pour  s  =  o,  mais  'f//(o) 
n'est  pas  nul.  L'équation  (2)  peut  s'écrire 

(3)  F(^,  u)  =  c.„(.-)««(i  +  P  -f-  Q)  =  o, 
en  posant 

Du  point  ^  =  o  comme  centre,  décrivons  une  circonférence  de 
rayon  p  laissant  à  l'extérieur  toutes  les  racines  du  polynôme 
cp„(^).  Soit  A  une  limite  inférieure  du  module  de  ^«(^)  et  B  une 
limite  supérieure  du  module  des  polynômes  On+t  (  j),  •  •  • ,  '^m{^) 
lorsque  z  reste  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  de  telle  sorte  que  l'on  a, 
lorsque  |c|  <<  p, 

|o„(-)|>A,         |ci>„^/,(^)i<B  {p  =  i,i,  ...,m-n). 

Si  l'on  prend  pour  z  un  point  à  l'intérieur  de  ce  cercle  et 
pour  u  une   valeur  dont  le  module  /■  est  inférieur  à  l'unité,  on  a 
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i"i<^:,. 


Ce  inodule  |  l*|  sera  inférieur  à  ',  si  l'on  a 


A     I  —  /•  ^  2 


c'esl-à-d 


a-uire 


Choisissons  pour  /'  un  nomljre  aussi  pelil  que  nous  le  vou- 
drons, satisfaisant  à  cette  inégalité  (4).  On  peut  toujours  trouver 
un  autre  nombre  p'  <ip  tel  que,  pour  toute  valeur  decde  module 
infi'rieur  à  o',  l'équation  (2)  ait  n  racines,  et  n  seulement,  de  mo- 
(hde  inférieur  à  /•.  En  effet,  soit  C  une  limite  supérieure  du  mo- 
dule des  polynômes  'fo,  '^,,  .  .  .,  '-p„_,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
ravon  z' .  On  a 


A     /•«  /•  I        A  /-"(i  —  /■) 


on 


tous  les  polynômes  Oo,  ^1,  •  ••,  'f«-i  étant  nuls  pour  ;  =  o 
peut  trouver  un  nombre  p'  assez  petit  pour  que  la  limite  supé- 
rieure C  soit  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Prenons  p 
assez  petit  pour  que  l'on  ait 


Les  nombres  /•  et  p'  étant  choisis  de  cette  façon,  donnons  à  z 
une  valeur  fixe,  de  module  inférieur  à  p',  et  faisons  décrire  à  la  va- 
riable H,  dans  le  sens  direct,  le  cercle  de  rayon  r  ayant  pour 
centre  le  point  11  =:  o.  L'argument  de  u"  augmente  de  2mz.  Quant 
à  l'argument  de  1 -4- P -h  Q,  il  revient  à  sa  valeur  initiale.  En 
effet,  d'après  la  façon  dont  p'  a  été  choisi,  on  a,  pour  toutes  ces 
valeurs  de  u, 

\^\<h      IQl<i> 

et,  par  suite,  |  P  +  Q  |  -<  i .  Figurons  par  un  point  M  la  valeur 
de  t»  =  I  -(- P  H- Q  ;  ce  point  ]\I  décrit  une  courbe  fermée  qui 
est  comprise  tout  entière  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  égal  à 
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l'unité  décrit  du  poinl  r  =^  i  comme  centre.  Cette  courbe  ne  peut 
donc  contenir  l'origine  à  son  intérieur,  et  l'argument  de  v  revient 
à  sa  valeur  initiale.  Par  suite,  l'argument  de  F(^,  u)  augmente  de 
imz;  l'équation  F(r,  m)  =  o  a  donc  bien  n  racines  de  module 
inférieur  à  /"  lorsque  le  module  de  z  est  inférieur  à  o'. 

80.  Si,  en  particulier,  V équation  {-i)  a  une  seule  racine  égale 
à  b  pour  z  =  rt,  elle  admet  une  seule  racine  voisine  de  6,  pour 
une  valeur  de  z  voisine  de  a. 

On  peut  alors,  des  points  z^  a  ei  u  z=  b  comme  centres,  dé- 
crire deux  cercles  C,  C,  de  rayons  p'  et  /'  respectivement,  tels 
que  pour  toute  valeur  de  z  comprise  à  l'intérieur  de  C  l'équa- 
tion (2)  ait  une  racine  et  une  seule  à  l'intérieur  de  G,.  Cette  ra- 
cine u  est  donc  une  fonction  uniforme  et  continue  de  z  tant  que 
cette  variable  reste  comprise  à  l'intérieur  du  cercle  C.  Pour  dé- 
montrer que  c'est  une  fonction  analytique  de  z  dans  ce  domaine, 
il  suffit  de  prouver  qu'elle  admet  une  dérivée.  Attribuons  à  z  un 
accroissement  A^  et  soit  A;^  l'accroissement  correspondant  de  m, 
on  a 

F(-3-T-  A-,  «-H  \u)  —  ¥ {z,  U)  =  o, 

ce  qui  peut  s'écrire 

T,  et  r/  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Aw  et  A:^.  On  en 
déduit 

A^  d¥         ,' 

Ou 

Nous  venons  de  voir  que,  lorsque  A:;  tend  vers  zéro,  il  en  est  de 
même  de  Ai^,  et,  par  suite,  de  /j  et  de  y/;  le  rapport  —  a  donc  une 

limite 

dF 
du  _  dz 
~di  ~~  ^dY' 

du 
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En  rcalilc,  ccUc  (Jrrivrc  adiiicl,  comme  //,  /n  valeurs  |)(nir 
chaque  valeur  de  z;  mais  on  ohlicnl  sans  ambi<;uïl(-  la  valeui- 
(lu'il  faut  prendre,  en  remplaçant  dans  le  second  membre  it  parla 
racine  dont  on  cherche  la  dérivée.  Tant  que  la  variable  ;;  reste  à 

riiilt'riciir  de  C,  le  dcnominalcur  —  ne  peut  rire  nul,   piiiscpic  la 

racine  considérée  est  racine  simple  de  l'équation  (2).  La  dérivée 
est  donc  elle-même  une  fonction  continue  de  z  dans  ce  domaine. 
Il  suit  de  là  qu'à  l'inlérieur  de  C  la  racine  a  est  dévelo|)[)able  par 
la  l'ormule  de  Tajlor 

Il  =:  b  -t-a,(c^rt)  +  a2(x;  — a)2-i-..., 

cl  le  ravon  de  convergence  de  cette  série  est  au  moins  égal  à  p', 
mais  peut  lui  être  supérieur. 

De  même,  si,  pour  :;  =  <7,  l'équation  (2)  a  /?^  racines  simples 
/>,,  /vo,  .  .  .,  b,„,  on  peut  trouver  un  cercle  C  de  centre  a  et  de 
rayon  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  ce  cercle  les  m  racines 
soient  des  fonctions  uniformes  et  régulières.  Les  m  racines  sont 
alors  représentées  par  ni  développements  distincts  :  on  a,  par 
exemple,  pour  la  racine  w,-  qui  se  réduit  à  bi  au  point  z  =  «, 

m  =  bi  -+-  a'/' (^  —  a)  +  a'/'  (-;  —  a )2  -f- 

Les  rayons  de  convergence  de  ces  différentes  séries  sont,  en  gé- 
néral, inégaux. 

Nous  avons  ainsi  défini  un  élément  de  fonction  algébrique. 
IVjur  définir  cette  fonction  lorsque  la  variable  z  décrit  un  chemin 
(juelconque,  on  étendra  la  définition  de  proche  en  proche.  Sup- 
posons que  le  polynôme  F (5,  u)  soit  indécomposable,  c'est- 
à-dire  ne  soit  pas  le  produit  de  deux  autres  polynômes  entiers 
en  ;;  et  u.  Alors  l'équation  F(^,  u)  =  o  n'aura  de  racines  mul- 
tiples que  pour  des  valeurs  de  z  en  nombre  fini.  On  obtiendra 
ces  valeurs  de  z  en  éliminant  u  entre  les  deux  équations 

dF 
F{z,  u)=o,  --  =  o; 

^         ^  du 


marquons  dans  le  plan  des  z  ces  valeurs  de  c,  ainsi  que  les  racines 
de  l'équation  'fm{^)  =  o.  On  appelle  ces  points  les  points  singu- 
liers. Cela  posé,  prenons  deux  points  non  singuliers  ^o;  ^)   et  un 
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chemin  L  joij;nant  ces  deux  |)()ints  et  ne  passant  par  aucun  point 
singulier.  Soient  «,,  «o,  . . .,  u,n  les  m  racines  simples  de  l'équa- 
tion F(goj  '0  =  <^  5  ^'  '^'on  part  de  Zq  avec  une  de  ces  racines,  f/, 
par  exemple,  la  valeur  de  celte  racine  sera  fixée  tout  le  long  du 
chemin  L  par  la  condition  de  continuité.  En  un  points?,  voisin  de 
^0,  l'équation  F(^i,  u)  z=  o  admet  une  seule  racine  u\  voisine 
de  Ui  ;  en  un  point  ^2  voisin  de  ^),  l'équation  admet  une  seule  ra- 
cine u'\  voisine  de  u\,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  au  point  Z  avec 
une  valeur  de  u  déterminée  sans  ambiguïté. 

Nous  devons  maintenant  étudier  l'influence  du  chemin  suivi  par 
la  variable.  J^a  proposition  suivante  est  fondamentale  : 

Soit  A  une  ait^e plane  limitée  paî^  un  seul  contour,  ne  ren- 
fermant aucun  des  points  singuliers  ;  si  Von  va  cV  an  point  ^0  à 
un  autre  point  2, par  deux  chemins  contenus  tout  entiers  dans 
l'aire  A,  en  prenant  la  même  valeur  initiale  pour  u,  on  arrive 
au  point  Z  avec  la  mJme  valeur  finale. 

Fi  g.  56. 


Soient  ZomZ,  z^nZ  (/ig.  56)  les  deux  chemins  allant  de  ZokZ. 
Joignons  les  deux  points  m  et  n  ;  nous  formons  ainsi  deux  contours 
fermés  z^^jnnzo^  nmZn.  Si  les  deux  chemins  z^mZ^^Zç^nZ  ne  con- 
duisent pas  à  la  même  valeur  finale  pour  w,  il  j  aura  au  moins  un 
des  contours  fermés  z^^ninzo,  nmZn  qui,  décrit  tout  entier  en  pre- 
nant au  point  de  départ  une  des  racines  de  l'équation  (2),  ne  ramè- 
nera pas  cette  racine.  En  effet,  on  peut  remplacer  le  chemin  z^mZ 
par  le  chemin  z^mn  -f-  nmZ.  Supposons  qu'en  allant  du  point  z^ 
au  point  n  par  les  deux  chemins  z^mn,  z^n  on  obtienne  la  même 
racine  u' ,  puis  que,  partant  du  point  n  avec  la  racine  ?/,  on  aille  au 
point  Z  par  les  deux  chemins  nZ,  nmZ,  et  qu'on  arrive  dans  les 
deux  cas  avec  la  même  valeur  pour  u  ;  alors  les  deux  chemins  z^mZ 
et  z^nZ  sont  équivalents.  Si  donc  ces  deux  chemins  n'étaient  pas 
équivalents,  il  j  aurait  au  moins  deux  des  chemins  {z^nin^Zf^n)  et 
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(/iZ,  nni'A),  qui  ne  seraient  pas  non  plus  équivalents.  Supposons, 
par  exemple,  que  les  deux  chemins  r,,/////  cl  :;o/'  ne  conduisent 
pas  à  la  même  valeur  de  u  au  point  //.  Alors  le  contour  fermé 
ZoffUiZo^  décrit  avec  la  valeur  initiale  //,  pour  u,  ne  ramènera  pas 
celte  racine.  En  décomposant  de  même  le  contour  jZomnz-o  en 
deux  contours  plus  petits,  un  de  ces  contours  au  moins  devra 
changer  une  des  racines  de  Téquation  (2)  quand  il  sera  décrit 
tout  entier.  En  continuant  ainsi,  on  a  une  suite  d'aires,  toutes 
comprises  les  unes  dans  les  autres,  et,  si  l'on  choisit  convenable- 
ment les  lignes  de  division,  ces  aires  décroissent  indéfiniment 
dans  toutes  leurs  dimensions.  Elles  ont  donc  pour  limite  un 
point  M,  intérieur  à  A.  Par  conséquent,  si  l'on  considère  un 
cercle  de  rayon  aussi  petit  qu'on  le  veut,  ayant  son  centre  en  M, 
il  devrait  toujours  exister  à  l'intérieur  de  ce  cercle  un  contour  c, 
ne  ramenant  pas  à  sa  valeur  initiale  une  des  racines  de  l'équa- 
tion (2).  Le  point  M  serait  donc  nécessairement  un  point  singu- 
lier, ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

81.  Il  nous  reste  à  examiner  ce  qui  se  passe  lorsque  la  variable 
indépendante  z  tourne  autour  d'un  de  ces  points  singuliers  que 
nous  avons  mis  de  côté. 

Soit  z  =  a  un  point  pour  lequel  l'équation  F(;,  if)  =  o  admet 
une  racine  u^b  d'ordre  n.  En  un  point  ^0?  voisin  de  a,  l'équa- 
tion aura  n  racines  voisines  de  b 


Si  la  variable  z  part  de  ^0  et  décrit  une  petite  courbe  fermée  C 
autour  du  point  a,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  w,,  cette  fonc- 
tion reprend  sa  valeur  initiale,  ou,  comme  sa  variation  ne  peut 
être  que  très  petite,  sa  valeur  finale  est  une  des  autres  valeurs  de 
u  qui,  pour  z  =  Zq^  sont  voisines  de  b.  Dans  le  premier  cas,  la 
racine  ?/,  est  une  fonction  uniforme  de  z  dans  le  voisinage  de 
:;  r=  rt,  développable  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  ^  —  a.  Dans  le  second  cas,  soit  ui  la  valeur 
finale  ;  si  l'on  décrit  de  nouveau  la  courbe  C  dans  le  même  sens 
avec  la  valeur  initiale  ui^  il  est  impossible  que  l'on  retrouve  la  ra- 
cine i/,,  car  le  chemin  inverse  doit  ramener  u^.  On  obtiendra 
donc  w,  ou  une  autre  des  racines  non  encore  obtenues.  Si  l'on  re- 
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lr.Mi\('  //,,  (111  voil  (|nc  les  deux  racines  ?/,,  iii  se  pcrmulcnl  quand 
on  tourne  autour  du  point  a.  Dans  le  second  cas,  soit  Uh  la  valeur 
finale.  Un  nouveau  tour  autour  du  point  a  ne  pourra  donner  ni  ui 
ni  Uk',  on  trouvera  donc  soit  w,,  soit  une  racine  non  encore  ob- 
tenue. En  continuant  de  la  sorte,  on  finira  par  retomber  après  p 
tours  sur  la  racine  u^.  Les  p  racines  ainsi  obtenues  se  permutent 
circulîurcnicnt  lorsque  ;:  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  a; 
on  (lit  ([u'ellcs  forment  un  système  circulaire  de  p  racines.  Si 
p=in^  les  n  racines  qui  deviennent  égales  à  b  forment  un  seul 
système  circulaire;  si/>  <  /?,  on  répétera  le  même  raisonnement 
en  parlant  d'une  des  racines  non  encore  employées,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  : 

Lorsqn  au  point  z  =  a  r  équation  (2)  a  une  racine  b  d'ordre  n, 
les  n  racines  voisines  de  b  pour  une  valeur  de  z  voisine  de  a 
forment  un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires  ('). 

Nous  verrons  plus  loin  (n°^  87-90)  comment  on  peut,  pour  une 
équation  donnée,  faire  les  calculs  numériques  permettant  de  par- 
tager effectivement  les  racines  en  systèmes  circulaires  et  d'obtenir 
des  développements  en  série  représentant,  dans  un  certain  do- 
maine du  point  ^  ^  «,  les  p  racines  d'un  même  système  circulaire 
qui  deviennent  égales  à  b  pour  z  =  a.  Mais,  afin  de  ne  pas  inter- 
rompre la  suite  des  idées,  contentons-nous  actuellement  d'établir 
a  priori  la  forme  analytique  de  ces  développements  en  série. 

Soit  Uf  U2  ■  . .  Up  un  système  circulaire  de  p  racines  devenant 
égales  à  b  pour  ^  =  a  et  sejDcrmutant  circulairement  dans  l'ordre 
des  indices,  quand  ^  décrit  dans  le  sens  positif  une  petite  courbe 
fermée  tournant  une  fois  autour  du  point  a  :  après  que  z  a  par- 
couru celte  courbe,  u,  devient  î/o?  «2  devient  «g,  ...,  Up  devient  u,. 
Faisons  le  cliangemenl  de  variable  indépendante 


les/)  racines  ^^,,  u^,  ..  .,  Up  étant  des  fonctions  analytiques  de  z 
sont  des  fonctions  analytiques  de  z'  devenant  égales  entre  elles 
pour  ;:'  =  o.  Dans  un  domaine  suffisamment  petit  du  point  z'  =  o, 

(')  BmoTet  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  87. 
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//,,  1/.,,  .  ..,  i/p  sont  des  fondions  uniformes  de  z' .  En  enVl.  si  :;' 
(It'crit  une  petite  courbe  fermée  ne  l(»urii;mt  pas  autour  du  poiul 
z  '--^  t>,  r  décrit  une  petite  courbe  rennéc  ir-  tournant  pas  autour 
du  point  (t  et  chaque  racine  reprend  sa  valeur  initiale.  Si  z'  décrit 
une  petite  courbe  fermée  tournant  une  fois  autour  du  point 
z'  =zo,  z  décrit  une  petite  courbe  fermée  tournant  p  fois  autour 
du  point  a,  comme  il  résulte  de  la  substitution  :  chaque  racine 
reprend  donc  encore  sa  valeur  initiale  d'après  la  façon  dont  ces 
racines  s'échangent.  D'après  cela,  M(,  par  exemple,  est  une  fonc- 
tion analvtique  de  :;',  devenant  égale  à  b  pour  z' ^  o,  uniforme. 
Unie  et  continue  pour  les  valeurs  de  z'  appartenant  à  un  domaine 
suriisanirnent  petit  du  point  ;' =  o.  Cette  racine  «,  est  donc 
di'veloppable,  par  la  lormule  de  Tajlor,  en  une  série  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z\ 

u^  =  h  -^  ù i  z' -i-  0-2 z'-  -r- . . . -~-  b^fZ''  -+-.... 

Si  l'on  revient  à  Tancienne  variable  ;:,  liée  à  z'  par  l'équation 
écrite  plus  haut,  qui  donne" 

z'  =  (z-ay, 

on  a  le  développement  suivant  pour  a^ 

II,  =  b  -r-  bi{z  —  a)''  -^  b.2{z—  a)^  -^ .  .  .^  b-Az  —  a)  f  -i- .  .  . , 

1 
procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  {z  —  a)P  . 
On   obtiendra   des   développements    de   même   forme    pour   «o, 
?/:j,    ...,  Up.    On   peut   d'ailleurs  les  déduire  de   celui   de  ii,   en 
s'appuyant  sur  la  loi  môme  de  permutation  des  racines.  Posons 


Prenons  la  racine  //,   définie    par  la  série   précédente   et  sup- 
posons  que    l'on   fasse    décrire  à    ^   un   petit   cercle   autour  du 

point  z  =  a,  dans  le  sens   positif.   La   racine    ?/,   devient  1/2  et 

1  1 

{z — a)P  devient  w(g —  (f)'',  car,  l'argument  de  z  —  a  augmen- 

tant  de  27:,  celui  de  (^  —  a)>'  augmente  de  -^  •  On  a  donc  le  déve- 
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loppement  suivant  pour  //o, 

iu_  =  b  -h  biM{z  —  a)''-^  b.M-^:-  —  ^)''  -f- .  .  . -i- ^A;  w'' (^  —  a)''  -h 

Un  nouveau  tour  de  ;  autour  du  point  a  donnera  «3  en  chan- 

1  -L 

geant  (:;  —  a)''  en  o){z  —  a)i' , 

1  2  V 

u^  =  b  +  6,  w2(4;  —  ay  -^-  b.i^ùHz— af  -^  .  .  .^  b^i^'^^z  —  a)P -{-... 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  toutes  les  racines  iif, 
if.,^  . . .,  ///,.  On  voit  donc  que  les  jo  racines  appartenant  à  un  même 
système  circulaire  sont  représentées  par  une  même  série  procé- 
dant suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  (:;  —  <^f')'' ■> 

i  1 

u  =  h-r-bi(z  —  a)''  -^b.(^  —  aY  —  ..  .  , 

les  différentes  racines  //,,  ii^.  ...,   iip  étant  obtenues  en  rempla- 

çant  successivement  dans  ce  développement  [z  —  a)''  par  ses  p 
déterminations. 

82.  Nous  venons  d'étudier  les  racines  qui  deviennent  égales  à 
une  valeur  finie  b  quand  z  tend  vers  une  valeur  finie  a.  L'étude 
des  racines  devenant  infinies  pour  z=^  a  nous  conduira  à  la  notion 
des  pôles  d'une  fonction  algébrique.  Ordonnons  l'équation 
F(::,  m)  =  0  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  ?<, 

F(^,  u)  =  'o,n{z)u'"  -^  ':.,n-y{z)u"'-^  + .  .  .-^  Oi{z)u-h  Oo(z)  =  0. 

Soit  ^  =  rt  une  racine  de  l'équation  'fm(^)  =^  o;  lorsque  z  tend 
vers  a,  une  ou  plusieurs  racines  deviennent  infinies.  Pour  étudier 
ces  racines,  posons 

?i  =  — ,; 
u 

l'équation  (2)  se  change  en  une  nouvelle  équation 
(2')  Fi(5.  «')=  ¥(z.  ~\  u'>n  =  o, 
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(lui  ;mr;i  un  certiiin  nonihri-  ilc  i;iciiu\s  nulles  en  lurino  Icnips  ([uc 
c-  —  a.  Dans  le  cas  général,  ces  racines  se  parlageronl  en  un  certain 
nombre  de  systèmes  circulaires,  les  racines  d'un  même  sjslcme 
étant  représentées  par  un  développcuieut  de  la  l'orme 

'T  ~,  -        1  -' 


procétlant  suivant  les  puissances  de  (c — a)i'  et  contenant  en 
facteur  une  certaine  puissance  de  (:;  —  (')''  1  car  u'  est  nul  pour 
z:=a.  La  série  r  (pii  multiplie  (;  —  a)r  est  une  fonction  régu- 
lière de  {z  —  a)i'  qui  n'est  pas  nulle  pour  r  =  c/.  On  en  déduit 

u  V 

-  sera  aussi  une  fonction  régulière  de  {z  —  ct,)^ ,  de  sorte  que  les 

p  valeurs  de  u  seront  représentées  par  un  développement  de  la 
forme 

u  z={z  —a)     ''  \_'Xo+  'J-iiz  —  aY  ^  a^i  z  —  af  -^ . .  .  \  . 

C'est  un  développement  de  même  forme  que  les  précédents,  sauf 
«ju'il  présente  à  gauche  un  certain  nombre  de  termes  à  exposants 
négatifs.  Si  />  =  i ,  le  point  z^=.  n  est  un  pôle  pour  la  racine  con- 
sidérée, ati  sens  élémentaire  du  mot;  si/?  est  plus  grand  que  i, 
c'est  en  même  temps  un  point  de  ramification. 

83.  Pour  étudier  les  racines  de  l'équation  en  u  lorsque  c  de- 
vient infini,  on  pose 


et  l'on  est  ramené  à  étudier  les  racines  de  l'équation  transformée 

pour  les  valeurs  de  ^'  voisines  de  zéro.  Plusieurs  cas  peuvent  se 
présenter  suivant  que  ces  racines  ont  des  valeurs  distinctes  et 
finies,  des  valeurs  égales  ou  des  valeurs  infinies.  Dans  tous  les  cas 
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possibles,  les  m  valeurs  de  a  sont  représentées  dans  le  voisinage 

de  c'  r=  o  par  un  ou  plusieurs  développements  de  l'une  des  formes 

suivantes 


1     (  1  l 


--(  ~  -  \ 

U=Z'      ''\0L0-^CI.iZ'''-^%2z'''-h...J. 

Par  conséquent,  les  m  valeurs  de  u.,  pour  des  valeurs  de  z  de 
module  supérieur  à  une  certaine  limite,  seront  données  par  un  ou 
plusieurs  développements  tels  que 


u  —  b  = 


(:)4..„(:)L.(:)L..l, 

On  peut  résumer  comme  il  suit  tous  les  résultats  obtenus  : 

Dans  le  domaine  de  tout  point  z^^a^  les  m  racines  de 
V équation  (a)  sont  représentées  par  un  certain  nombre  de  dé- 
veloppements en  série  de  la  forme 

en  convenant  de  remplacer  z  —  co  par  -• 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'il  n'j  a  jamais  qu'un  nombre 
fini  de  termes  à  exposants  négatifs. 

8i.  Nous  voyons  qu'une  fonction  algébrique  n'admet  que  deux 
catégories  de  points  singuliers  :  i°  des  pôles,  c'est-à-dire  des 
points  oij  une  ou  plusieurs  branches  de  la  fonction  deviennent 
infinies,  de  façon  que  les  inverses  restent  des  fonctions  régulières 
dans  le  voisinage  ;  2"  des  points  critiques  algébriques,  c'est- 
à-dire  des  points  autour  desquels  un  certain  nombre  de  valeurs 
de  u  se  permutent  circulairement,  les  valeurs  d'un  même  système 
circulaire  étant    représentées  par  un    même   développement  en 
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1 
>t'TU',  ordonnrc  siiiv.nil  It'-^  |uilss:iiicfs  cioissatUrs  de  (  ;  —  ")'  '  *^''- 
ne  conlcnanl  (in'iiii  iinmluc  hmid'  de  trniios  à  «'\|K)s;itils  iiéf^alifs. 
(  )n  voit  de  j)lus  (|iie  (<■>  |i()iiils  siiii;iilirrs  sont  loiijoiirs  m  noinhrt' 
/lui . 

lU'ciprocjucniciit,  l<nil<^  fonction  analytii/nr  (jiii,  siiiloutc  la 
^/ihèrc,  n'iidnu'l  (/iic  des  jx'des  ou  cira  points  iriliijiK's  alp^r- 
lirit/tn's  et  (]i(i  n'd  i/u'iin  n<unlirr  fini  ni  dr  (Irtcrniinutions  en 
iliaf/iie  fioinl ,  est  uni'  fiuntion  a  Igrhriijuc. 

Soiriil  //,,  //_; //„,  les  ///  hranches  de  la  foncllon  u\  loule 

foiiclitm  svm('tii(|iit'  ilr  ces  ///  (inanlilés  sera  c'vidcmrnenl  une 
l'oiiclion  iiiiitdiinc  (le  3.  |>iii-i|iriiii  conlour  renne  décrit  par  la 
variable  jx'ul  smileinenl  peniuiter  ces  m  valeurs.  Soit  en  particu- 
lier 'f(//,,  f/.j.  ...,  Um)  une  fonction  symétrique  entière  de  ?/,, 
Il,,  .  ..,  //,„  ;  dans  le  voisinage  d'un  point  de  ramification  r/,  les  ni 
valeurs  de  //  seront  données  par  un  certain  nombre  de  dévelop- 
pements de  la  forme  éciile  |)liis  haut.  Si  dans  '■^(f/,,  u-^.  .  ..,  u,n) 
on  remplace  //(,  //o,  .  .  .,  u„,  par  leurs  développements  en  série,  il 
est  clair  que  les  puissances  fractionnaires  de  (::  —  a)  doivent  dis- 
|)araîtrc,  puisque  cp  est  uniforme  dans  le  voisinage  du  point  z^=  a. 
On  peut,  du  reste,  le  vérifier  par  le  calcul  des  sommes  des  puis- 
sances semblables,  telles  que  -?/",  en  s'appujant  sur  ce  que  la 
somme  des  puissances  o,  i,  2,  .  .  .,  /;  —  i  d'une  racine  primitive 
^Kiiic  jç  ]\,nité  est  nulle.  D'ailleurs,  le  développement  de  'o  ne 
contiendra  qu'un  nombre  fini  de  termes  à  exposants  négatifs. 
Tout  point  à  distance  finie  z  =  a  sera  donc  un  pôle  ou  un  point 
ordinaire  pour  la  fonction  cp(/^,  ,  ...  ,  u,n)  et  l'on  verra  aussi 
qu'il  en  est  de  même  pour  ^  =  ce.  Par  conséquent  (Introduc- 
tion), toute  fonction  symétrique  entière  de  «,,  U21  ...,  u,n  est 
une  fonction  rationnelle  de  ;;  ce  qui  prouve  que  les  m  branches 
de  la  fonction  u  sont  racines  d'une  équation  de  degré  m  en  m, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z. 

80.  Ce  théorème  va  nous  permettre  de  combler  une  lacune  dans 
l'étude  des  fonctions  algébriques.  Soit  F(^,  «)=  o  une  équation 
algébrique  entière  irréductible,  de  degré  m  par  rapport  à  u  ;  sup- 
posons que,  pour  :;  ^  ::o,  elle  admette  m  racines  distinctes  et  finies 

«1,       «2.        ...,       Uni' 
A.    ET    G.  12 
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[>a  variable  :;  drcrivanl  im  conlour  fermé  parlanl  du  point; 
cl  y  rcvcnaiil,  sans  passer  par  aucun  point  singulier,  si  l'o 
adopte  pour  valeur  initiale  de  u  la  racine  ?/,,  par  exempk 
cl  qu'on  suive  par  continuité  la  variation  de  cette  racine,  on  re 
viendra  au  point  de  départ  avec  une  valeur  finale  qui  sera  corn 
prise  dans  les  m  racines  ;/,,  ?/o,  ...,  iim.  On  peut  choisir  l 
contour  fermé  décrit  par  la  variable  de  façon  que  la  valeu 
finale  soit  une  quelconque  des  m  racines,  désignée  à  V avance 
Supposons,  en  efTet,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Les  racines  //, 
;r,,  ...,  Uni  pourront  être  partagées  en  deux  catégories  :  pour  le 
unes,  il  est  possible  de  trouver  un  contour  fermé  conduisant  d 
la  racine  «,  à  l'une  quelconque  d'entre  elles;  cela  est  impossibl 
pour  les  autres.  Soient  «,,  ...,  Up  les /?  racines  de  la  premier 
catégorie.  11  est  clair  que  ces  p  valeurs  de  u  ne  peuvent  que  s 
permuter  entre  elles  quand  la  variable  décrit  un  contour  ferm 
quelconque,  et  qu'elles  n'admettent  pour  points  singuliers  qu 
des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques.  Par  suite,  Wi,//^?  •> 
Up  sont  les  racines  d'une  équation  algébrique  entière  '-^{z,  u)  =  t 
de  degré  p  eu  ?/,  et  le  poljnome  F(;,  u)  devrait  être  divisibl 
par  o(^,  u),  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Corollaire.  —  Soit  F(;:,  u)  un  polynôme  entier  à  deux  va 
riables  et  soient  (^o,  ?/„),  (r,,  ?<,)deux  systèmes  de  solution 
quelconques  de  l'équalion 

F(c,  u)  =  o. 

Supposons  qu'on  ait  démontré  qu'il  existe  un  chemin  allant  d 
point  Zq  au  point  ;,  et  conduisant  de  la  valeur  initiale  «o  à  la  va 
leur  w,.  On  peut  en  conclure  que  le  polynôme  F (5,  u)  est  irré 
ductible,  ou  est  une  puissance  exacte  d'un  polynôme  irréductible 
Mais,  dans  aucun  cas,  F(^,  u)  ne  pourra  être  divisible  par  deu 
polynômes  irréductibles  différents. 

86.  Nous  pouvons  maintenant  compléter  la  définition  d'un 
fonction  algébrique  en  introduisant  la  notion  des  lacets  ;  F(z,  u 
étant  un  polynôme  indécomposable  de  degré  m  en  w,  marquor 
dans  le  plan  de  la  variable  z  les  points  a,,  a-2,  ...,  a./,-,  où  quel 
ques-unes  des  racines  de  l'équation 

F(5,  «)  =  o 
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se  pcrmiilenl  entre  elles,  cl  dech;u|uc  |>uinl  </,  lirons  nne  ligne  L/ 
s'élendant  jusqu'à  rinlini.  de  uianit  re  que  ces  lignes  ne  se  croisent 
pas  entre  elles.  Soient  ;„  un  point  distinct  des  points  singuliers,  et 
a,,  Xj,  ...,a,„  les  ///  racines  simples  de  l'équation  F(^o,  ")  =^ '^• 
Lorsque  la  variable  :;  décrit  un  chemin  quelconque  sans  fran- 
cliir  les  lignes  L,,  les  /;/  racines  de  Técpiation  restent  des  fonc- 
tions uniformes  de  z.  Quelques-unes  de  ces  racines  peuvent  de- 
venir infinies  en  certains  points  isolés,  mais  elles  restent  uni- 
formes dans  le  voisinage  de  ces  points.  Désignons  par  //,,  i/.,.  . . ., 
//,„  les  ni  racines  qui  se  réduisent  resjiectivement  à  a, ,  a.j,  . .  .,  a,„ 
pour  z  =  Zo,  et  appelons  chemin  direct  de  ::o  i'  ^  tout  chemin 
joignant  ces  deux  points  sans  franchir  aucune  des  lignes  L<. 

Pour  suivre  la  marche  de  la  fonction  u  lorsque  la  variable  décrit 
un  chemin  (pielconque,  il  suffit  de  savoir  comment  s'échangent 
les  m  fonctions  //,,  Wo,  ...,  Um  lorsque  la  variable  franchit  une 
des  lignes  L/.  Soient  «/  un  point  criti(|ue,  Zi  un  point  infiniment 
voisin;  joignons  le  point  zi  au  point  ::o  par  une  ligne  droite,  et 
du  point  rt,- comme  centre  décrivons  un  petit  cercle  passant  par  le 
point  Zi.  Le  chemin  ZoZininziZo  s'appelle  un  lacet  {fig.  5-);  il 
peut  être  décrit  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde, 
suivant  qu'on  laisse  le  point  cii  à  sa  gauche  ou  à  sa  droite.  On  le 

Fig.  57. 


représente  par  la  notation  («,)  ou  («/)_«,  suivant  qu'il  est  décrit 
dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde.  On  dit  que  le 
lacet  («/)  unit  les  deux  racines  w^,  Uk  si,  en  partant  du  point  Zç^ 
avec  la  racine  ^h-,  et  décrivant  le  lacet,  on  revient  au  point  de  dé- 
part avec  la  racine  'J.h\  on  dit  qu'il  est  neutre  par  rapport  à  une 
racine,  s'il  reproduit  cette  racine. 

Un  chemin  quelconque  allant  de  ^^o  en  :;  peut  être  remplacé  par 
une  suite  de  lacets  suivie  du  chemin  direct  unissant  ces  deux 
points.  Par  exemple,  le  chemin  z^o-m'^n'^pz  {Jîg.  58)  peut  être 
remplacé  par  z^^mz^^^  z^m'^nz^-^  ZqH-^PZq-^  z^pz  ;  z^o-niZo 
peut,  à  son  tour,  être  remplacé  par  le  lacet  (<3,),  ^^o^^^i^^-o  parle 
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lacel  (a.)   ,,  Zi,n-(i->  z^,  parle  lacet  («u)-!,  cl^,,/^-  est  un  chemi 

direct  allaiil  de  v,,  à  z. 


Fig.  58. 


Nous  terminerons  ees  généralités  par  la  remarque  suivante.  L 
racine  ?//,  qui  se  réduit  à  a^-  pour  :;  =  z^,  est  développable  par  J 
formule  de  Taylor  dans  le  voisinage  de  ce  point;  quel  est  le  rajo 
de  convergence  de  cette  série?  Ce  rayon  est  égal  à  la  distance  d 
point  ^0  au  point  critique  le  plus  voisin  où  la  racine  considéré 
devient  infinie  ou  se  permute  avec  une  autre.  Mais  le  cercle  cl 
convergence  de  cette  série  peut  contenir  des  points  où  les  racine: 
autres  que  m,,  se  permutent  ou  deviennent  infinies. 

87.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  établi  a  priori  lexistenc 
des  systèmes  circulaires  et  la  forme  des  développements  en  séri( 
des  racines.  Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut  obtenir  c( 
systèmes  circulaires.  Les  valeurs  de  z,  pour  lesquelles  l'équalio 
F(:;,  u)  =  o  admet  des  racines  multiples,  s'obtiennent  en  élim 

nant  «  entre  les  deux  équations  F  =  o, -—=:  o.    Soit   z^a    ur 

valeur  de  ;  pour  laquelle  l'équation  F(::,  u)  =  o  admet  une  racir 

h  d'ordre  n.  En  général,  —  ne  sera  pas  nul  pour  z  =^  a,    u^=  l 

En  langage  géométrique,  cela  signifie  que  le  point  de  coordor 
nées  (a,  b)  de  la  courbe  qui  a  pour  équation  F(^,  u)  ^  o  est  u 
point  simple  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  u.  Mais,  si  l'o 

a  en  même  temps  — -  ^  o,  le  point  (a,  b)  est  un  point  multiple  c 

cette  courbe.  En  définitive,  les  points  critiques  de  la  fonctio 
algébrique  u  de  z  correspondent  :  i'^  aux  points  de  la  court 
où  la  tangente  est  parallèle  à  Vaxe  des  u;  2°  aux  points  mui 
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(i/)/rs.  Nous  laissons  de  côté  j)Oiir  le;  moment  les  points  à  rinfini; 
Ifur  élude  se  ramène,  cummr  ttn  la  \ii,  à  celle  îles  points  à  dis- 
la  me  finie. 

Supposons    d'abord    <pie,    pour    z  =  a^    on    ail     une    racine    // 

d'ordre  n,  et  (pie  -—  ne  soil  pas  nul  pour  :;  =  a,  tt  =  ù.  En  rem- 
plaçant r  par  z  -T-  (/  et  u  j)ar  i/  4-  b,  ce  qui  revient  à  transporter 
I Drij^Mnc  au  point  [a,  6),  !'(:?,  u)  sera  de  la  forme 

(G)  F  =  A;;-f-  B«"  ^  «-ç(-,  «)-t-6(-s,  u)  =  o, 

•!<(c,  II)  ne  contenant  cpie  des  termes  de  degri'  supérieur  à  n  par 
rapport  à  //  et  du  second  degré  au  moins  par  rapport  à  ^;  A  et  B 
sont  des  constantes  dillérentes  de  zéro.  Pour  z  =  o,  ona.  n  racines 
nulles  et  n  seulement,  c'est-à-dire  que  l'axe  des  ti  rencontre  la 
cnurbe  en  n  points  confondus  à  l'origine,  qui  sera  un  point  ordi- 
naire si  n  =:  ■î,  et  un  point  d'inilexion  si  n  est  supérieur  à  2. 

Si  l'on  pose 

z  =  z'n,         u  =  çz', 

It'qualion  (6),  divisée  par  z'"^  devient 

(7)  X-hBi^-"  ^z'U{z',v)  =  o. 

Pour  c'=o,  l'équation  (7)  admet  n  racines  simples  fournies 
par  l'équation  binôme 

A  -1-  B  p"  =  o . 
Soient 

ces  n  racines  rangées  par  ordre  d'argument  croissant,  l'argument 
de  chacune  de  ces  racines  étant    égal   à  celui  de  la  précédente, 

augmenté  de  ^--  Pour  une  valeur  de  z'  voisine  de  zéro,  l'équation 

(7)  admettra  n  racines  qui  seront  des  fonctions  régulières  de  z' 
dans  le  domaine  de  l'origine  et  se  réduisant  respectivement  à  t^,, 
To,  ...,  v,i  pour  ^'=0.  Ces  n  racines  pourront  être  représen- 
tées par 

a,,  ao,  . . .,  y-n  étant  des  fonctions  régulières  de  z' ,  qui  sont  nulles 
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pour  r.'=  o.  L'cquallon  (G)  adincUra  les  n  racines 

i  1  ' 

pour  savoir  couiincnl  se  peimuleuL  ces  racines  dans  le  domaine  de 
l'origine,  faisons  décrire  à  la  variable  un  petit  cercle  dans  le  sens 

direct  autour  de  l'origine;   l'argument  de  ^"  augmente  de  —  ;  le 

produit  Ti  c"  devient  donc  v.^z"  cl  la  racine  «,  se  change  en 

1  • 

y.\  élant  infiniment  petit  avec  :;,  car  c'est,  au  facteur  e"  près,  ce 
que  devient  la  quantité  a,  quand  on  augmente  l'argument  de  z'  de 

—  •  Cette  racine  doit  faire  partie  des  /?   racines  ;/),  ?/o,...,  a,,. 

Elle  ne  peut  être  égale  quà  ii^,  car,  si  elle  était  égale  à  M3  par 
€xemplc,  on  aurait 

1  i  1  1 

('o^«  +  !X\  Z"-  =  ('3^"  +  T-^Z"  . 

et,  en  divisant  par  z", 

('2— «'3  =  3:3-  a',, 

de  sorte  que  la  quantité  finie  To —  v^  serait  égale  à  une  quantité 
infiniment  petite.  On  verrait  de  même  que,  après  que  z  a  décrit  un 
petit  cercle  dans  le  sens  direct  autour  de  l'origine,  u^  se  change 
en  M3,  W3  en  w,,  ...,  Un  en  m,.  Les  n  racines  forment  donc  un 
seul  système  circulaire. 

Ces  n  racines  peuvent  être  représentées  par  un  même  dévelop- 
pement en  série.  La  racine  de  l'équation  (^),  qui  se  réduit  à  p, 
pour  ^'=0.  est  régulière  dans  le  voisinage  de  ^'=0;  elle  peut 
■donc  être  représentée  par  la  somme  d'une  série  convergente 
telle  que 

(')  +  ai^'-f-  «2-^'--i-  •  •  •  ; 

la  racine  correspondante  ;/,  de  l'équation  (6)  sera  égale  à  la  somme 
<ie  la  série 

Or,  quand  ;  tourne  autour  de  l'origine,   cette  série  prend  n  va- 
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l<ni->  (ll-tliiclc^  (|iir  IDii  ohliciil  fii  iloiiiKiiil  à  :■"  ses  /i  (h'icnimia- 
tinti-;  .1,  (l'.i|iir>  ce  (|iic  nous  \enons  de  voir,  C(\s  n  valeurs  rc|iré- 
senleiil  les  //  raiiiies  de  Ic-qualion  (6),  qui  s'aunulcnl  avec  c. 

SS.  Supposons  niainlenanl  que  le  point  («,  b)  soit  un  point 
nnihiple  de  la  courbe  ¥( z,  u)  =:  o;  nous  porterons  encore  l'ori- 
j^iiic  en  ce  point.  A\aiil  dahorder  le  cas  général,  nous  étudierons 
deux  cas  pailieulicrs   liés  simples  : 

i"  I/originc  esl  un  point  douhle  à  tangentes  distinctes,  et  au- 
cune des  tangentes  ne  coïncide  avec  Taxe  des  i/.  Si  l'on  ordonne 
K(3,  a)  suivant  les  puissances  croissantes  de  ii  et  de  z,  on  aura 
I  i'(pialii)ii 

(8)  V (z,  Il  )  =  nu--{- ibuz -\- cz--Jr- o{z,  u)  =  o,     a  ^^  o,      b- — ac  ^  o, 

o{z^  II)  ne  contenant  que  des  termes  de  degré  supérieur  au  second. 
Pour  ^  :=  o,  deux  valeurs  de  u  sont  nulles;  posons  u^vz^ 
ré(piation  (8)  devient,  en  divisant  par  c-, 

( 9 )  a\- -^  -ibv  ^  c  -\-  z'b{z.  v)  =  o, 

et  la  nouvelle  équation  admet,  pour^^o,  deux  racines  simples 
l'i,  ij.  Dans  le  domaine  de  l'origine,  l'équation  (9)  admet  par  con- 
séquent deu\  racines  qui  sont  des  fonctions  régulières  de  z, 

Les  valeurs  correspondantes  de  u  sont  représentées  par  doux 
séries  convergentes 

"1=  f'i--^  ai32-t_pj-3_^  ...^ 


Chacune  de  ces  racines  est  donc  régulière  dans  le  domaine  du 
point  ^  =  o. 

2"  L'origine  est  un  point  de  rebroussement,  et  la  droite  u^=  o 
est  la  tangente  de  rebroussement.  L'équation  proposée  est  de  la 
forme 

(10)         F(-3,  u)  —  U--T-  au^^  bii-z  -+-  cuz--\-  clz"-\-  o(z,  u)  =  o, 
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'i(r,  n)  ne  conUMianl  que  des  Icrincs  d"iin  degré  supérieur  au  Irc 


III   |K)se 


cl  ([u"oii  divise  par;;'"',  l'équalion  devient 

(m)  i-'^-h  d  —  z'^{z',v)  =  o. 

Supposons  (pie  cl  n'est  pas  nul,  ce  qui  aura  lieu  si  l'origine  esl 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce.  Pour  ^'=o, 
l'équation  (i  i)  admet  deux  racines  simples  dry/ —  d]  pour  ;'  voisin 
de  zéro,  on  auja  deux  valeurs  de  r  régulières  dans  le  domaine  de 
l'origine  et  se  réduisant  respectivement  à  dry' — d  pour  ^'^o. 
On  en  conclura,  comme  plus  haut,  l'existence  de  deux  valeurs 
de  II,  racines  de  l'équation  (lo), 

»,  =  (\/—  d  ■+-  oii)  z^-  ,  11-2  =  ( — / —  d  ^  '^■i)  ^-  , 

se  permutant  quand  on  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  r  =  o. 
Ces  deux  racines  sont  encore  représentées  par  un  même  dévelop- 
pement en  série 

u  =\/—dz^-{-  a^2_i_  <^{z^-)    — 

dans  lequel  on  donne  à  z'  ses  deux  déterminations. 

89.  Après  ces  cas  particuliers,  arrivons  au  cas  général,  où  l'ori- 
gine est  un  point  multiple  d'ordre  quelconque.  L'équation  en  u 
ayant  n  racines  nulles  pour  ^  =  o  doit  contenir  un  terme  de  la 
forme  Af/",  où  A  est  une  constante  non  nulle,  suivi  de  termes 
parmi  lesquels  ceux  qui  ne  renferment  pas  z  contiennent  u  à  des 
puissances  supérieures  à  n.  Elle  est  donc  de  la  forme 

(1-2)  F(:;,  ii)  =  Ai/«^ZAx^«x^^  =  o, 

les  exposants  a  et  [j  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  assujettis  à 
la  condition  que,  si  ^  est  nul,  a  est  supérieur  à  n.  Alors,  pour 
:;  =:  o,  il  y  a  bien  n  racines  nulles.  Nous  emploierons,  pour  par- 
tager ces  n  racines  en  sy^stèmes  circulaires,  la  méthode  donnée 
par  Puiseux  dans  son  célèbre  Mémoire  sur  les  fonctions  algé- 
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hri<iurs  (  '  ).    Viliiirttim>    ijin'   rli.uiini'   de-   v;ilriii-,    iiiliniiiirn  I  [ic- 

lilr^  (Ir    //  .•>(   (riMl    (|c-l(-     illllllit<'-<illl,il    (l('lcl  lllilK'    |MI     I  ,i|i|>i)lL  il   r-, 
iiii  [ifiil  t'irc  iiii^f  >()ii>  lii  liilliic 


|JL  élaiil  un  iKiinhic  [lositir  cl  i'  une  ronrtioii  de  c  ([iii  ;i  mic  v;i- 
leur  linie  el  (.lillrrciilo  do  zéro  jiourc  =  o.  Ueniplaçons  //  |jar  celle; 
expression  dans  ré(|ualion  (i'>.),  le  déféré  infinllésimal  du  lerme 
j^t'-m'-ral  est  y.'x -j-  [i  el  celui  du  piciiiii  r  // y.,  expression  qu'on  peut 
l'aire  irnlicr  dans  y.u  ~  'i  en  faisaiil  |i(iiii-  le  premier  lerme  a  =  /î, 
[i -:r  (..  Soil  ///  If  dr-ré  du  lerme  (pii  a  le  plus  ])elit  degré,  après 
celte  subslilulion.  H  v  aura  au  moins  deux  termes  de  degré  /?2, 
car,  s'il  n'v  en  avait  qu'un,  en  divisant  par  z"^^  on  aurait  une  quan- 
tiu-  finie  qui  sérail  égale  à  une  quantité  inlinimenl  petite.  Il  faudra 
donc  qu'il  j  ait  au  moins  deux  termes 

parmi  iescpiels  [)eul  être  le  premier,  tels  que 

el  tels  que,  j)our  tout  autre  terme  K.jji t^i, a^' z^" ^  on  ait 
[j.a"+  p"^  iji.a  +  p. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  [jl  qui  remplissent  cette  condition, 
on  se  sert  d'une  représentation  géométrique  dont  le  principe  est 
<lù  à  Newton.  Traçons  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées 
lectangulaires  Oa,  0[5i  et  marquons  les  points  qui  ont  pour  coor- 
données les  exposants  (a,  [5)  des  différents  termes  de  l'équa- 
tion (i  2).  Au  terme  indépendant  de  z  correspondent  les  points  de 
Taxe  Oa;  le  premier,  qui  est  fourni  par  le  terme  A;^",  est  d'ab- 
scisse /?.  De  même,  les  termes  de  l'équation  indépendants  de  // 
donnent  des  points  sur  l'axe  O  |^i  (.Ao-  ^9)- 

Ces  différents  points  étant  marqués  dans  le  plan,  pour  avoir  le 
degré  aa  +  ^  en  ^  qu'acquiert  un  lerme  S.^.^u'^z^  par  la  substitu- 
tion u  =  r;;!^-,  il  suffit  de  mener  par  le  point  de  coordonnées  (a,  ^) 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XV;  i85o. 
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wuc  (Iroilr  A  de  cocfliciont  angulaire  —  y. 

jK— p=  — ;^(.r  — a) 

Cl  (le  prendre  l'ordonni'c  à  Torigine  (3o  de  celle  droile  :  cette 
ordonnée  est  en  efTel  aa  -^  [j.  Donc,  si  ])ar  Ions  les  points  mar- 
f|nés  dans  le  plan  a0  3,  on  jnrne  des  droites  A  parallèles  ajanl 
j>otir  coefficient  angulaire  —  jj.,  les  ordonnées  à  l'origine  de  ces 
droites  donneront  les  degrés  que  prennent  par  la  substitution 


// 
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Il  z=  i'zV-  les  divers  termes  de  l'équation.  Le  terme  de  plus  petit 
degré  en  z  correspond  au  point  (a,  3)  situé  sur  la  droite  D  dont 
l'ordonnée  à  l'origine  est  ia  plus  petite  ;  comme  il  doit  j  avoir  au 
moins  deux  termes  avant  le  plus  petit  degré,  il  faut  déterminer  'x 
de  façon  qu'il  y  ait  au  moins  deux  des  points  (a,  [S)  sur  celle  des 
droites  D  de  coefficient  angulaire  —  ijl  ayant  la  plus  petite  or- 
donnée à  l'origine.  Le  nombre  —  jjl  est  donc  le  coefficient  angu- 
laire d'une  droite  joignant  au  moins  deux  des  points  (a,  [îi),  et 
laissant  tous  les  autres  au-dessus  d'elle.  Voici  comment  on  déter- 
mine toutes  les  droites  possédant  cette  propriété. 

Concevons  une  droite  mobile  d'abord  couchée  sur  O  a.  Faisons-la 
tourner  de  gauche  à  droite  autour  du  point  d'abscisse /i  surOa,  jus- 
qu'à ce  qu'elle  vienne  rencontrer  un  ou  plusieurs  autres  points; 
faisons-la  ensuite  tourner,  toujours  dans  le  même  sens,  autour  du 
dernier  de  ces  points,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  à  rencontrer  de  nou- 
veaux sommets  du  réseau,  et  ainsi  de  sui  te,  jusqu'àce  qu'on  obtienne 
une  droite  passant  par  le  premier  sommet  du  réseau  /  situé  sur 
0,j.  On  a  ainsi  formé  une  ligne  polygonale,  allant  du  point  n  au 
point  /,  dont  tous  les  sommets  sont  des  points  du  réseau,  et  telle 
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([lie,  si  lOii  |)r()l()iiL;i'  un  (|uclc()iu|iic  de  ms  cùIi's.  ou  hiissf  loiis 
les  aiilrcs  siiriiiiiii>  du  léscau  au-dessiis  de  ce  cùh'. 

Le  coeriicifiil  ;iii- iilaii-c  de  cliiunie  cùlé  de  cette  li^ne  Jiolvgd- 
nale,  changé  de  signe,  fournil  une  \;ileiir  coiixciiidilc  de  a.  Soienl 
(a,  [iJ)  et  (a',  |^')  les  coortloiinées  de  deux  M)iiini(ts  du  ii'scaii  situés 
sur  un  inèuic  cùlé,  de  eoefficlcnl  angulaire  —  [J..  La  droilc,  à  la- 
(|Mrllr  a|)[iaiticrit  ce  eùl('',  a  ])oiii-  r(|uali()ii 

J--  ?  =  -  ;-i<-^  — 2=). 

el  le  poinl  où  elle  rencontre  O  [ii  a  j»oiir  ordonnée  ,3  +  |j.a.  Il  es! 
clair  cjne  Ton  aura 

^  -t-  |jta  =  3'-l-  ;i.x', 

tandis  que,  pour  un  sommet  du  réseau  (a",  [ii")  situé  au-dessus  du 
cùlé  considéréj  on  a 

P"-f-;j.x">  3-+-  1X7.. 

Ola  posé,  considérons  un  cùté  C/  de  la  ligne  j)olygonale  allant 
du  sommet  (a/,  j^/)  au  sommet  (a/^.,,  1J/4.,  ),  et  soit  (a,  j5)  un  point 
rpielconque  du  réseau  situé  sur  C/,  et  (a',  |j')  un  point  quelconque 
du  réseau  situé  au-dessus  de  C/.  L'équation  proposée  pourra 
>  écrire 


(i3)  F(^,  //  )  =  A^,p,a'A^'^'  -t-^  Aa^«'^^'- 

-1-  A  a,^,  ^,^,  ?<'A+.  ^^'-'  +  V  Aa'  p'  if'^'^l^'  =  o. 

Soit  'j.  le   coefficient  angulaire  changé  de  signe  du  côté  C/;  on 
aura 

a/  ijL  -I-  p/  =  a  ;jL  -+-  p^  =  3;/+  ,  ;j.  +  ^/^.i ,  a'  [jt.  -h  p'  >  a/  ji.  -+-  p/  ; 

on  tire  de  là 

^  -  3,  _  p,-^,  -  :3,-  _  ry 


I^ 


a/  —  X         a/  —  a/4_i        p 


La  fraction  —  étant  supposée  irréductihle,   on 
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/.  el  /.,  t'ianl  des  nombres  entiers.   Posons,  dans  l'équalion  (i3), 

;:  =  z'i',         u  =  vz'i\ 
elle  devient 

-h  tV:i^^,^.^,v^i+yz''/^i+^  +  i'^^+'  -h^AoL'i^'V'-''  z'i'-^'  +  P^'  =  o; 
mais  on  tire  des  relations  écrites  plus  haut 

cl,  en  divisant  par  c'^='i+/'?/,  l'équation  devient 

(l4)  V^^+^^{v)^  Z'W{Z',V)  =  0, 

^\z' ,  c)  étant  une  fonction  entière  de  v  et  de  z' ,  et  ^(t-)  désignant 
le  polynôme 

Pour  c'=  o,  cette  équation  se  réduit  à 

elle  admet  a,  —  a/_j.,  racines  finies  et  différentes  de  zéro  ;  pour  une 
valeur  de  z'  voisine  de  zéro,  elle  admettra  donc  a,  —  a/^,  racines 
respectivement  voisines  des  précédentes  et,  par  conséquent, 
l'équation  en   u  aura  le  même   nombre  de  racines  de  la  forme 

vzP ,  la  quantité  v  tendant  vers  une  limite  différente  de  zéro  lorsque 
c  tend  vers  zéro.  Le  côté  C/  de  la  ligne  polygonale  fournit  donc 


(a/  —  î'-z+i)  racines  d'un  même  degré  infinitésimal--  En  opérant 


2, 
P 

(le  même  avec  chaque  côté,  nous  obtiendrons  un  nombre  total  de 

racines 

(n  —  a,  )  -^  (o(i  —  aj)  -^  .  .  .  -f-  (a„  —  o)  =  n. 

On  retrouve  ainsi  les  n  racines  de  l'équation  (12)  voisines  de  zéro. 
Chacune  de  ces  racines  est  donc  bien  d'un  degré  infinitésimal 
déterminé,  et  de  plus  ce  degré  est  commensurable. 
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(lonsitlérons   inaiiilciiaiil    en    part  Kiilicr    les    racinrs    du    ilof^rt" 

infiiiilésimal  -•,  (\\\\  sont  iournics  par  rc-qualidn  '!)((•)=  o.    Dans 

le  polvnoine  •I*(t'),    tous  les  exposants   sont   des  multiples  tle/>; 
ainsi 

Si  Ton  pose  r/' =  A,  It-ijuatioii   <I>(r)  =  o  est  remplacée  par  lé- 
<|uatioii 

(  I  j  )  Il  (  À  )  —^  Kj_^ ^,  X'^-.  ~  V  Aa^  X''-  -^"  -i-  Aa;,.,  p,^ ,  =  o . 

Soit  A  une  racine  simjde  de  réijualion  ('i5)  el 


les />  racines  de  l'équation  r/'  =  /,  rangées  dans  un  ordre  tel  que 
les  arguments   forment  une  progression   arithmétique  de  raison 

'—'  Ces  racines  sont  racines  simples  de   l'équation  <I>(c)  =  o; 

par  conséquent,  pour  une  valeur  de  z'  voisine  de  zéro,  l'équa- 
lion  (i4)  aura/>  racines  voisines  des  précédentes,  qui  seront  régu- 
lières dans  le  voisinage  de  r' =  o.  Soient 

ccs/>  racines,  a,,  aa,  .  .  . ,  a^  étant  infiniment  petits  avec  z' . 
L'équation  (i3)  admettra  les/?  racines 

'11  1 

et  Ton  verra,  comme  plus  haut  (§87),  que  ces  p  racines  se  per- 
mutent circulairement  autour  de  l'origine.  Supposons  que  la 
racine  de  l'équation  (i4)?  ^l^i  se  réduit  à  Vt,  soit  développée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  z' 

p  =  P]  -t-  az'  -+-  bz'^  -^  . .  .  ; 
la  formule 

u  =  viiz^'Y  -^aiz^y^   -^bizT'Y'^'^  ..., 


où  l'on  attribue  successivement  à  z^  ses  p  déterminations,  repré- 
sente les/?  valeurs  de  u,  qui  se  permutent  circulairement.  Ainsi,  à 
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taille  racine  simple  de  Véqnalion  (i5)  correspond  un  système 
circulaire  de  p  racines. 

Si  l'équalion  (i5)  a  /.,  racines  simples,  le  côté  Q  de  la  ligne 
polygonale  nous  fournira  A/  systèmes  circulaires  de  p  racines.  S'il 
en  est  de  mtMnc  de  toutes  les  équations  analogues  pour  les  autres 
côtés,  la  séparation  des  racines  en  systèmes  circulaires  sera  efTec- 
tuée  dès  la  première  approximation. 

Su|)posons  maintenant  que  l'équation  (i5)  ail  une  racine  mul- 
tiple A  d'ordre  n',  et  soit  t'i  une  racine  de  l'équation  vP  :=\\  v^ 
sera  une  racine  multiple  d'ordre  n'  de  l'équation  $((')=  o. 
Lorsque  z'  tendra  vers  zéro,  l'équation  (i4)  admettra  n'  racines 
voisines  do  i,.  Pour  séparer  ces  n'  racines,  nous  poserons 
r  1=  r,  +  v' ,  ce  qui  nous  conduit  à  une  nouvelle  équation 

ayant  n'  racines  infiniment  petites  avec  z' .  Appliquons  à  cette 
nouvelle  équation  la  méthode  précédente,  et  supposons  que  ces 
n'  valeurs  de  v'  se  répartissent  en  systèmes  circulaires  dès  la  pre- 
mière approximation.  Soit 

un  de  ces  svstèmes  circulaires  de  p'  racines.  L'équation  en  u  ad- 
mettra la  racine 

ou 

u  =  f,  l  z  l'i")       +  (V,  V  z''''  )  -^  .... 

On  a  dans  le  second  membre  un  développement  suivant  les  puis- 

1 
sances  croissantes  de  z-''''  ,  dans  lequel  les  trois  nombres  çp',pp', 
</ -T- qp'  sont  premiers  entre  eux.  Ce  développement  prend/?/;' 
valeurs  différentes  quand  la  variable  z  tourne  autour  de  l'origine; 
il  représente  donc  un  système  circulaire  de  pp'  racines  de  l'équa- 
tion en  II.  En  effet,  lorsque  la  variable  z  tourne  autour  de  l'ori- 

1 
gine,  le  radical  z^'i''  prend  pp'  valeurs  différentes.  Après  p  tours, 
le  premier  terme  se  reproduit,  mais  l'argument  du  second  aug- 
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iiu'iik'  (le-^'(  -;  :lill•^i  !«•■,  p  |)icmit'Tcs  riicliios  (lidVTciil  par  le  pic- 
mi(M-  terme  (|ni  (••^l  la  [larlif  |iiiii(i|ialc.  laisii  il  c,  i\r  j,  en  j,^  les 
valeurs  dhleiiiies  dilli  rciil  par  le  sci.uiid  leinie.  On  a  (Jonc  Ijieii />/>' 
valeurs  (linV'ieMl<\s  poiii-  11. 

90.  Si  les //' raeiiies  de  ré(jtialion  (i  ()j  ne  peuvent  se  répartir  en 
svstèmcs  cireulaires  dès  la  première  approximation,  on  opérera 
sur  celle  nouvelle  équalioii  comme  on  a  opéré  sur  l'éf|uation  (i3), 
et  ainsi  de  suite.  Au  Ixuil  d"nn  eerlain  n()inl)re  de  transforma- 
tions successives,  on  aiiiveia  à  des  ('(piations  navant  j)lusquedes 
racines  simples,  et,  en  reninnlanl  de  pr(>(  lie  en  proche,  on  voit 
(pie  la  séparation  des  racines  de  ri'qualion  proposée  en  systèmes 
circulaires  sera  elTecluéc.  Il  ne  pourrait  en  être  autrement  que  si 
la  suite  des  op(''rations  conduisait  toujours  à  des  équations  ayant 
des  racines  multi|)lcs.  Il  nous  suffira  donc  de  montrer  que  cette 
circonstance  ne  |)eut  se  présenter. 

L'é(|uation  (i3)  admet  une  racine  nulle  d'ordre  n  pour^  =  o, 
et  l'équation  (16)  admet  une  racine  nulle  d'ordre  n'  pour  ^' =  o. 
Or  n!  est  au  plus  éi^al  à  a,  —  a/^,,  et  par  suite  au  plus  égal  à  n. 
Si  la  séparation  des  racines  de  l'équation  (16)  n'est  pas  eflectuée 
dès  la  première  approximation,  on  en  déduira  une  nouvelle  équa- 
tion ayant  une  racine  nulle  d'ordre  /t"  pour  ^"  =  0,  et  n"  sera 
inférieur  ou  égal  à  n'  ;  et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  une  suite 
de  nombres  entiers  positifs  /«,  //,  11" ,  .  .  .  n'allant  jamais  en  crois- 
sant. Si  aucun  des  nombres  de  cette  suite  n'est  égal  à  Tunité,  il 
faudra  évidemment  qu'à  partir  d'une  certaine  équation  tous  ces 
nombres  soient  égaux.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cela 
ait  lieu  dès  la  première  équation.  Comme  n'  est  au  plus  égal  à 
a/  —  a/^i,  il  faudra  qu'on  ait 

a/ —  a/+i  =  « ,         p  =  i  , 
•Xi  =  n  ,         a,-Hi  =  0,  Pi  =  o,  fji+i  =  nq, 

et  la  ligne  polygonale  se  réduira  à  un  seul  côté,  allant  d'un  point 
n  sur  l'axe  Oa  à  un  point  nq  sur  Taxe  O  [3.  Si  l'on  pose  dans 
l'équation  (i3)  u  =  vzi^  elle  devient,  par  hypothèse, 
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el,  par  suite,  les  n  racines  infiiiiinciU  pclites  ont  une  même  valeur 
apj)rocl)t'e 

Posons  ensuite  r  =  l'o  +  «'>  l'équation  en  t'  aura  //  racines 
nulles  pour  ^  =  o  el  si  l'on  écrit  v'  =  wzi' ,  q'  étant  choisi  conve- 
nablement, elle  devient,  d'après  l'hypothèse, 

et  les  n  valeurs  de  a  auront  encore  même  valeur  approchée 

U  =  i'isZ'J  -1-  (ï'o-'/-*"?'. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  les  n  valeurs  infiniment  petites 
de  u  différeraient  entre  elles  d'une  quantité  dont  l'ordre  infinité- 
simal serait  aussi  élevé  qu'on  le  voudrait 5  ce  qui  est  impossible 
si  l'équation  est  irréductible,  et,  par  conséquent,  n'admet  pas  de 
racines  égales  pour  toute  valeur  de  z.  Imaginons,  en  effet,  que 
l'on  forme  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équation  proposée;  on  aura  une  équation  de  même  nature  que 
la  première,  dont  les  racines  nulles  pour  z  =z  o  seront  d'un  ordre 
infinitésimal  déterminé. 

En  définitive,  lorsque  pour  z  ^=  a  l'équation  (2)  admet /i  ra- 
cines égales  à  ^,  les  n  valeurs  de  u  qui  tendent  vers  b^  lorsque  z 
tend  vers  «,  sont  représentées  dans  le  domaine  du  point  z  =^  a 
par  un  ou  plusieurs  développements  de  la  forme  suivante 

u  =  b  -h  0Li{z  —  a)''  -\-  a^i  z  —  ay  4-  .  .  .  -^  Xi^z  —  af  -+-..., 

où  l'on  attribue  successivement  à  (;^  —  «)/'  ses  p  déterminations, 
et  où  Ton  prend  la  même  détermination  dans  chacun  des  termes. 
Quelques-uns  des  nombres  entiers  positifs  ^4,  q^-,  .  -  • -,  qi  peu- 
vent avoir  des  diviseurs  communs  avec  /?,  mais  il  ne  pourra  pas 
arriver  que  tous  les  nombres  qi  aient  avec  p  un  autre  diviseur 
coinmun  que  l'unité,  de  sorte  que  le  second  membre  aura  bien/» 
valeurs  distinctes. 

Si  l'on  a  un  seul  système  circulaire  de  n  racines,  le  point;;  =  a 
est  dit  un  point  de  ramification  d'ordre  n  —  i  ;  pour  n  =  2,  on 
dit  aussi  que  c'est  un  point  de  ramification  simple.  Si  l'on  a  plu- 
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-it'iirs  syslèinos  circiilairrs.  au  point  z  ^=^  a  sont  superposés  plu- 
sieurs j)oiuls  (le  riuuilieali(ju  dislinels. 

t)l.   I-l.rcinpli'   I.    -  Considérons  l'érpiation  (') 

11^ —  3«  -i-  2C  =  o. 

Pour  r  =  -^  I,  on  a  deux  racines  égales  à  +  i ,  qui  fornienl  un 
-vslènie  circulaire,  et  une  racine  simple  égale  à  — 2  ;  de  mémr, 
pour  z  =  —  I ,  on  a  une  racine  simple  égale  à  2  et  deux  racines 
égales  à  —  I,  rpii  forment  un  système  circulaire.  Pour  toute  autre 
valeur  finie  de  c.  \r^  trois  racines  de  l'équation  sont  distinctes  et 
liuies.  Traçons  dans  le  plan  des  z  deux  coupures  indéfinies  sui- 
vant les    lignes    1  h»:,  — 1 ^;  les  trois   racines 

deviennent  des  fonctions  uniformes  dans  toute  létcndue  du  ])laii. 


G 0 C 


Appelons  //„,  ;/,,  u^  ces  trois  racines,  qui  se  réduisent  respective- 
ment à  o,  -Hv'^3,  — v'3  pour  ;  =  o.  Si  l'on  construit  la  courbe 
représentée  par  l'équation  précédente,  on  reconnaît  que,  z  crois- 
sant de  o  à  -^  I  par  valeurs  réelles,  ii^  croît  de  o  à  -[-  i,  11  ^  décroît 
de  \ '•)  à  —  I ,  cl  Uj,  décroît  de  —  y/ 3  à  —  2.  Par  conséquent,  quand 
on  franchit  la  coupure  L,  on  passe  de  u^  à  //|,  de  ?/,  à  //q,  mais 
11.^  ne  change  pas.  De  même,  quand  on  fi-anchit  la  coupure  U,  u^^ 
et  II-,  se  permutent,  tandis  que  Ui  ne  change  pas.  Si  l'on  décrit 
(le  l'origine  comme  centre  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  l'unité, 
on  revient  à  la  valeur  initiale  après  avoir  décrit  trois  fois  la 
circonférence  et  rencontré  les  trois  racines.  Ces  racines  forment 
donc  un  seul  système  circulaire  dans  le  domaine  du  point  c  ^  x; 
ce  (lu'on  vérifie  aisément  par  la  méthode  générale. 
Exemple  II.  —  Soit  Téquation  (-) 


(')  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  5-;. 
(■■)  Briot  et  Bouquet,  toc.  vil.,  p.  09. 

Â.   ET  G.  i3- 
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Pour    ;  =  o,    on  a   la    racine    simple   //  =  o,   cL  deux  racines 
nulles.  Si  Ton  pose      =  v Z'\  j'équalion  devienl 


pour  ;  =  o  elle  admet  deux  racines  simples  -— ?  -7^-  Les  valeurs 

'  v/3      v/3 

(le  //  qui  lendent  vers  zéro  avec  z  sont  par  conséquent  régulières 

dans  le  domaine  de  l'origine  et   ont  pour  ])remier  terme  de  leur 

développement 

Nous  désignerons  par  Uq  la  racine  qui  se  réduit  à  3  pour  ;  =  o. 
Pour  chacune  des  six  valeurs  de  z  données  par  l'équation  z'^  ^  \, 
ou  a  une  racine  simple  //  :=  —  1  et  une  racine  double  u  =  2,  et 
les  deux  racines  qui  tendent  vers  2  se  permutent  autour  du  point 
critique.  A  partir  de  chacun  de  ces  points  de  ramification,  tra- 
çons une  coupure  indéfinie  suivant  le  prolongement  du  rajon  joi- 
gnant ce  point  à  l'origine  ;  les  trois  racines  deviennent  des  fonc- 
tions uniformes  dans  toute  l'étendue  du  plan  {/îg.  61). 


Pour  voir  comment  se  comportent  les  racines  quand  on  fran- 
chit les  coupures,  il  suffit  de  construire  la  courbe  qui  représente 
l'ensemble  des  solutions  réelles  de  l'équation 

«■■'  —  3  u-  -h  t-  =  o; 

on  reconnaît  aussitôt  que,  lorsque  t  croît  de   o  à   2    par  valeurs 
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réelles,  les  trois  valeurs  de  //  vont  respecllvement  des  valeurs  ini- 
li,ile>  //„,  //|,  t/.,  ;iux  valeurs  (uiales  •.^,  2,  — i.  Donc,  lorsque  c 
décrit  une  des  lignes  Or/,,  Orr,,  Oc/5,  le^  trois  racines  ;/,,,  //,,  i/-, 
tendent  vers  les  valeurs  :>.,  -i,  —  i  ;  par  suite,  quand  on  franchit 
une  coupure  d'indice  impair,  on  va  de  la  racine  «0  à  la  racine  11  ^^ 
(le  fff  à  Uo,  mais  u-,  ne  change  pas. 

De  même,  lorsque  z  décrit  un  des  rayons  Ocio,  Ocij,,  Ocie,  l  va 
de  o  à  —  2  par  valeurs  réelles,  et  les  racines  ii^^  ii^,  lu  tendent 
respectivement  vers  9.,  —  1,  ?.,  de  sorte  que,  en  franchissant  une 
coupure  d'indice  pair,  on  passe  de  u^  à  «o?  dtî  u-^  à  a^^  mais  Ux 
ne  change  pas.  Les  lacets  (rto),  («-,),  («o)  unissent  donc  les  ra- 
cines f/o,  "2  et  sont  neutres  pour  la  racine  ;/,,  tandis  que  les 
lacets  («,),  («3),  (<7.;)  unissent  «0  et  ;^,,  et  sont  neutres  pour  la 
racine  «j.  Si  l'on  décrit  un  cercle  concentrique  à  l'origine  conte- 
nant les  six  points  de  ramification,  ce  chemin  équivaut  à  six 
lacets,  et  chaque  racine  revient  à  sa  valeur  initiale.  La  méthode 
générale  montre,  en  elTet,  que  le  point  à  l'infini  est  neutre  pour 
chacune  des  racines. 

On  peut  faire  l'étude  complète  des  fonctions  algébriques  et  de 
leurs  intégrales  au  mojen  des  lacets.  C'est  la  méthode  employée 
exclusivement  par  Briot  dans  sa  Théorie  des  fonctions  ahé- 
liennes.  Nous  nous  servirons,  dans  cet  Ouvrage,  du  mode  de  re- 
présentation de  Ilicmann  ('). 

9^.  Surfaces  de  Riemann .  —  A  toute  relation  algébrique 
irréductible  à  deux  variables,  telle  que  F(:;,  u')^=zo,  on  peut 
faire  correspondre  une  surface  plane  à  plusieurs  feuillets,  qui  joue 
le  même  rôle  que  la  surface  à  deux  feuillets  pour  une  équation  du 
second  degré  en  t/. 

Exemple  I.  —  Considérons  la  relation 


à  chaque  valeur  de  :;  correspondent  m  valeurs  de  u  qui  se  permu- 
tent circulairement  quand  la  variable  tourne  autour  de  l'origine. 


(')  Le  lecteur  fera  de  lui-mùme   le  rapprochement  entre  le  Chapitre  I  et  le 
paragraphes  suivants. 
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Soit 
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p(cos6  +  tsin6),         o^6<2-, 
0 


.   .     0 
L  sin  — 


//,„  —  p"' 


0— 9.(m  — 1)7:  .     6 

cos —    +  l  Slll  — 


m  J 


Prenons  m  feuillets  plans  limités  par  une  circonférence  de 
centre  O  et  d'un  raj^on  très  grand  R,  et  dans  chacun  de  ces  feuil- 
lets traçons  une  coupure  suivant  l'axe  réel;  si  à  un  point  c  du 
feuillet  Pa  on  fait  correspondre  la  valeur  iik  {fig-  62), 


^■x{k 


:]...„  [^^.i^-]!^ 


Fig.  Cri. 


(     «C^ 


on  a  ainsi  sur  ces  ni  feuillets  la  représentation  complète  de  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  u  et  de  z  satisfaisant  à  la  relation 
donnée  ii^=zz.  Plaçons  maintenant  ces  m  feuillets  les  uns  au- 
dessus  des  autres,  les  indices  se  succédant  dans  leur  ordre  naturel, 
et  le  feuillet  Pi  étant  le  plus  haut;  puis  réunissons  le  bord  v,  0, 
de  P,  au  bord  7.0  ^o  de  P2,  le  bord  VoOo  de  Po  au  bord  a.^  ^3  de  P3, 
et  en  général  le  bord  v^ô/  de  P^  au  bord  a/^,  ^/^,  de  P/+i,  puis  le 
bordY77i&m  de  P„j  au  bord  a,  |3,  de  P,  par  de  petites  bandes  de 
surfaces.  On  obtient  ainsi  une  surface  ï  à  plusieurs  feuillets  dont 
la  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  coupure 
olfrira  l'aspect  ci-dessous  (y?^.  63). 

La  dernière   bande  de   surface,   celle  qui  joint  y»iO,„  et  a,  ^,, 
traverse  toutes  les  autres,  mais  nous  conviendrons,  comme  plus 
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liiiiii,  (|iril  ny  a  pas  de  connexion  entre  deux  nappes  de  la  surface 
II'  long  diinc  ligne  double,  de  faeou  que  deux  courbes  de  la  surface 
<|ui  se  croisent  en  un  [joint  d'une  ligne  double  n'ont  un  point 
eoniniiiM  ipie  si  elles  sont  (racées  sur  la  même  nappe.  La  fonction 


<is.  63. 


// 1\('  r  devienl  alors  sur  la  surfaceTainsi  obtenue  une  (onction  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  :  i°à  chacpie  point  de  T  correspondent 
une  valcurdec;  et  une  valeur  de  m  parfaitement  déterminées;  2°cette 
valeur  de  a  varie  d'une  manière  continue  quand  on  décrit  un 
chemin  quelconque  sur  la  surface  T.  A  chaque  point  d'une  ligne 
«louble  correspondent  deux  valeurs  de  u,  que  Ton  distinguera 
d'après  la  nappe  de  surface  à  laquelle  ce  point  est  censé  appar- 
tenir. Le  raisonnement  est  tout  pareil  à  celui  du  n"  2. 

Nous  avons  figuré  (.//i,''.  64)  en  perspective   la  surface  obtenue 
en  supposant  le  nombre  de  feuillets  égal  à  3  (m  =  3). 


Fi  g.  64. 


Imaginons  maintenant  que  le  rayon  R  augmente  indéfiniment  et 
que  les  m  feuillets,  au  lieu  d'être  à  une  distance  finie  les  uns  des 
autres,  soient  à  une  distance  infiniment  petite.  Nous  représente- 
rons la  surface  par  sa  projection  sur  un  plan  avec  la  ligne  de  pas- 
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sage  o h  00,  en  marquant  par  un  Irail  différent  les  chemins 

situés  sur  les  difTérents  feuillets.  Ainsi   \ii /ig.  65  représente  un 
chemin  fermé  entourant  l'origine  sur  la  surface  à  trois  feuillets, 


avec  une  ligne  pleine  pour  les  chemins  sur  le  feuillet  supérieur, 
une  ligne  formée  de  points  sur  le  deuxième  feuillet,  de  traits  et 
points  sur  le  troisième. 

Si  l'on  projette  sur  la  sphère,  on  aura  une  surface  sphérique  à 
m  feuillets,  avec  deux  points  de  ramification,  le  point  O  et  le 
point  O'. 

Exemple   II.  —  Reprenons  l'équation  étudiée  plus  haut 

«^ —  3«  -K  2^  =  o, 

qui  admet  les  deux  points  critiques  z^±\.  Considérons  trois 
feuillets  dans  lesquels  nous  tracerons  deux  coupures  partant  des 
points  -M  et  —  i  (fio-,  QQ), 


Appelons  wo,  W(-  '^2  les  trois  valeurs  de  u  qui  se  réduisent  res- 
pectivement à  o,  H-y/S,  — y/3  pour^  =  o,  et  sur  chaque  point  du 
feuillet  P/  marquons  la  valeur  correspondante  de  ?//.  Pour  former 
la  surface  de  Riemann,  superposons  ces  trois  feuillets;  pour  savoir 
comment   on    doit    réunir  les    bords,    reportons-nous    au   n^OJ. 


PONCTIONS    vL<;KBniOL'i:.s    du  m;   v\hi\iii,  kjc» 

Quand  on  i  ni  verse  la  coupure  L,  //„  •"'•^  change  en  //,.  //,  en 
//„,  mais  (I ,  ne  cliange  [)as.  11  faudra  donc  réunir  a„  'j,,  el  •',o,. 
y,  ,3i  et  yo'^i).  I>"is  «j[î>2t;l  Y^^j-  l^f  même,  il  faudra  n'unir,  le 
long  de  la  seconde  coupure,  Àoî-«-o  et  v^p^,  ^>2  [^-j  cl  Vopo,  A)  u,  et 
V,  3,.  Ldijig.  67  représente  la  projection  d'une  courbe  fermée  si- 

Fig.  67. 


tuée  sur  la  surface.  On  a  inscrit,  à  côté  de  chaque  ligne  de  pas- 
sage, les  feuillets  qu'elle  réunit,  et  l'on  a  indiqué  dans  l'angle  de 
la  figure  le  trait  employé  pour  figurer  un  chemin  dans  les  feuil- 
lets o,  I  et  1. 


93.  Abordons  maintenant  le  cas  général.  Soit  F(g,  u)  =  o  une 
f'quation  algébrique  entière,  irréductible,  de  degré  m  en  u.  On 
peut  former  de  bien  des  manières  une  surface  T,  composée  de  m 
feuillets  superposés,  correspondant  à  cette  relation.  Voici  une 
méthode  générale.  Marquons  dans  le  plan  les  divers  points  «,. 
(I2,  •• .,  «>■  autour  desquels  plusieurs  racines  se  permutent,  et  tra- 
çons à  partir  de  ces  points  des  coupures  s'étendant  jusqu'à  l'infini, 
de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  Soit  en- 
suite Zq  une  valeur  de  z  telle  que  l'équation 

ait/??  racines  distinctes  et  finies,  b\,  b^-,  ■•■,  b„i.  Appelons  ?/|, 
"11  ••-,  Uni  les  m  racines  qui  se  réduisent  respectivement  à  A,, 
i>i^  •••,  b,n  pour  :;  =  5o,  et  qui  restent  des  fonctions  uniformes 
de  ;,  tant  que  cette  variable  ne  franchit  aucune  coupure.  Imagi- 
nons m  feuillets  plans  superposés,  admettant  tous  les  mêmes  cou- 
pures allant  des  points  (n  à  l'infini.  A  chacun  de  ces  feuillets  atla- 
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('.lions  une  valeur  de  //  cl  donnons  au  fcuillcl  le  même  indice  qu'à 
la  racine  correspondante.  Il  s'agit  de  voir  comment  on  doit  rcunii- 
les  bords  des  coupures  de  ces  difï'érents  feuillets. 

Pour  cela,  considérons  en  particulier  le  point  critique  ai  et  une 
racine  ///,.  Si  le  lacet  (V//)  ramène  la  racine  Uh  à  sa  valeur  initiale, 
on  supprimera  la  coupure  arj:)  dans  le  feuillet  correspondant.  On 
opérera  de  même  pour  tous  les  feuillets  correspondant  à  des  racines 
que  le  lacet  («/)  ne  permute  avec  aucune  autre.  Les  autres  racines 
se  partageront  en  uu  certain  nombre  de  systèmes  de  racines  se  per- 
mutant circulairement  autourdu  pointa/.  Soit(i<a?  '^pi  •■■■,  '').,  «ij.) 
un  de  ces  groupes;  le  lacet  («/)  décrit  dans  le  sens  direct  change 
//^  eu  //3,  11'^  en  //y,  ...,  ;/>,  en  z/jj..  Réunissons  le  bord  droit  de  la 
coupure  sur  le  feuillet  a  au  bord  gauche  de  la  même  coupure  sur 
le  feuillet  [i,  le  bord  droit  de  la  coupure  sur  le  feuillet  ^  au  bord 
gauche  de  la  coupure  sur  le  feuillet  y,  .  . .,  et  enfin  le  bord  droit 
de  |JL  au  bord  gauche  de  a.  Dans  le  voisinage  du  point  a/,  les  feuillets 
d'indice  a,  ^, ...,  À,  ]k  sont  ainsi  liés  les  uns  aux  autres,  mais  ils  sont 
complètement  isolés  des  autres  feuillets.  Ils  peuvent  cependant  les 
traverser,  mais  suivant  des  lignes  doubles  de  la  surface,  et  nous 
conviendrons  toujours  qu'il  n'y  a  point  de  connexion  entre  deux 
nappes  de  surface  le  long  d'une  ligne  double. 

Opérons  de  même  avec  tous  les  feuillets  et  tous  les  autres  points 
critiques.  La  surface  Tainsi  obtenue  jouit  des  propriétés  suivantes  : 
1°  à  chaque  point  de  cette  surface  correspond  une  valeur  bien 
déterminée  de  z-  et  de  ii\  a°  à  un  déplacement  infiniment  petit 
sur  cette  surface  correspond  une  variation  infiniment  petite  de  ?/, 
sauf,  bien  entendu,  dans  le  voisinage  des  pôles,  qui  sont  en  nombre 
fini.  Cette  surface  T  est  la  surface  de  Riemann  correspondant  à 
la  relation  F  (s,  ii)  =  o,  étendue  sur  le  plan  des  z.  Projetons  cette 
surface  sur  la  sphère  par  le  procédé  déjà  employé  plusieurs  fois 
(n°  o)  ;  nous  obtenons  une  surface  sphérique  formée  de  m 
feuillets,  qui  peut  remplacer  la  surface  plane.  Aux  valeurs  de  z  de 
module  très  grand  correspondent  les  points  de  la  sphère  voisins 
du  point  O',  et  la  liaison  des  feuillets  autour  du  point  O'  résulte 
de  leur  liaison  autour  des  autres  points  de  ramification.  Par 
exemple,  si  une  racine  est  uniforme  dans  le  domaine  de  z^cc, 
quand  on  décrira  un  contour  fermé  sur  la  sphère  autour  du  point 
O'  en  parlant  du  feuillet  correspondant  à  celle  racine,  il  pourra 
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se  faire  (|iroii  lra\('i>r  [)hisi(iir>  rciiillcis  (liHriciits,  mais,  a|)ir> 
un  tour  i()m|ili'l.  un  rcvientlra  au  poiiil  (!<•  (I(''|)ai'l  >Mr  le  iiirmc 
Ifuillel. 

(lonsidérons  une  valeur  a  de  z  pour  laquelle  a  valeurs  de  //de- 
viennent éf,^^lcsà  h  cl  forment  un  seul  système  circulaire  dans  le 
voisinag;e  de  ce  poiiil.  Sur  la  surface  T,  on  aura  un  système  de  a 
feuillets  liés  les  uns  auv  autres  dans  le  voisinage  de  ce  point,  mais 
séparés  des  autres  rciiillcls.  Ils  pouiTont  les  traverser  suivant  des 
lignes  doubles,  mais  on  ne  pourra  pas  passer  par  continuité  d'un 
(11-  ces  'X  feuillets  à  ini  autre  différent  de  ceux-là,  en  restant  dans 
Ir  domaine  du  point  a.  Nous  dirons  que  ces  ij.  feuillets  forment 
un  cycle,  et  le  j)oinl  commun  à  ces  u  feuillets  est  le  sommet  du 
cvcle;  c'est  un  jioint  de  ramification  d'ordre  [ji.  —  i .  Il  peut  se  laire 
aussi  (juc,  pour  z  =::  a ,  on  ait  plusieurs  systèmes  circulaires  de 
racines.  Vu-dessus  du  point  ;  i=  «  du  plan  des  ;:,  on  aura  sur  la 
surface  T  plusieurs  cycles  distincts  dont  les  sommets  se  projettent 
on  ce  même  point.  Par  extension,  on  dira  quelquefois  qu'un  poini 
de  la  surface,  par  lequel  ne  passe  qu'un  seul  feuillet,  est  un  poinI 
de  ramification  d'ordre  zéro.  Un  même  point  du  plan  des  z  peut 
être  la  projection  de  plusieurs  points  de  ramification  d'ordre  zéro 
et  d'autres  points  de  ramification  d'ordre  supérieur.  A  un  point 
double  (rt,  b)  de  la  courbe  F(^,//)  =  o,  par  exemple,  correspon- 


Fig.  68. 


dent  deux  points  de  ï  par  lesquels  passent  deux  feuillets  tout  à  fait 
distincts  :  la  surface  ne  présente  rien  de  particulier  en  ces  points. 
\^-'^fig.  68  représente  quatre  feuillets  superposés  P,  jPo,  P3,  P-,; 
le  point  a  est  un  point  de  ramification  d'ordre  r  pour  les  feuillets  1 
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cl  •'.,  crordrc  o  pour  les  feuillelso  et  /j  ;  ces  deux  derniers  fcuillels 
sont  entirremcnt  dislincts  an  point  a  {fig-  68). 

Remarque  I.  —  Quand  ou  dit  d'un  point  de  T  cpie  ce  point 
n'aiipartient  qu'à  un  seul  Ceuillcl,  on  fait  abstraction  des  lignes 
doubles.  Pour  un  |)()inl  pris  sur  une  ligne  double,  il  faut  ajouter 
à  quelle  nappe  le  point  est  supposé  appartenir. 

Remarque  II.  —  11  est  clair  que  la  façon  de  réunir  les  feuil- 
lets pour  former  une  surface  T  n'est  pas  unique.  Par  exemple,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  les  lignes  de  passage  sont 
des  lignes  droites;  on  peut  leur  donner  des  formes  absolument 
arbitraires.  Lorsqu'il  n'y  a  que  des  points  de  ramification  sim- 
ples, on  peut  employer  un  procédé  particulier  dû  à  Luroth. 
(  Voir  PicAun,  Traité  cV Analyse,  t.  II,  p.  867  et  suivantes.) 

9i.  On  appelle  point  analytique  {~-,u)  l'ensemble  d'une  valeur 
de  z  et  d'une  valeur  de  ;^  vérifiant  la  relation  considérée  F  (^,w)  ^  o. 
A  tout  point  de  T  correspond  un  point  analytique  et  inversement. 
Soit  (a,  b)  un  point  analytique;  on  a  F(a,6)=  o  et  en  général 
u  =  b  est  racine  simple  de  l'équation 

F(«,h)  =  o. 

S'il  en  est  ainsi,  le  point  de  T  qui  correspond  au  point  analy- 
tique («,  b)  est  déterminé  sans  ambiguïté.  Il  ne  peut  y  avoir  excep- 
tion que  si  u  =  b  est  racine  multiple  de  l'équation  précédente. 
Supposons  d'abord  que  les  n  valeurs  de  u  voisines  de  b  pour  une 
valeur  de  c  voisine  de  a  appartiennent  à  un  même  système  circu- 
laire. Sur  la  surface  T  on  aura,  au-dessus  du  point  z-  =  «,  un 
cycle  de  n  feuillets,  dont  le  sommet  sera  le  point  unique  de  T 
correspondant  au  point  analytique  {a,  b).  U  n'en  est  plus  de  même 
si  les  n  valeurs  de  u  voisines  de  b  se  partagent  en  p{p'>  i)  sys- 
tèmes circulaires.  On  aura/?  cycles  sur  T,  dont  les  sommets  cor- 
respondent au  même  système  de  valeurs  z  =  a,  u  =  b.  On  aura 
en  réalité  p  points  analytiques  (a^b),  qu'il  faudra  distinguer  les 
uns  des  autres.  Mais  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un  nombre 
fini  de  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  b. 

do.  Nous  nous  proposons  d'abord  d'étudier  les  propriétés  gêné- 
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imIos  (IfS  Idiictioiis  iiiiiliii  iiic^  siii-  la  siiilaci-  I  on.  (•fijui  ic\iriil 
au  même,  des  fondions  uiiirormcs  du  point  annU  liqnc  [:-,  ii ).  Soil 
en  premier  lieu  {a,  h)  un  point  à  distance  finie  de  la  surface  par 
lequel  ne  passe  qu'un  feuillet.  Découpons  un  petit  morceau 
de  surface  entourant  ce  point  et  situé  tout  entier  sur  un  seul 
feuillfl  :  l(U--<(pii'  le  poinl  di-  T  restera  sur  celte  porlion  de  surface, 
le  module  de  :;  —  a  restera  inférieur  à  une  certaine  limite,  et  la 
branche  de  fonction  considérée  sera,  dans  ce  domaine,  une  fonc- 
tion uniforme  de  ;  —  <i.  Il  peut  se  faire  que  cette  fonction  v  soit, 
dans  ce  domaine,  ('j^ale  à  la  somme  d'une  série  convergente 

i'  =  Ao-f-  A,(  c  —  a)-^.  .  .-h-  \rj(z  —  n)'/-^. .  .  ; 

alors  la  fonction  i-  sera  dite  régulière  au  point  (<7,  0).  Si 

Ao=  A,  ^.  ..=  A,;_,-o, 

sans  que  Ay  soil  nul,  le  |)oint  anal\  tique  (rt,  Z>)  est  un  zéro  d'ordre 
y.  Si  la  fonction  i'  n'est  pas  régulière  au  point  (a,  b),  ce  point  est 
un  point  singulier.  Nous  supposerons  que  c'est  un  point  singulier 
isolé;  alors,  d'après  le  théorème  de  Laurent,  on  aura,  dans  le  do- 
maine de  ce  point, 

i-  =  An -H  Ai(^  —  rt)-^...-H  A^(^  —  a)'7^... 
B I  B ,, 


S'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs, 
le  point  (ci^b)  est  un  pôle,  dont  l'ordre   est  égal  à  la  plus  haute 

|)uissance  de  _- dans  le  développement.  S'il  j  a  un  nombre  il- 
limité de  termes  à  exposants  négatifs,  le  point  analytique  (r/,  b) 
est  un  point  singulier  essentiel  isolé.  Dans  les  deux  cas,  le  coef- 
ficient de  _  _     est  encore  appelé  résida. 

Supposons  maintenant  que  le  point  analytique  («,  ^)  soit  le 
sommet  d'un  cycle  de  a  feuillets  à  distance  finie.  Découpons  sur 
T  un  petit  morceau  de  surface  t  ne  contenant  à  son  intérieur 
d'autre  point  de  ramification  que  celui-là;  t  se  composera  de  cer- 
taines portions  des  [jl  feuillets  qui  passent  par  ce  point,  et  sera  li- 
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mlh'C  par  une  courbe  fermée  qui,  vue  en  projection  sur  le  plan 
(les  ::,  lournera  \}.  fois  autour  du  point  ^  =  rt.  (La  figure  repré- 
scnlo  cette  courbe  limile,  pour  p.  ==  3,  la  convention  pour  les  Irails 
(|ni  (igurenl  les  clicniins  étant  la  même  ^\\\%fig.  65). 


C'est  cette  petite  portion  de  surface  que  nous  appellerons  le  do- 
maine du  point  (rt,  />).  Il  est  facile  de  voir  que  cette  surface  peut 
se  ramener  à  une  portion  de  surface  plane,  située  sur  un  même 
feuillet.  Posons,  en  effet,  :;  ^  a  +  ^'i^  et  représentons  encore  la 
variable  z'  par  un   point  dans   un  autre  plan.  Traçons  les  droites 

issues  de  l'origine  qui  font  entre  elles  des  angles  égaux  à  —,  et  du 

point  ;' =  o  comme  centre  décrivons  un  cercle  de  rayon  /'très 
|)('lit.  On  a  ainsi  une  surface  l\  composée  de  [x  secteurs  circulaires 
égaux.  Lorsque  la  variable  z'  décrit  un  de  ces  secteurs,  ^décrit, 
autour  du  point  <7,  toute  la  partie  d'un  feuillet  aboutissant  à  ce 
point  comprise  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  /'!^-.  A  la  surface 
/'  correspond  ainsi  sur  T  un  domaine  entourant  le  point  analytique 
(<^/,  6),  domaine  que  l'on  peut  prendre  pour  la  surface  t.  Ces  deux 
surfaces  t  et  l'  se  correspondent  point  par  point  et,  sauf  au  point 
;' ^  o,  l'application  est  conforme.  Toute  fonction  uniforme  du 
point  analytique  (^,  m)  pourra  donc,  à  l'intérieur  de  t^  être  remplacée 
par  une  fonction  uniforme  de  z'  à  l'intérieur  de  t^ .  Il  suit  de  là  que 

cette  fonction  sera  dans  le  domaine  de  {aj))  une  fonction  uni- 

\_ 
lorme  de  [z —  ay-  ,  chaque  détermination duradicalcorrespondanl 
à  un  des  feuillets. 

S'il  n'y  a  pas,  dans  le  voisinage  du  point  [a,  6),  une  infinité 
d'autres  points  singuliers,  la  fonction  v  sera  donc  représentée,  dans 
le  domaine  de  ce  point,  par  un  développement  ayant  Tune  des 
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(ormes  suivuiilcs 

i  1 

I  ^-  -^  A„-r- A,(-  — rt)!^-i-..  .  t-A,/(  3  —a)\^^...^ 


>  Il 


II) 


l);ins  II'  premier  cas,  on  dira  ([iic  l,i  l'onction  r  est  rc-gulicri;  an 
point  (r/,  h);  si  A,,  =  A,  =  . .  .=  Ay_,  r_:=  o,  sans  que  Assoit  nul, 
le  point  (n,  b)  sera  dit  nn  zcro  fl'ordre  (/.  Dans  le  second  cas,  le 
point  {(/,  h)  sera  appelé  nn  jkMc  trordre  ii,  et,  dans  le  troisième 
cas,   un  point  singulier  essentiel  isolr.   Dans  ces  deux  derniers 

cas,  si  les  développements  conlienncnL  un  ternie  en , 


on  appellera  résidu  le  produit  ;J-A_[j..  Il  est.  facile  de  justifier  ces 
délinilions.  Imaginons  un  contour  tracé  sur  T  autour  du  point  de 
ramification  (V/,  b)\  puisque,  par  ce  point,  passent  ijl  feuillets,  ce 
contour  doit  faire  |j.  tours  autour  du  sommet  du  cycle.  Cela  posé, 


/,... 


prise  le  long  de  ce  contour,  de  façon  à  avoir  à  sa  gauche  le  do- 
maine du  point  (Va,  ^).  Le  seul  terme  qui  puisse  donner  quelque 

chose  dans  celte  intégrale  est  le  terme  en , 


/ 


;  —  a 


et,  comme  l'argument  de  z-  —  a  augmente  de  2  a-  quand  on 
décrit  le  contour  précédent,  celle  intégrale  a  pour  valeur 
•iir^'i.S._,y  On  a  donc,  eu  appelant  R  («,  h')  le  résidu, 


"<"■"  =  îf. /'"'=• 
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l'inlégralc  étant  prise  le  long  d'un  petit  contour  entourant  com- 
plètement le  point  («,  b),  de  façon  à  avoir  à  sa  gauche  l'aire  en- 
veloppée, comme  dans  le  cas  d'un  ])oinl  (<r/,  b)  qui  ne  serait  pas 
de  ramification. 

Pour  justifier  la  définition  de  Tordre  d'un  pôle  ou  d'un  zéro, 
remarquons  qu'un  zéro  d'ordre  q  de  c  donne  toujours  une  va- 
riation de  2^7:  dans  logr,  quand  la  variable  z  décrit  un  contour 
fermé  dans  le  sens  direct  autour  du  point  analytique  (<7,  b),  tan- 
dis qu'un  pôle  d'ordre  n  donne  une  variation  de  —  inr.  dans 
\o^v.  En  d'autres  termes,  un  zéro  d'ordre  q  de  r  donne  dans  la 
dérivée  logarithmique  un  résidu  égal  îx  -h  q,  et  un  pôle  d'ordre  n 
un  résidu  égal  à  —  n. 

Soit,  en  effet, 

('  =  ( ::  -  «  )M: [ Ao-+-  A ,  (^  -  a )i^-+ .  . . J  ,         Xo9^o. 
On  aura 


-4-( 


,  -  Al  (  j  —  aV-      -+- 

ai"  g  u. 


t'  dz        [xi  z  —  a  )  i 

Ao-4- Ai(^  — «)fA  +  ... 

Le  développement  du  second  terme  commencera  par  un  terme 
de    degré  ^ i    ou    de    degré    plus  élevé;   le  résidu   sera   donc 

-  X  ;j.  =  ^.  On  verrait  de   même  que,   pour  un   pôle   d'ordre   /) 

de  r,  le  résidu  de  la  dérivée  logarithmique  est  égal  à  —  /?. 

Passons,  maintenant,   aux  valeurs  infinies  de  z.  Pour  plus  de 
généralité,  supposons  qu'on  ait  à  l'infini  un  cycle  de  ;j.  feuillets. 

En  posant  ^  =  — j-,  la  fonction  uniforme  ç  se  change  en  une  fonc- 
tion 4'(^')j  Cf^ii  est  uniforme  dans  le  voisinage  de  z' ^=  o.  Écartons 
le  cas  où  cette  fonction  à{z')  admettrait  une  infinité  de  points 
singuliers  dans  le  domaine  de  l'origine;  dans  ce  domaine,  '\i(z') 
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sera  représcnléc  par  un  dével()ji[)cnicnt  de  l'une   des  iurmcs  sui- 
vantes : 

'}(  z')  =  Ao+  A,  c' -^ . . .  -^  A,/ ^'-z  -f- . . . , 


V  =— n 


La  fonetion  r  sera  donc  représentée,  dans  le  domaine  du  point 
à  rinfini  considéré,  par  un  développement  de  l'une  des  formes 
suivantes  : 

--  -1 

(I)  i'  =  Ao-f-A,^     !J-^-...+  A,^5     !^-i-..., 

(II)  <•=   y  Avc"?; 


(III)  r=  2^'-^    ^■ 


Dans  le  premier  cas,  la  fonction  v  est  régulière  au  point  à  Tin- 

fmi;  si  le  développement  commence  par  un  terme  en  z  '■^,ce 
point  sera  dit  un  zéro  d'ordre  q.  Dans  le  second  cas,  le  point  à 
l'infini  est  un  pôle  d'ordre  n,  et,  dans  le  troisième  cas,  un  point  sin- 
gulier essentiel  isolé.  Si  le  développement  contient  un  terme  en  -, 

—;-}  on  appellera  résidu  le  produit  —  |J.A_(j.   Ces  définitions  se 

justifient  comme  précédemment.  Le  résidu  de  la  fonction  v  pour 
un  point  à  l'infini  est  égal  à 


•if./- 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé  limitant  le  do- 
maine de  ce  point  à  l'infini,  de  façon  à  avoir  ce  domaine  à  sa 
gauche.  Un  zéro  d'ordre  q  et  un  pôle  d'ordre  n  donneront  res- 
pectivement ^  et  —  n  pour  résidus  dans  la  dérivée  logarithmique. 
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Remarquons  encore  une  fois  que  la  fonction  peul  èlre  régulière 
à  linfini  sans  que  le  résidu  soit  nul. 

96.  Soient  r  une  fonction  anal^'tique  uniforme  du  point  analy- 
tique {z,  u)  et  l'i,  »'o,  . .  .,  v„,  les  m  déterminations  de  cette  fonc- 
tion pour  une  valeur  quelconque  de  ;;  ;  il  est  clair  que  toute  fonc- 
tion symétrique  de  r,,  c^,  . . .,  r,„  sera  une  fonction  unifonne 
(le  z.  Supposons  que,  pour  :;  =  a.,  quelques-unes  des  valeurs  r,, 
r,,  ...,  v,n  ne  soient  pas  régulières;  alors  la  fonction  >>>  du  point 
analytique  (::,  //)  admettra  comme  pôles  ou  points  singuliers  essen- 
tiels quelques-uns  des  points  analytiques  (rz,  b)  qui  sont  superpo- 
sés au  ])oint  ;  ^  a  du  plan  des  z.  La  somme  des  l'ésidus  de  la 
fonction  v,  relatifs  à  tous  ces  points  singuliers,  est  égale  au  ré- 
sidu de  la  fonction  r,  -|-  r^  -h  . . .  -h  r,„  relatif  au  point  z  =  a. 

Si  aucun  des  points  analytiques  [a ^  b)  que  la  fonction  v  admel 
comme  points  singuliers  n'est  un  point  de  ramification,  la  démon- 
stration est  immédiate.  Supposons  que  l'un  de  ces  points  soit  un 
point  de  ramification  d'ordre  p^  —  i  ;  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  <x  des   valeurs  i',,  r^,  ...,  r„j  seront  représentées  par  un 

même  développement  en  série  suivant  les  puissances  de  [z  — a)^. 
Soit  A._jj.  le  coefficient  de dans  ce  développement.  Dans  la 

somme  r,  +  r-.  +  . . .  -h  t^,  on  aura  le  terme ~  provenant  des 

z  —  a  ^ 

|JL  valeurs  de  t-  appartenant  à  ce  système  circulaire.  En  opérant  de 
la  même  façon  avec  tous  les  points  analytiques  (f/,  A),  on  voit  que 
la  proposition  est  exacte  avec  la  définition  du  résidu  que  nous 
avons  adoptée.  On  reconnaît  tout  pareillement  que  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  r,  pour  les  points  à  l'infini  deï,  est  égale  au 
résidu  de  la  fonction  c i  +  r^  +  . .  .  +  r„j  pour  z  =  oo. 

Supposons  que  la  fonction  v  du  point  analytique  (~,  u)  n'ait 
sur  T  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers.  La  somme  des  ré- 
sidus de  cette  fonction  sur  toute  la  surface  T  sera  égale,  d'après 
ce  cpie  nous  venons  de  voir,  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
»i  -i- i'2-h  •  •  . -^  r,„,  qui  est  une  fonction  uniforme  de  z,  pour 
toutes  les  valeurs  finies  et  infinies  de  c.  Or  cette  somme 
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n"a  «'NidcmiiK-iil  (lu'iiii  iioinhix'  fini  de  poinls  .singuliers,  el,  |);ir 
conséqueni,  la  soninie  de  ses  résidus  esl  nulle  (voir  liilroducliun). 
On  a  donc  le  lliéorènie  suivant  : 

Soit  e  une  fonction  inufornic  du  point  analytique  (;.  // ) 
(jui  n'admet,  su/-  toute  la  surface  T,  qu' un  nombre  fini  de 
jioints  singuliers;  la  sonime  des  résidus  de  cette  fonction  sur 
toute  la  surface  est  égale  à  zéro. 

97.  Parmi  les  fonctions  uniformes  du  point  analytique  {z,  //), 
les  plus  simples  sont  les  fonctions  rationnelles  de  z  et  de  w, 

P(-.«) 


Q(--.") 


P  etQ  étant  des  polynômes  entiers  en  z  et  a.  Dans  le  voisinage  d'un 
point  analvtique  (f/,  b)  à  distance  (inie,  où  u  reste  fini,  le  numéra- 
teur et  le  dénominateur  peuvent  se  développer  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  z  —  <7,  si  parce  point  ne  passe  qu'un  seul 

feuillet,  et  de  (:;  —  rt)^si  ce  point  est  le  sommet  d'un  cycle  de  u 
feuillets.  Le  quotient  ne  pourra  donc  contenir  qu'un  nombre  y/'/u' 
de  termes  à  exposants  négatifs,  si  le  dénominateur  est  en  z  —  a 
d'un  degré  infinitésimal  supérieur  à  celui  du  numérateur.  La  fonc- 
tion V  est  donc  régulière  au  point  («,  6),  à  moins  que  ce  point  ne  soit 
un  pôle.  Le  raisonnement  est  le  même  pour  les  points  de  T  où  u 
devient  infini  et  pour  les  points  à  l'infini  de  la  surface.  Par  con- 
séquent, toute  fonction  rationnelle  de  u  et  de  :;  n'admet  sur  toute 
la  surface  de  Riemann  que  des  pôles. 

Kéciproquemeni,  toute  fonction  uniforme  du  point  analy- 
tique {z,  u),  qui,  sur  toute  la  surface  de  Riemann^  n^ admet 
cV autres  points  singuliers  que  des  pôles,  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  z  et  de  a. 

JNous  nous  servirons,  pour  le  démontrer,  de  la  remarque  géné- 
rale suivante  : 

Toute  fonction  uniforme  du  point  analytique  (;,  u)  peut 
être  mise  sous  la  forme 

Po(v),  P)  [z),  .  . .,  P,„_,  (;:)  étant  des  fonctions  uniformes  de  z. 

.\.    ET    G.  l4 
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Par  hypothèse,  l'équation  irréductible  F(^,  u)  =  o  est  de  dé- 
gré  ?7î  en  1/.  Soient  u^,  i/^,  . . .,  Um  les  m  valeurs  de  ii  correspon- 
dant à  une  même  valeur  de  r,  et  c, ,  v.,.  ....  ç,n  les  m  valeurs  de  c 
correspondant  respectivement  aux  points  analytiques  {z,  «,), 
(:;,  it.),   .  .  V  (-,  '^"0-  Posons 


Po-"2  Pi-- 


,,>n—l  p 


^Po-+-«,„P, 


?'î',r'P/ 


on  peut  résoudre  ces  m  équations  par  rapport  à  Pq,  P) 
<;ar  le  déterminant 

l(-2  ...  tl'l 

D 


n'est  pas  identiquement  nul.  On  en  tirera,  par  exemple, 


D/: 


1        Ui 

I     lll 


Vi        u\ 


Faisons  décrire  à  la  variable  z-  un  contour  fermé  quelconque; 
les  lignes  du  déterminant  D  se  permutent  d'une  certaine  façon. 
Mais,  par  hypothèse,  les  Vi  se  permutent  de  la  même  manière  que 
les  Ui,  de  sorte  que  les  lignes  du  déterminant  D/ s'échangent  entre 
elles  exactement  de  la  même  manière  que  celles  de  D.  Les  deux 
déterminants  sont  donc  multipliés  par  un  même  facteur,  égal 
à  d=  I ,  et,  par  suite,  P^-  est  une  fonction  uniforme  de  :;. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  ç  du  point  analytique 
{:-,  a)  n'admette  que  des  pôles  sur  toute  la  surface  T.  Les  déve- 
loppements des  i/i  et  des  r/  dans  le  domaine  d'un  point  quelconque 
<le  la  surface  ne  contiendront  jamais  qu'un  nombre  fini  de  termes 
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à  cxposanls  ncgalifs.  Il  en  sera  évidemment  de  même  de  J)  cl 
de  D/,  cl,  par  suite,  de  P/.  La  fonction  uniforme  1\(^),  n'admcl- 
lant  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles,  est  une  fonction  ra- 
tionnelle; d'où  résulte  la  proposition  énoncée  plus  liaul. 

Toute  fonction  uniforme  du  point  analytique  (c,  u),  qui  est 
régulière  en  tous  les  points  de  la  surface  T,  est  une  constante. 

En  eflet,  soient  r,,  t\.,  .  .  .,  r,„  les  m  valeurs  de  v  correspon- 
dant à  une  même  valeur  de  z.  Les  fonctions  symétriques 


sont  des  fonctions  uniformes  de  z  qui  restent  finies  pour  toute 
valeur,  finie  ou  infinie,  de  celle  variable.  Ce  sont  donc  des  con- 
stantes et,  par  suite,  r  est  racine  d'une  équation  à  coefficients 
constanls. 

98.  Le  nombre  des  zéros  d''  une  fonction  rationnelle  r  —  -^  (;,  //) 
sur  toute  la  surface  T  est  égal  au  nombre  des  pôles,  chacun 
d'eux  étant  compté  a^ec  son  degré  de  multiplicité. 

La  dérivée  logarithmique 

d-s  ô<i  du 
1  dv  Oz  du  dz 
-.11=  T =?i(^'") 

est  aussi  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  w,  et  les  résidus  de 
celte  fonction  proviennent  des  pôles  et  des  zéros  de  c.  Un  zéro 
d'ordre  tni  de  v  donne  +  mi  pour  résidu,  et  un  infini  d'ordre  n^ 
donne  —  n^  pour  résidu.  On  a  donc,  d'après  un  des  théorèmes 
précédents,  ïm,-  —  ILnk  =  o  ou  I,mi  =  S/î/;. 

Celle  proposition  donne  lieu  à  quelques  remarques. 

L  La  fonction  o,(;,  «)=--^  peut  admettre   d'autres   pôles 

que  ceux  qui  proviennent  des  zéros  ou  des  infinis  de  c.  Par 
exemple,  supposons  que,  dans  le  domaine  d'un  point  de  ramifica- 
tion d'ordre  [J^  ^  i ,  on  ait 

V 

on  en  déduit 

■*=^A,(=-„,^'-H.... 
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. ,      „       ,  \   dv 

Le   point  z—z  a  est  un  polc  d  ordre  [J.  —  v  pour  -  ^,   et,  pa 

siiilo,  le  résidu  correspondant  est  nul. 

II.  On  aurait  pu  aussi  démontrer  le  théorème  précédent  e\ 
remarquant  cpie  la  difTérence  entre  le  nombre  des  zéros  et  celu 
des  pôles  de  la  fonction  v  est  égale  à  la  même  différence  pour  l; 
ibnction  rationnelle  r,  Vj. . .  .  t'w  de  z. 

III.  Soient  ç  r^  o[z,  a)  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  // 
et  N  le  nombre  des  infinis  de  cette  fonction  sur  toute  la  surface 
On  dira  que  cette  fonction  est  d'ordre  N.  La  fonction  cp(^,  u)  —  I 
a  les  mêmes  pôles  que  cp(^,  m),  quelle  que  soit  la  constante  le 
Elle  a  donc  aussi  N  zéros,  et  la  fonction  v  =  o(s,  u)  passe  N  foi; 
et  N  fois  seulement  par  toute  valeur  donnée  à  l'avance. 

Les  propriétés  précédentes  rapprochent,  on  le  voit,  les  fonc- 
tions rationnelles  de  z  et  de  u  des  fonctions  rationnelles  à'' am 
variable.  Si  l'on  connaît,  soit  les  pôles  de  la  fonction  rationnelle 
V  =  'o{z^  u),  avec  les  parties  principales  correspondantes,  soit  le; 
pôles  et  les  zéros  (qui  devront  être  en  nombre  égal,  en  tenan 
compte  de  leur  ordre  de  multiplicité),  cette  fonction  v  sera  déter- 
juinée,  à  une  constante  additive  près  dans  le  premier  cas,  à  ut 
facteur  constant  près  dans  le  second.  En  effet,  s'il  existe  deu> 
fonctions  rationnelles  de  z  et  u  satisfaisant  à  ces  conditions,  leui 
différence  dans  le  premier  cas,  et  leur  quotient  dans  le  second  cas 
est  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  «,  restant  finie  en  tous  les 
points  de  T,  c'est-à-dire  une  constante;  mais  il  n'en  résulte  pas 
qu'on  puisse  choisir  arbitrairement  les  pôles  avec  les  parties  princi- 
pales, ou  les  pôles  et  les  zéros.  Nous  savons  même  (voir  Chap.  I' 
qu'il  n'en  est  pas  généralement  ainsi.  L'étude  des  relations  entrt 
les  résidus  ou  entre  les  pôles  et  les  zéros  sera  faite  plus  loin. 

IV.  On  emploie  quelquefois  l'expression  ordre  d'une  fonctior 
en  un  point  (a,  jB).  Cet  ordre  est  zéro,  si  le  point  (a,  [3)  n'est  ni 
un  pôle  ni  un  zéro;  il  est  égal  à  +  n,  si  ce  point  est  un  zérc 
d'ordre  /i,  à  —  n'  si  ce  point  est  un  pôle  d'ordre  n'.  Le  théorème 
sur  l'égalité  du  nombre  des  zéros  et  du  nombre  des  infinis  peul 
alors  s'énoncer  ainsi  :  La  somme  des  ordres  cV  nue  fonction  J^ation- 
nelle  de  z  et  de  u  sur  toute  la  surface  de  Riemann  est  nulle  (  '  ). 


(•)  LÎRiOT  Cl  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p. 
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l,oiN(|ii"il  \  n  (|iicl(|iio  iiinbiguïlé  à  craindre,  on  pciiL  (lire  i\uc 
Vorilre  total  iluiie  roiiclioii  est  égal  à  J\,  si  elle  admet  en  ImiiI 
N  polos,  chacun  d'eux  élaiit  compté  avec  son  degré  de  iiiullij)li- 
eil<'. 

no.  La  définition  des  zéros  et  des  infinis  est  purement  analy- 
ti(|iie;  on  peut  également  la  justifier  par  des  considérations  algé- 
liricpies  et  géométriques.  Étant  données  les  équations  de  deu\ 
eourbes  algébriques  indécomposables 

(i8)  <I>(5,  f<)  =  o, 

(Taprt's  la  théorie  générale  de  l'élimination,  les  abscisses  des 
])()inls  communs  aux  deux  courbes  s'obtlennerit  en  éliminant  n 
entre  ces  deux  équations.  Le  résultat  de  l'élimination  est 

^{z)  =  4'iz,  ui)<l>{z,  U,)...  <^{Z,  U,n)  =  o, 

u,,  1/-2,  •••,  i/„i  désignant  les  m  racines  de  l'équation  (17).  Soit 
(  a,  ^)  un  point  commun  aux  deux  courbes;  lorsque  z  tend  vers  a, 
/•des  racines  de  l'équation  (17),  U{,  U2,  •  •  • ,  «r,  par  exemple,  ten- 
dent vers  [B.  Le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes 
qui  sont  confondus  au  point  (af  {5)  est,  par  définition  même,  le 
degré  du  produit  4> (:;,«,  )  .  .  .  O  (s,  m^)  en  (z  —  a).  Il  faut  remar- 
quer que  A(^)  peut  contenir  (z  —  a)  à  une  puissance  supérieure 
à  celle-là,  si  les  deux  courbes  ont  d'autres  points  communs  d'ab- 
scisse égale  à  a. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  les  /•  valeurs  de  u  égales  à 
,3  pour  z  :=  y.  forment  un  seul  système  circulaire;  ces  /•  racines 
sont  alors  représentées  par  un  même  développement 

L  - 

«  =  ^  +  A,(^  —  a)'-  -+-  Aiiz  —  a)'--i- 

1 
où  Ton  attribue  au  radical  (5  —  a)'"  ses  /•  déterminations.  Quand 
on  remplace  u  par  ce  développement  dans  $(5,  m),  le  résultat  est 
nul  par  hypothèse  pour  :;  =  a,  et  l'on  a  un  nouveau  développe- 
ment 

*(^,  «)  =  Bi(^-a)'--^B2(^-a)  '•    +...,         Bi  ^  0. 
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(lliacunc  (Jcs  expressions   <!>(;,  «i),    ...,    ^{z^ii,-)  est  donc  di 

degré  -  en  {z  —  ol)  et,  par  suite,  leur  produit  est  du  degré  q.  Oi 

q  <'st  précisément  l'ordre  du  zéro  de  la  fonction  4>(;î,  u)  au  poin 
(a,  p).  Donc  /e  nombre  des  points  cV inlerscction  des  deua 
courbes  (17)  r/  (18)  confondus  au  point  (a,  Jj)  est  égal  à  Vordri 
du  zéro  de  la  fonction  ^{z,u)  au  point  analytique  (a,  ,3) 
u  et  z  étant  supposés  vérifier  la  relation  F  (z,  u)  =  o. 

Si  les  /•  valeurs  de  u  qui  deviennent  égales  à  [3  pour  ^  =  a  s( 
partagent  en  k  systèmes  circulaires,  il  j  a,  sur  la  surface  de  Rie- 
mann  correspondante  à  l'équation  F(j,  w)  =  o,  k  points  analjti- 
(pies  (a,  [il).  Le  même  raisonnement  montre  que  le  nombre  de. 
points  communs  aux  deux  courbes  confondus  en  (a,  ^)  est  éga 
à  la  somme  des  ordres  des  zéros  de  $(^,  u)  en  ces  différent, 
points  analytiques  (a,  ^)  (<). 

Si  le  point  commun  aux  deux  courbes  considérées  est  à  l'infini 
on  ne  peut  plus  appliquer  la  même  règle.  Par  exemple,  les  deu: 
courbes 

F(^,  u)  =  uz  —  1  =  o, 
<ï»(^,  u)  =  uz- —  I  =  o, 

ont  une  asymptote  commune  ;;  ^  o,  et  dans  le  domaine  du  poin 
^  =  o,  on  a 


ce  point  n'est  donc  pas  un  zéro  pour  4>(^,  u).  L'emploi  des  coor 
données  homogènes  permet,  comme  on  sait,  d'éviter  ces  diffî 
cultes;  on  peut  dire  encore,  ce  qui  revient  au  même,  qu'un< 
transformation  homographique  ramène  le  point  commun  à  dis 
tance  finie  et  supprime  la  difficulté. 

La  remarque  suivante  s'applique  à  tous  les  cas.  SoitF(:j,  ?/)=( 
l'équation  d'une  courbe  algébrique  indécomposable  et  f{z,  u) 
'l[z,u)  deux   polynômes  quelconques  du  même  degré  n;  dési 


(')  Nous  renverrons  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Halphen:  Sur  les  point 
singuliers,  etc.  {Journal  des  Savants  étrangers,  t.  XXVI),  où  l'on  trouvera  un 
définition  géométrique  du  même  nombre. 
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;uons  par  ©(:;,//)  Ki  roiiclioii  r.ilioiiiicllc 


oiz,u)  = 


y(-.") 


<  cla  j)Osé,  soieiil  (a,  |j  )  un  |(niiil  (|ii('l(()ii(jiic  de  la  courbe  F  =  o, 
Y  If  iKiuiltro  tit's  points  communs  aux  deux  courhcs  F  =  0,/:=  o 
ronlondus  au  point  (a,  [i),  q'  le  nombre  des  points  communs  aux 
deux  courbes  F  =:  o,  •!/  ^  o  confondus  au  point  (a,  [i).  La  diffé- 
rence q'  —  q  est  égale  à  la  somme  des  ordres  de  'j(r,  a)  aux  diffé- 
rents points  analytiques  (a,  Tj). 

La  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  pré- 
cède si  le  point  (a,  Jii)  est  à  distance  finie.  Si  ce  point  est  à  l'infini, 
ou  le  ramènera  à  dislance  finie  par  une  transfbrmalion  liomogra- 
plii({uc 

az  -t-  bu  ■+-  c  a  z'  -f-  h'  a'  -+-  c' 

d' z'  -T-  h" u  -i-  c  a" z'  -+-  b'  u  -\-  c"  ' 

'^iz,  u)  devient 

où  •i,(^',  m')  =  o  et  /,(:;',  m')  =  0  sont  les  équations  des  deux 
courbes  de  même  degré  qui  se  déduisent  des  courbes  '}(;:,  u)  =  o, 
f(z,u):=o,  par  la  transformation  homographique  précédente. 
Or  l'ordre  d'une  fonction  rationnelle  en  un  point  ne  change  pas. 
comme  on  le  verra  au  Chapitre  V[,  par  une  transformation  homo- 
graphique. La  proposition  est  donc  générale. 

100.  Le  théorème  classique  de  Bezout,  sur  le  nombre  des 
points  communs  à  deux  courbes  algébriques,  peut  être  considéré 
comme  un  simple  corollaire  de  l'égalité  du  nombre  des  zéros  et 
du  nombre  des  infinis.  Etant  données  deux  courbes  algébriques, 
de  degrés  ni  et  n  respectivement,  choisissons  une  droite  D  ren- 
contrant le  système  formé  par  les  deux  courbes  en  m  -\-  n  points 
distincts,  et  faisons  subir  aux  deux  courbes  une  transformation 
homographique,  de  façon  que  la  droite  D  devienne  la  droite  de  l'in- 
fini. Les  m-]-  n  directions  asymptotiques  du  système  formé  par 
les  deux  courbes  sont  alors  distinctes;  nous  supposerons  de  plus 
qu'aucune  de  ces  asymptotes  n'est  parallèle  à  l'un  des  axes  de 
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coordonnées.  Les  c(|iialions  de  deux  courbes  s'écrivenl  alors 

(  19)  1\Z,  U)  =  Z"^f„,  ('•  ")  -^  ^""\fn^-^  (  I,  ^  j  +.  .  .=  O, 


(9.0)  'lHz,ii)  ^-    z."o„ 


fi^  cpA  sont  (les  polynômes  entiers  en  -  d'un  degré  au   plus  égal  à 

leur  indice.  En  outre,  les  équations/,,,  (i ,  c)=:  o,  cp„  (  i ,  c)  ^  o  ont 
loules  leurs  racines  simples  et  n'ont  aucune  racine  commune.  La 
surface  de  Riemann,  qui  correspond  à  l'équation  ¥{z^  u)  =  o,  se 
compose  de  m  feuillets  et  n'a  aucun  point  de  ramification  à  l'in- 
fini; les  m  valeurs  de  u  pour  ;;=rco  sont  représentées  par  m  déve- 
loppements de  la  forme 

u  =  CiZ  -+-  a 0' '-!--_;-  -i-.  .  ..  (  i  =  I,  2,  . . .,  m). 

Chacun  de  ces  points  à  l'infini  est  un  pôle  d'ordre  n  pour 
<ï>(c,  ?/),  car  le  développement  de  $(s,m)  commencera  par  un 
terme  de  degré  /?,  z"  'f  ,,(1 ,  c/),  qui,  d'après  les  hypothèses,  ne  peut 
être  nul.  La  fonction  $(^,  u)  a  donc  mn  zéros  à  distance  finie, 
chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité;  les 
courbes  ont  par  conséquent  mn  points  communs  à  distance  finie. 
U  est  clair  d'ailleurs  qu'elles  n'ont  aucun  point  commun  rejeté  à 
l'infini. 

101.  Toute  surface  de  Riemann  ayant  des  points  de  ramifica- 
tion d'ordre  quelconque  peut  être  considérée  comme  limite  d'une 
surface  de  Riemann  n'ayant  que  des  points  de  ramification  simples. 
Soit  ^(5,  u)  le  polynôme  le  plus  général  de  degré  m  en  z  et  u . 
Nous  pouvons  supposer  que  la  courbe  qui  a  pour  équation 
^{z,  «)  =  o  n'a  aucun  point  multiple,  et  que  les  m  asymptotes 
sont  distinctes,  de  telle  sorte  que  les  m  valeurs  de  u  pour  5  =  a 
sont  fournies  par  m  développements  de  la  forme 

Uj  =  Ci .=  -I-  a'i"  -I-  ^  J- . . .  (  t  =  1 ,  2,  . . . ,  m  ); 

le  point  .;;  =  ce  est  un  pôle  du  premier  ordre  pour  chaque  valeui 
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(le  //.  l-cs  points  «If  i  iiiiiiliialioii  soni  Ions  à  disliincc  linlo  cl  pin- 
viciinciit  (les  points  dc^  l;i  conrhc  on  la  langcnlc  est  parallèle  à 
1  a\c  (les  (I .  SI  Ton  a  pris  les  axes,  ce  qu'on  peut  toujours  sup- 
poser, de  laçon  (juaucnn  de  ces  points  ne  soit  un  point  d'inflexion, 
ees  points  sont  an  nombre  de  m{in  —  i)  et  chacun  d'eux  est  un 
|)oint  de  ramification  simple.  La  surface  de  Riemann  T,,  cor- 
respondant à  la  relation  J(c,  ;/)r=:o,  a  donc  m  feuillets  et 
m{ni  —  i)  points  de  lamification  simples 

(i\.  (i-i,    ....  «>•         [N  — mfm- — I)]. 

imaj;inons  mainlenanl  (juc  les  coelfieients  du  polynôme  ÉF(^,  /<) 
varient  d'un»;  manit-re  continue  depuis  leurs  valeurs  primitives  et 
admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  coefficient  de /i'"  ne  devient 
pas  nid.  Quelques-uns  des  points  de  ramification  peuvent  venir 
se  confondre,  mais  la  surface  de  Riemann  correspondante  se 
compose  toujours  de  m  feuillets.  Pour  voir  nettement  ce  qui  se 
|)asse,  il  est  plus  commode  d'employer  les  lacets.  A  partir  de 
(  liacun  des  points  critiques  <7,,  «o,  ...,  «-y  tirons,  dans  le  plan 
de  la  variable  r,  une  coupure  s'étendant  jusqu'à  l'infini,  de  façon 
ipie  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles  i^fig.  70).  Soient  z^ 


l'origine  des  lacets  et   ?f,,  W2«  •••5  Um  les  m  racines,   qui  sont 
uniformes  tant  que  :;  ne  franchit  aucune  des  coupures. 

Supposons  que  les  deux  lacets  (a,)  et  (rto)  unissent  les  deux 
racines  //,  et  u-.  et  soient  neutres  pour  les  autres  racines.  Un 
chemin  tel  que  Zomn^o  est  équivalent  à  la  suite  des  deux  lacets 
(«(),  (0-2)  et  ramène  chaque  racine  à  sa  valeur  initiale.  Si  l'on 
imagine  maintenant  que,  les  coefficients  de  rj {z,  u)  variant  d'une 
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manière  continue,  les  deux  points  critiques  a,  et  a^  viennent  se 
confondre  en  un  point  ^,,  le  clicniin  z-o/JinZa  devient  équivalent 
au  laccl  (A,)  cl,  par  suite,  ce  lacet  ramène  les  deux  racines  «,,  ii-^ 
à  leurs  valeurs  initiales.  On  voit  donc  que  deux  points  de  ramifi- 
cation simjiles  sont  venus  se  réduire  à  un  point  ordinaire. 

On  peut  s'en  rendre  compte  d'une  façon  plus  sensible.  Sur  la 
surface  de  Riemann  primitive,  la  ligne  droite  «,«2  peut  servir  de 
ligne  de  passage  entre  deux  feuillets;  si  les  deux  points  a,,  a-, 
viennent  se  confondre  avec  le  point  b^,  cette  ligne  de  passage 
disparaît,  vl  il  n'y  a  [)lus  de  connexion  entre  les  deux  feuillets 
au  point  />i . 

Nous  pouvons  faire  d'autres  hypothèses.  Si  les  lacets  (rt,) 
et  (rto)  unissent  des  racines  diflfércntes  telles  que  m,  et  112,  u% 
et  ?/,,  le  point  limite  A,  seia  la  superposition  de  deux  points  de 
ramification  simples.  Si  le  lacet  («i)  unit  f/,  et  11-2,  le  lacet  [a^) 
u,  et  «3,  le  chemin  Zç,innz-o  conduit  de  Ut  à  112,  de  11.2  à  «3,  de 
//3  a  //,.  A  la  limite,  le  lacet  (6,)  permutera  circulairement  les 
trois  racines  /^,,  ;/o,  «3.  Plus  généralement,  supposons  que  l'on 
ait  /•  points  critiques  voisins  «(,  «25  •••?  <^'r>  tels  que  le  lacet 
(«/)  unisse  les  racines  Uf  et  ?</+(,  et  qu'un  rayon  vecteur  tournant 
autour  de  Zq  rencontre  ces  points  dans  l'ordre  des  indices.  Un 
chemin  fermé  entourant  tous  ces  points  critiques  et  ceux  là 
seulement  permute  circulairement  les  /■  +  i  racines  «,  ,  .... 
//,^,  ;  si  tous  les  points  r/,,  «o,  .  .  . ,  a,-  viennent  se  confondre  en 
un  point  A,,  on  aura  autour  de  ce  point  un  sjstème  circulaire  de 
/•  +  I  racines. 

La  méthode  précédente  est  évidemment  générale  et  montre 
suffisamment  comment  tout  point  de  ramification  d'ordre  quel- 
conque peut  être  envisagé  comme  provenant  de  la  réunion  de 
plusieurs  points  de  ramification  simples,  suivant  la  conception  de 
Riemann.  U  est  clair,  en  effet,  qu'on  peut  passer  de  la  relation 
5[z,  u)  =  0  à  toute  autre  relation  du  même  degré  par  une  varia- 
lion  continue  des  coefficients. 

Soient  D  le  nombre  des  points  de  ramification  simples  qui 
sont  venus  se  confondre  en  un  point  z  =  h  et  R  la  somme  des 
ordres  des  points  de  ramification  qui  sont  superposés  au  point 
zz=b.  La  différence  D  —  R  est  nulle  ou  égale  à  un  nombre 
pair  positif. 
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I*()iir  (l<'iii()iilicr  colle  [Ji-opricU-,  nous  supposerons  (pic  les  JJ 
points  crilicpies  ^z,,  (i-2,  ....  ''i,  viennent  successivemenl  coïncitlei- 
avec  le  point  z  =^  h.  Après  /  opérations,  par  exemple,  les  points 
(/,,  (f-2,  . .  .,  (/i  seront  venus  se  confondre  avec  le  point  0  et  l'on 
aura  en  ce  point  ù  un  certain  nombre  de  points  de  ramification 
superposés,  les  points  iii^t,  .  .  .,  rt^^  restant  des  points  de  ramifi- 
cation simples.  Soit  11,  la  somme  des  ordres  des  points  de  ramifi- 
cation superposés  au  point  b  après  ces  i  opérations.  Après  la 
première  opération,  on  a 

l),:^I,  R,=  i,  D,-R,=  o, 

et,  en  général,  D,=  /. 

Imaginons  cpic  le  poinl  ('^'(+1)  vienne  à  son  tour  se  confondre 
avec  le  point  0.  Le  lacet  («z+i  )  unit  deux  racines  ///,,  z/^.  On  peut 
faire  plusieurs  hypothèses  : 

1°  Les  deux  racines  w^,  ///  sont  uniformes  dans  le  domaine  du 
point  b.  Lorsque  ai_^.^  sera  venu  en  6,  on  aura  en  ce  point  un 
poinl  de  ramification  du  premier  ordre  de  plus;  par  conséquent 

D,+,-R/+,=  D,-R,. 

2°  Une  des  racines,  ii/i  par  exemple,  appartient  à  un  système 
circulaire  de  racines  se  permutant  autour  du  point  b,  et  a^  est 
uniforme  dans   le  domaine  de  ce  point.  Supposons  que  le  lacet 

Fig.  ^i. 


(rtj+i)  unisse  les  racines  u,  et  u/^cl  que  le  lacet  (Z>)  permute  les 
racines  z/,,  ...,  //^,,  la  racine  u^  restant  uniforme  au  voisinage 
de  b.  Un  chemin  tel  que  ^^o^'^^'-^o  {J^o'  7')  conduit  de  Ui  à  iik,  de 
Uk  à  Wo,    .  . .,  de  ifp  à  Uf  Lorsque  «,-^,  sera  venu  en  b,  le  lacet 
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(//)  permutera  les p  +  i  racines  w,,  «a,  «ji  •  •  -,  ''/^i  et  les  autres 
systèmes  circulaires  seront  restés  les  mêmes.  On  aura  encore 

!),>,=:  1),+  .,         R,+,=  R/+i,         D,>,-R/+,  =  D,-R/. 

3°  Les  deux  racines  u/,,  Uk  appartiennent  à  un  même  système 
circulaire  de  racines  se  permutant  autour  de  b.  Par  exemple,  suppo- 
sons que  le  lacet  (//)  permute  lès  racines  (m,,  «2, -••, '^A  ;«/;+< ,  •••,''/>) 
et  le  lacet  (r^+i  )  les  racines  ?/,  et  iih^  Le  chemin  {zo'nnzn)  per- 
mutera circulairenient  les  racines 

//,.    U/,  +  i,    .-.,    //-/),      el      U2,    U:i,    ...,    Kl,. 

Quand  le  point  (ti+\  sera  venu  en  I),  on  aura  deux  systèmes  cir- 
culaires de  racines 

(«1,    f//,  +  ,.   ...,    Up),  (  U2,   Ui,   ...,    i</j), 

et  il  n'y  aura  rien  de  changé  aux  autres  systèmes  circulaires.  On 
aura  toujours  D/^,  =  ï4-i;  pour  avoir  R/4.1,  remarquons  qu'au 
lieu  d'un  système  circulaire  de  p  racines  on  a  deux  systèmes  cir- 
culaires de  {Il  —  i)  racines  el  de  (/>  +  i  —  h)  racines.  Donc 

R,+  l  —  R;  =  //  —  2  -r-  />  —  /*   —  (/?  --  l)  =  —  I  , 

D/^i— R,>,  =  D,-  R,+  2. 

4"  Les  deux  racines  que  le  lacet  («/+i)  réunit  appartiennent  à 
deux  systèmes  circulaires  différents  autour  du  point  b.  Par 
exemple,  le  lacet  (rt,+i)  unit  «,  et  Uk  et  le  lacet  {b)  permute  les 
racines  («,,  .  .  .,  Up),  {uh,  Uh+\,  •  •  -,  iih+q)- 

Le  chemin  z-oninZf,  permute  alors  les  racines  dans  l'ordre 

«1,    U/,  +  1,     l(/i+2,     ...,    U/l+q^    Uh:    "'2,     -.••     «/<• 

A  la  limite  on  aura 

D,vi  =  i-f- 1,        R/+-1  —  R/ =  />-+-<?  —  (/>  —  i)  —  q  =1, 
D/+1  — R,+i  =  D/— R/. 

En   définitive,  quand  on  change  /  en  /  -^  i ,  le  nombre  D/ —  R/ 
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iif  cli;m^r  |i;i-;.  uti  aiii;iii('iilc  de  deux  iinik-s.  (^oniinc  I),       II,       o, 
iiii  (Il  dt-diiil   la  |)rt)|)t).sitioii  cnuncco. 

\|>|dl(|uoiis  cellr  rchaion  à  Ions  les  points  de  ramiricalioii  (riiin' 
surface  de  Rienianii  ;  le  nombre  SD/  est  éJ,^^l  an  nombre  des  j)oinls 
lie  lamiliealion  simples  de  la  snrface  primitive,  c'est-à-dire  à 
in[nt  —  i),  qni  est  un  nombre  pair.  On  en  conclut  que  la  somme 
"^{r —  I ),  étendue  à  tous  les  points  de  ramification  d'une  surface 
<le  Riemann,  esl  un  nondire  pair,  /'désignant  Ui  nondirc  des  feuil- 
lets qui  appartiennent  à  un  iiièine  cvcic. 
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CONNEXION  DES  SURFACES  DE  RIEMANN.  PERIODICITE 
DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES. 


Connexion  des  surfaces  en  général.  —  Ordre  de  connexion  d'une  surface  quel- 
conque; d'une  surface  fermée;  d'une  surface  de  Rieraann.  —  Généralisation  de 
la  relation  d'Euler  pour  les  polyèdres. —  Coupures  sur  une  surface  de  Riemann. 
—  Exemples.  —  Équations  binômes.  —  Surfaces  de  Riemann  régulières.  —  In- 
tégrales abéliennes.  —  Propriétés  générales.  —  Périodes.  —  Classification  (*). 


102.  On  a  vu  au  Chapitre  III  comment  une  surface  de  Rie- 
mann à  deux  feuillets  pouvait  être  transformée  en  une  surface  sim- 
plement connexe,  par  un  système  convenable  de  coupures  :  il  en 
est  de  même  des  surfaces  à  un  nombre  quelconque  de  feuillets; 
mais  les  considérations  intuitives  dont  on  s'est  servi  pour  le  cas 
particulier  déjà  traité  deviennent  j)lus  difficiles  à  saisir  pour  le  cas 
général.  Aussi  nous  allons  reprendre  la  théorie  de  la  connexion 
des  surfaces  à  un  point  de  vue  tout  à  fait  général. 

Rappelons  qu'une  surface  est  dite  co/?7ze.re  lorsqu'il  est  possible 
de  réunir  deux  points  quelconques  de  cette  surface  par  un  trait 
continu  situé  tout  entier  sur  la  surface.  Si  l'on  a  affaire  à  une  sur- 
face fermée,  ou  n'ajant  pas  debords,  comme  une  sphère,  un  tore, 
une  surface  de  Riemann,  on  commence  par  lui  donner  une  courbe 
limite  en  pratiquant  une  petite  fente  dans  cette  surface  ou  en  enle- 
vant un  petit  morceau  de  cette  surface.  Les  coupures  dont  il  s'agira 
ici  sont  considérées  comme  de  véritables  traits  de  ciseaux,  par- 
lant d'un  bord  et  s'arrêlant  dès  qu'on  rencontre  un  nouveau  bord  ; 
quand  on  trace  plusieurs  coupures  successivement,  les  coupures  ou 

(')  Auteurs  à  consulter  :  Riemann,  Inauguraldissertation,  Théorie  der 
Abel'schen  Functionen;  —  Neumann,  Vorlesungen  iiber  Biemann's  Théorie,  etc.; 
—  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  Chap.  XIII  et  XIV  ;  —  Simart,  Thèse  de 
doctorat;  —  Jordan,  Recherches  sur  les  polyèdres  {^Comptes  rendus,  t.  LX- 
LXII;  —  Journal  de  Crelle,  t.  LXVI-LXVIIT)  ;  —  Note  sur  la  déformation  des 
surfaces  {Journal  de  Mathématiques,  2'  série,  t.  XI). 
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portions  de  coupure  déjà  tracées  doivent  être  regardées  comme 
de  nouveaux  bords,  de  sorte  qu'une  coupui'e  ne  peut  pas  se  traver- 
ser, mais  peut  s'arrêter  en  un  point  de  son  trajet. 

Nous  prendrons  pour  définition  de  la  surface  simplement  con- 
nexe la  propriété  suivante  :  une  surface  connexe  est  dite  simple- 
ment connexe  lorsqu'il  est  impossible  de  tracer  une  coupure  sur 
celle  surface  sans  la  morceler,  c'est-à-dire  sans  la  décomposer  en 
deux  morceaux  n'ajant  plus  de  connexion  entre  eux.  Dans  le  cas 
contraire,  elle  est  plusieurs  fois  connexe,  ou  à  connexion  mul- 
tiple. 

La  sphère,  le  plan  indéfini,  la  surface  d'un  cercle  ou  d'un  rec- 
tangle sont  simplement  connexes.  Au  contraire,  une  surface  plane 
à  plusieurs  contours,  le  tore,  une  surface  de  Riemann  à  deuxfeuil- 
lels  et  |)lus  de  deux  points  de  ramification,  etc.,  sont  à  connexion 
iiiiiliiple.    l*ar    exemple,     dans    la     surface     ABCD    {Jig-     72) 


on  peut  tracer  les  trois  coupures  a,3,  yo,  s-/]  sans  morceler  la  sur- 
face; une  nouvelle  coupure  la  morcellerait.  Prenons  la  surface  du 
lore  ijig.  73);  une   coupure  telle  que  omnpo  ^  tracée  suivant  un 


Fis.  73. 


méridien,  la  transforme  en  une  sorte  de  cylindre  recourbé,  et  une 
nouvelle  coupure  telle  que  oMo'  transforme  la  surface  en  une  sur- 
face à  connexion  simple  oMo'o',  Mj  o, .  Inversement,  en  réunissant 
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les  côtés  opposés  d'un   rectangle,  on  obtient  une   surface  fermée 
iinalogue  à  la  surface  (lu  tore. 

103.  La  définition  |)récise  (le  l'ordre  de  connexion  d'une  sur- 
lace repose  sur  les  ))roposilions  suivantes  : 

1.  f'/ic  suj'/ace  simplement  connexe  S  est  décomposée  par 
une  coupure  en  deux  morceaux  simplement  connexes  ('). 

Supposons  d'abord  que  la  coupure  ab  joigne  deux  points  de  la 
limite  totale  de  S.  Prenons  sur  les  deux  bords  de  la  coupure  deux 
points  infiniment  voisins  m,  m';  il  est  clair  que  tout  point  de  S 
peut  être  réuni  à  l'un  des  deux  points  /n  ou  m'  par  un  trait  con- 
tinu situé  sur  S,  sans  franchir  la  coupure  ab.  On  a  donc  décom- 
posé la  surface  S  en  deux  portions  connexes  séparément  S',  S"  et, 


par  hypothèse,  il  n'y  a  pas  de  connexion  entre  S'  et  S".  Il  s'agit 
de  faire  voir  que  chacune  de  ces  surfaces  S'  et  S"  est  simplement 
connexe.  En  effet,  si  S',  par  exemple,  n'était  pas  simplement  con- 
nexe, on  |)ourrait,  sans  la  morceler,  tracer  dans  S'  une  coupure. 
Soit  cd  cette  coupure,  telle  que  l'indique  la  première  figure-tT 
gauche. 

Cette  coupure  cd  ne  morcelant  pas  S',  tout  point  de  S'  peut 
être  joint  par  un  trait  continu  au  point  m  sans  franchir  la  coupure 
cd.  Si  maintenant  on  supprime  la  coupure  primitive  «6,  tout  point 
de  S"  pourra  également  être  joint  au  point /;«  sans  franchirez/.  On 
pourrait  donc,  contrairement  à  l'hypothèse,  tracer  sur  S  une  cou- 
pure cc^ne  morcelant  pas  la  surface.  On  raisonnerait  d'une  façon 
analogue  dans  tous  les  cas,  suivant  la  disposition  de  la  coupure  cd, 


(')  RiEMANN,  Gesammelle  Werke,  p.  9. 


V.  0  N  N  i:\ioN    [)  i:  s   si  u  f  a  c  i;  s    d  i;    ii  i  i:  ji  v  N  \ .  225 

cl  Ton  iirri\('riul  toujours  ù  (thlcnir  une,  coupure  ne  uiorcelanL  pas 
S;  lelle  serait  ('/.(///  pour  la  •>/'  liyurc,  ac'ulb  pour  la  3",  bcdef 
pour  la  4*^. 

Si  la  coupure  ab,  au  lieu  de  réunir  deux  points  de  la  limite  to- 
tale de  S,  se  terminait  en  un  point  de  son  parcours,  comme  l'in- 
(llipie  la  figure  ci-dessous  {/ig-  70),  les  deux  points  /;?,  /;?',  infi- 


niment voisins  sur  les  bords  opposes  de  la  coupure,  seraient  dis- 
posés ainsi  cpie  le  montre  le  dessin.  ]\ous  laisserons  au  lecteur  le 
soin  d'achever  le  raisonnement,  qui  est  identique  à  celui  de  tout 
à  l'heure. 

Corollaire.  —  Etant  données  [j.  surfaces  simplement  connexes, 
si  l'on  trace,  dans  ce  système  de  surfaces,  v  coupures  successive- 
ment, on  obtient  u.  +  v  morceaux  simplement  connexes.  Chaque 
nouvelle  coupure  a  pour  effet  de  décomposer  un  morceau  en  deux. 

II.  Soit  ^  un  système  quelconque  de  surfaces;  si,  au  moyen 
de  V  coupures  successives,  on  décompose  ce  système  en  a  mor- 
ceaux simplement  connexes,  la  différence  v  —  a  est  un  nombre 
constant  pour  ce  système  de  surfaces  (  '  ). 

Supposons  qu'en  procédant  d'une  façon  différente  on  ait,  au 
moyen  de  v'  coupures  successives,  obtenu  a'  morceaux  simplement 
connexes  ;  il  s'agit  de  montrer  que  l'on  a  v  —  a  :=  v' —  a'. 

Soient  q  une  coupure  du  premier  système,  c/  une  coupure  du 
second  système.  Il  est  toujours  permis  de  supposer  que  les  cou- 
pures <7  et  cf  ne  se  rencontrent  pas  sur  les  courbes  limites,  et  que 
les  points  de  croisement  des  coupures  q  n'appartiennent  pas  aux 
coupures  cf  et  inversement;  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  suffirait  de 
déplacer  infiniment  peu  quelques-unes  des  coupures,  ce  qui  ne 
change  évidemment  pas  les  nombres  v,  a,  v',  a'.  Imaginons  alors 


(■)  RiEMANN,  loc.  cit.,  p.  10. 
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que,  dans  le  système  de  surfaces  i],  on  ait  tracé  à  la  fois  les  coupur< 
q  eX,  q' \  et  soit  A  le  nombre  de  morceaux  ainsi  obtenus.  On  pei 
compter  ce  nombre  de  deux  façons  difTérentes;  d'abord,  on  pei 
supposer  qu'on  ait  tracé  les  coupures  q  les  premières  et  qu'o 
trace  ensuite,  dans  les  a  morceaux  simplement  connexes  ainsi  o] 
tenus,  les  coupures  q\  Chacune  de  ces  coupures  </' devra  compte 
pour/)  +  I  coupures  distinctes,/?  désignant  le  nombre  de  fois  qi 
cette  coupure  q^  traverse  une  coupure  q.  Si  donc  on  appelle  P 
aiombre  des  points  de  rencontre  des  coupures  q  avec  les  coupure 
^',  le  nombre  total  des  morceaux  sera  A^aH- /-hP.  En  opi 
rant  dans  l'ordre  inverse,  on  trouverait  de  même  A  =  a'  -h  v  +  I 
On  a  donc 

c'est-à-dire 

v'  —  a'  =  V  —  a. 

Ainsi,  pour  décomposer  une  surface  en  cent  morceaux  simple 
ment  connexes,  il  faut  toujours  le  même  nombre  de  coupures 
de  quelque  façon  qu'on  opère. 

104.  Cela  posé,  considérons  en  particulier  une  surface  cor 
nexe  S,  et  supposons  que  cette  surface  puisse  être  décomposée  e 
portions  simplement  connexes  au  moyen  d'un  nombre  fini  de  coi 
pures  (*  ).  Si  v  coupures  successives  donnent  a  morceaux  simpk 
ment  connexes,  la  différence  v  —  a  est,  d'après  ce  qu'on  vient  d 
voir,  im  nombre  parfaitement  déterminé  pour  cette  surface.  L 

nombre 

N  =  V  —  a  4-  2 

est  appelé  l'o/r/re  de  connexion  de  cette  surface.  Pour  une  sur 
face  simplement  connexe,  on  peut  prendre  v  =  o,  a  =ri,  et  l'on 
N  ::=  I ,  comme  il  est  naturel.  (On  voit  pourquoi  nous  avons  pri 
V  —  a  +  2,  et  non  pas  v  —  a,  pour  mesurer  l'ordre  de  connexion. 
Un  cylindre  ouvert  aux  deux  bouts  est  transformé  en  une  sur 
face  simplement  connexe  par  une  coupure  tracée  le  long  d'un 
génératrice.  On  a  ici  v  =:  a  =  i  ;  ce  cylindre  est  donc  une  surfaci 
doublement  connexe.  Pour  transformer  le  tore  en  une  surface  sim 


(')  Nous  excluons  par  là  même  les  surfaces  qui  ne  pourraient  être  décomposée 
en  portions  simplement  connexes  par  un  nombre  fini  de  coupures. 
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|)lcmi'nl  couiu'xe,  il  faul  cU-iix.  coupures;  le  lore  est  donc  une  sur- 
face triplement  connexe.  En  j^énéral,  une -aire  plane  à  //  contours 
est  une  surface  connexe  d'ordre  /?. 

Soit  S  une  sur/ace  ^  fois  connexe  (N  >  i)  ;  si  l'on  trace  dans 
S  une  coupure  q  ne  morcelant  pas  cette  surface,  on  obtient  une 
surf(n:c  S',  i/ui  est  (N  —  i  )  fois  connexe. 

Soit  N'  Tordre  de  connexion  de  S';  si  v  coupures  successives 
d<'c()inposeiil  S'  en  a  morceaux  simplement  connexes,  on  aura 


cl,  ctimmc  on  a  passé  de  S  à  S'  en  traçant  une  coupure,  on  aura 

aussi 

N  =  V  -f- 1  —  a  -^  ■>,, 
<'l,  par  >uil('. 

N'  =  N-i. 

On  conclut  de  là  que  toute  surface,  S  cjui  est  N  fois  connexe, 
peut  être  transformée  en  une  surface  simplement  connexe  au 
moyen  Je  N  —  i  coupures. 

Puisque  S  est  N  fois  connexe  (N  >>  i  ),  on  peut  tracer  une  cou- 
pure sans  la  morceler,  et  Ton  a  une  surface  S'  qui  est  N  —  i  fois 
connexe;  siN  est  plus  grand  que  2,  on  pourra  tracer  dans  S' une  nou- 
velle coupure  et  l'on  obtiendra  une  surface  S"  qui  sera  (N  —  2)  fois 
connexe,  et  ainsi  de  suite.  Au  bout  de  N  —  i  opérations,  on  arrivera 
H  une  surface  dont  l'ordre  de  connexion  sera  N  —  (N  — 1)^1, 
c'est-à-dire  à  une  surface  simplement  connexe. 

Le  même  raisonnement  prouve  que,  sur  une  surface  N  fois  con- 
nexe, on  ne  peut  tracer  plus  de  N  —  i  coupures  sans  la  morceler. 
L'ordre  de  connexion  d'une  surface  est  donc  égal  au  nombre  maxi- 
mum de  coupures  que  l'on  peut  tracer  sur  cette  surface  sans  la 
morceler,  augmenté  d'une  unité. 

lOo.  Appliquons  ceci  aux  surfaces  fermées.  Le  type  des  sur- 
faces fermées  simplement  connexes  est  la  sphère;  après  la  sphère, 
la  surface  fermée  la  plus  simple  est  le  tore,  qui  est  triplement 
connexe.  Mais  il  n'existe  pas  de  surface  fermée  doublement  con- 
nexe, et,  d'une  manière  générale  :  L'ordre  de  connexion  d'une 
surface  fermée  est  un  nombre  impair. 
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On  s'appuie,  pour  dcnionlrcr  ce  ihéorème,  sur  les  remarque 
su  i  van  les  : 

[.  La  limilc  totale  d'une  surface  simplement  connexe  s 
compose  d'une  seule  courbe  (  '  ). 

11  faut  entendre  par  cet  énoncé  que  cette  limite  totale  peu 
être  décrite  d'un  seul  Irait  continu.  Supposons  qu'on  ait  deu 
courbes  limites  distinctes  C,  C,  et  soit  ah  une  coupure  allar 
d'un  point  de  G  à  un  point  de  C.  Celte  coupure  ne  morcell 
pas  la  surface;  pour  le  prouver,  il  suffit  évidemment  de  fair 
voir  qu'on  peut  réunir  deux  points  infiniment  voisins  /??,  m\  pri 
sur  les  deux  bords  opposés  de  «/>,  par  un  trait  continu,  san 
franchir  cette  coupure.  En  effet,  soient  n  et  n'  deux  points  infini 
ment  voisins  de  C  de  part  et  d'autre  du  point  h  {fig-  76). 


Fig.  7G. 


On  peut  aller  de  m  en  n  et  de  n'  en  m'  en  longeant  la  coupure 
D'autre  part,  la  courbe  limite  (7  n'ajant  qu'un  point  commun 
avec  la  coupure,  il  est  clair  qu'on  peut  joindre  les  deux  points  ; 
et  n'  par  un  trait  continu  restant  toujours  infiniment  voisin  de  C 
et  ne  traversant  pas  ah.  Il  existerait  donc,  contrairement  à  l'hv 
pothèse,  une  coupure  ne  morcelant  pas  la  surface. 

II.  Si  dans  un  système  de  surfaces  2C  on  trace  une  coupure 
le  nombre  des  courbes  limites  augmente  ou  diminue  d'un 
unité. 

Il  suffit  d'examiner  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  e 
qu'on  a  figurés  ci-dessous  en  donnant  aux  coupures  a6,  abcd  de 


C)  Cette  propriété  est  évidente,  si  l'on  définit  une  surface  simplement  connexe 
comme  au  n°51.  Pour  l'identité  des  deux  définitions,  on  pourra  consulter  la  Nol 
de  M.  Jordan  Sur  la  déformation  des  surfaces  {Journal  de  Mathématiques 
2°  série,  t.  XI). 
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j'paisscurs  finies  j)Oiir  (|ii'on  voie  leurs  deux  bords  {fig.  77).  Si 
la  coupure  réunit  doux  courbes  limites  diflerenles  A  et  B 
{fis-  77'  ')>  ^^^  deux  courbes  limites  sont  remplacées  jiar  une 
seule  qu'on  peut  parcourir  dans  le  sens  marqué  par  les  flèches.  Au 
contraire,  si  la  coupure  joint  deux  points  d'une  même  courbe 
liinile  (2)  ou  se  termine  en  un  point  de  son  parcours  (3),  le 
nombre  des  courbes  limites  est  augmenté  d'une  unité.  Dans  tous 
les  cas,  ce  nombre  change  de  parité. 


Cela  posé,  soit  S  une  surface  fermée  N  fois  connexe.  La  limite 
totale  se  compose  d'une  seule  courbe  infiniment  petite,  et  la 
surface  se  transforme  en  une  surface  simplement  connexe  au 
moyen  de  N  —  1  coupures.  Comme,  à  chaque  coupure,  le  nombre 
des  courbes  limites  change  de  parité,  et  que  toute  surface  simple- 
ment connexe  a  une  seule  courbe  limite,  on  voit  que  N  —  i  doit 
être  pair.  Plus  généralement,  l'ordre  de  connexion  d'une  surface 
<l  le  nombre  des  courbes  limites  sont  de  même  parité. 


1()6.   Soit 


ip 


Tordre  de  connexion  d'une  surface  fermée  j  le  nombre  entier/? 
est  appelé  le  genre  de  la  surface.  La  sphère  est  de  genre  zéro, 
le  tore  de  genre  un.  Le  type  des  surfaces  fermées  de  genre  jo  est  la 
sphère  solide  avec />  trous,  ou  le  système  de/?  anneaux  soudés  l'un 
à  l'autre,  formant  une  chaîne  non  fermée.  Pour  transformer  une 
pareille  surface  en  une  surface  simplement  connexe,  il  faut  un 
système  de  ip  coupures.  Par  exemple,  on  peut  tracer  ces  ip  cou- 
pures de  façon  que/?  d'entre  elles  tournent  autourd'un  trou,  les/? 
autres  passant  à  travers  un  ou  deux  trous.  Tout  ceci  est  à  rap- 
procher du  début  du  Chapitre  III  ;  les  surfaces  qui  y  sont  étudiées 
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ne  sont  au  fond  que  des  surfaces  du  genre/?.  Les  considération 
qui  y  sont  employées  prouvent  directement  que  la  surface  d^ 
Uiemann  à  deux  feuillets  et  à  2/>  +  2  points  de  ramification  es 
(le  genre  />  ;  résultat  que  nous  vérifierons  tout  à  l'heure. 

10".  St)it  S  une  surface  connexe;  isolons  un  point  sur  cclt 
surface  par  une  courbe  infiniment  petite  C  et  supposons  enlev 
le  morceau  intérieur;  on  obtient  ainsi  une  nouvelle  surface  S' 
dont  Vordre  de  connexion  est  supérieur  d'une  unité  à  celu 

deSifig.^S). 

Fig.  78. 
A 

C 


Tl  est  évident  d'abord  que  la  surface  S'  sera  encore  connexe.  Jo 
gnons  un  point  6  de  C  à  un  point  a  d'une  courbe  limite  A  de  S  pa 
Tine  coupure  «6,  ne  morcelant  pas  S'  (n°  102),  et  soit  S"  la  nou 
velle  surface  ainsi  obtenue.  Les  ordres  de  connexion  des  troi 
surfaces  S,  S',  S"  sont  respectivement  N,  N',  N".  Imaginons  qu 
V  coupures  successives  q  tracées  dans  S"  la  décomposent  en 
morceaux  simplement  connexes;  on  aura  d'abord 

1\"  =  V  —  a  -1-  2. 

Comme  on  passe  de  S'  à  S"  en   traçant  dans  S'  une  seule  coi 
|)ure  ab^  on  aura  aussi 

N'=  V  -M  —  a-i-  2. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  trace  dans  S  la  coupure  ahcb,  on 
décompose  en  deux,  le  morceau  simplement  connexe  intérieur 
la  courbe  C  et  la  surface  S";   si  l'on   trace  ensuite  dans  S"  les 
coupures  q,  on  obtient  a  morceaux  simplement  connexes.   On 
donc 

N  =  V  -f-  [  — (a-i-  i)  -T-  2 
et,  par  suite, 
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D'une  manière  g;énérale,  quand  on  enlève  n  morceaux  simplc- 
Miiiii  connexes  d'une  surface  connexe,  l'ordre  de  connexion  auj,^- 
menle  de  //  unités. 

/Irnui/rjite.  —  Quand  on  applique  ce  théorème  aux  surfaces 
iVeiuées,  on  doit  supposer  c|u'on  a  déjà  donné  une  limite  à  la  sur- 
face. 

108.  On  déduit  aisément  de  cette  remarque  une  généralisation 
de  la  relation,  due  à  Euler,  qui  lie  le  nombre  des  faces,  le  nombre 
des  sommets  et  le  nombre  des  arêtes  d'un  polyèdre. 

Soit  T  une  surface  fermée  connexe,  de  yenre  p;  imaginons 
qu'on  ait  décomposé  cette  surface  en  F  portions  simplement  con- 
nexes par  un  système  de  coupures.  On  aura  sur  cette  surface  une 
espèce  de  réseau  polygonal  ayant  F  faces,  S  sommets,  A  arêtes.  Si 
l'nii  entoure  chaque  sommet  du  réseau  d'une  petite  courbe  et 
(piiiu  enlève  le  morceau  intérieur,  on  anra  une  surface  connexe 
T'  dont  l'ordre  de  connexion  sera,  d'après  ce  qui  précède, 

N'  =  2/>  H-  H-  S  —  l  =  2/)  -i-  S, 

car  une  des  petites  courbes  doit  être  regardée  comme  formant  la 
limite  de  T.  Si  l'on  trace  ensuite  dans  T'  des  coupures  suivant 
les  A  arêtes,  on  trouve  F  morceaux  simplement  connexes.  On  a 
donc 

N'  =  2/,  ^  S  =  A  —  F  H-  2 
ou  bien 

A  —  F  — S  =  2/?  —2  (M. 

Si /?  =  o,  on  retrouve  la  formule  d'Euler.  S'ip-^^i,  il  reste 
A  =  F-t-S;  comme  vérification,  reprenons  le  tore  et  ses  deux 
coupures,  on  a 

A  =  2,         F  =  i,         S  =  i. 

La  formule  précédente  est  souvent  utile  pour  trouver  le  genre 
d'une  surface  fermée. 

109.  JNous  allons  appliquer  cette  théorie  générale  aux  surlaces 


(')  LnuiLiEU,  Annales  de  Cergonne,  t.  III. 


Il  \  l< 


.If  llii'in.mn.  I..'  |.rrmi<r  |.i..l)l( me  «ji 
Miivanl  :  Ét,n,t  ,lnnnrr  unr  surforr  <lr.  lUemann  connexe  T, 
rompnsrr  dr  mfruillris,  ,lonl  on  miuuiîl  1rs  poinLs  de  raniiji- 
rtitinn.  /loinrr  /,■  w'iirc  de  relie  siirjitrr. 

Il  suflil  (I.-  |»I()c»mI(t  coiiimc  pour  (-liihlir  la  formule  d'Juiler  gé- 
imt.iIIs/t.  Su|)|M)s..ns  la  surface  T  composée  (le  m  feuillets  éten- 
.JiiH  sur  la  splirre  cl  soiciil  ^/,,  ...,  «,,  les  rj  points  de  la  sphère  où 
>.•  projrllcnl  les  poinis  de  rainificalion.  Au  point  <2/,  par  exemple, 
sont  superposés  /*/  points  de  ramification  dont  quelques-uns  peu- 
\cnl  clrcdordre  /.cro.  Prenons  un  pointO  de  la  sphère  au-dessus 
(liiinicl  passent  ///  feuillets  distincts;  isolons  chacun  des  m  points 
(Mii  se  projelleiil  eu  O  |)ar  une  courbe  infiniment  petite,  et  enle- 
vons les  portions  (!<•  la  surface  intérieures  à  ces  courbes.  Opérons 
de  menu-  avec  tous  les  points  de   la   surface  qui  se  projettent  aux 

F'g-  79- 


|toint.> 


;t  soit   T'    la  surface   ainsi    obtenue.   Le 


nombre  des  morceaux  enlevés  est  m  +  /?,  -h  . . .  +  /?y  ;  comme  une 
des  petites  courbes  doit  servir  de  limite  totale  à  T,  l'ordre  de 
connexion  de  T'  sera,  en  appelant  ■>./>  -}-  i  celui  de  T, 


\'  = 


■?.p 


lV)ui  li\<r  les  idées,  sujDposons  les  lignes  de  passage  de  T  tra- 
cées suivant  des  lignes  allant  du  point  O  aux  points  «,,  a.,-,  •  •  •• 
'/^.  Si,  sur  chacun  des  feuillets  de  T',  on  trace  les  q  coupures 
allanl  de  O  aux  points  «,,  ...,  «^,  on  a,  au  moyen  de  ces  mq 
«oupures,  décomposé  T'  en  m  morceaux  simplement  connexes. 
Par  suite,  on  a 


■xp  —  /«  -r-  /l ,  -i-  .  .  .  -r-  «,,  =  mq 
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if»   -  -    7    {  tll   —   n, 


)  —  xiii  -  »  ; 


(.1  ///  — //,  est  »'<;al  à  la  soniiiK-  «Ir-;  <ii(|ir«;  do  points  de  niminca- 
tiiiri  i|iii  sont  superposi'S  au  point  a,,  1 1  ///  //,)  repn'scDlr  ilntM 
la  >omiiif  ïi /•  —  i)  dos  ordres  dotons  les  pcjiiUs  do  lamilicalini 
df  l.i  siirf.icr;  il  vient  donc,  imi  dt'finit i\«'. 


Telle  est  la  fortnido  fondanx-nlale  i\\\v  a  l>i<'niaiin  (  ').  On  \iiil 
ipie  la  somme  ïi /•  — i)  est  toujours  un  nombre  |)air  (H"  lOj  ). 

Exemple.  —  Pour  une  surface  à  deux  l'euillcts,  a\ant  >.()-+-  2 
points  de  ramification,  la  formule  précédente  montre  rjue  le 
;;enre  sera  é;;al  à />  ;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  Chapitre  III. 

110.  Le  second  problème  à  résoudre  est  celui-ci  :  Jùaiit 
'/année  une  sur/ace  de  Riemann,  de  genre  /?,  transformer 
relie  surface  en  une  surface  simplement  connexe  au  moyen  de 
>.p  coupures. 

On  peut  employer  pour  cet  objet  plusieurs  systèmes  de  cou- 
pures. Nous  adopterons  un  système  dont  s'est  servi  Riemann  ('-). 
Hemarcpions  d'abord  les  propriétés  suivantes  : 

I"  Toute  surface  dont  la  limite  totale  peut  être  décrite  dun 
•^(■ul  trait  continu  est  connexe.  En  efTel,  si  l'on  prend  d'abord 
deux  points  quelconques  infiniment  voisins  de  la  limite,  on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre  par  un  trait  continu  infiniment  voisin  de 
celle  limite.  Si  l'on  a  ensuite  deux  points  quelconques  de  la  sur- 
lace, il  est  clair  qu'on  peut  réunir  chacun  d'eux  à  un  point  infi- 
niment rapproché  de  la  courbe  limite.    • 

3"  Étant  donnée  une  surface  à  connexion  multiple  limitée  par 
une  seule  courbe,  on  peut  tracer  dans  cette  surface  une  coupure 
terminée  en  un  point  de  son  parcours  et  ne  morcelant  pas  la  sur- 


(')  Gesammelte  Werke,  p.  lofi. 

(-)  Riemann,  Abelsctien  Functionen,  §  7. 
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face.  Par  hvpolhcsc,  on  peut  tracer  une  coupure  ne  niorcelanl  pa> 
la  surface.  Celle  coupure  pari  d'un  point  a  de  la  limite:  suppo- 
sons qu'elle  se  icrmine  en  un  autre  point  h  de  la  limite.  Marquons 
sur  celte  coupure  t\cu\  points  a',  b',  infiniment  voisins  des  points 
a  et  b.  cl  réunissons-les  par  un  trait  continu  a^b^  infiniment 
voisin  de  ab  {Jig.  80^;  si  l'on  supprime  la  coupure  66'  et  qu'on 


Fig.  So. 


il 
■V 


'U. 


trace  une  coupure  (/b^,on  a  la  coupure  ac^cb^c^  qui  est  terminé, 
à  un  point  de  son  parcours  et  qui  ne  morcelle  pas  la  surface. 

Cela  posé,  considérons  une  surface  de  Riemann  2/>  -h  i  fois 
connexe  (/>>o)T>^^.,  ;  soil  Aune  courbe  infiniment  petite  servant 
de  limite  à  celle  surface.  Soil,  de  plus,  a,  une  coupure  ne  morce- 
lant pas  celle  surface  ;  on  peut  supposer  que  les  deux  extrémités  de 
celle  coupure  sont  sur  la  courbe  limite  A.  En  effet,  si  cette  cou- 
pure se  terminait  en  un  point  b  de  son  parcours,  on  pourrait 
prendre  pour  courbe  limite  de  Tj^^,  une  petite  courbe  entourant 
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le  point  6,  et  supprimer  la  portion  de  coupure  comprise  entre  A 
el  6.  ainsi  que  la  courbe  limite  A.  La  nouvelle  surface  T-jp-,  ainsi 
obtenue,  esl  a/>  fois  connexe;  on  peut  donc  réunir  deux  points 
infiniment  voisins,  pris  de  part  et  d'antre  de  a,,  par  un  trait  con- 
linu.  Tra«:ons  une  coupure  6,  le  long  de  ce  trait  continu;  la  sur- 
face obtenue  T,^.,  esl  encore  connexe,  car  sa  limite,  comme  1 
montre  layFrr.  81,  peut  être  parcourue  d'un  seul  trait  continu. 


CONNEXION     DK-i     SURFACES    DE    H  I  E  \l  V  N  \  .  iV, 

Si/*^»!,  T. pi  >CVA  encore  plusieurs  l\)is  citiinoxc,  ci  l'on 
|H»iirra  tracer  une  nouvelle  conjiure,  parlant  d'nn  point  tic  A,  ci 
terminée  en  un  point  de  son  parcours,  ne  morcelant  pas  la  sur- 
race.  Soient  c,(i2  cette  coupure,  et  T.,p_2  la  nouvelle  surface,  qui 
est  encore  à  connexion  multiple,  ainsi  olitenue.  On  pourra  ensuite 
joindre  deux  points  iiiliniment  voisins,  de  part  et  d'autre  de  «.., 
par  une  nouvelle  coupure  0,.,  et  la  nouvelle  surface  T^yj-a  sera 
connexe,  car  sa  limite  totale  jtourra  cire  jiarcourue  d'un  seid  trait 

(y>>.  8.). 


Si  /?  =  2,  Top_3  sera  simplement  connexe.  Si  /?  >  a,  on  con- 
tinuera de  la  même  façon.  Au  LouL  de  p  opérations,  on  aura 
transformé  T  en  une  surface  simplement  connexe  T'  au  moyen 
de  p  systèmes  de  deux  coupures  (a.,,  6v),  (v  =  i ,  2,  .  .  . ,  p),  réunies 
par  des  coupures  Cv(v  =  1,  2,  .  .  . ,  />  —  i).  Remarquons  que  les 
coupures  Cv  et  «v+i  (sur  la  figure  c,  et  a-y)  ne  forment  en  réa- 
lité iju'une  seule  coupure  se  terminant  en  un  point  de  son  par- 
cours. 

D'après  la  façon  dont  on  a  opéré,  on  voit  que  les  coupures  sont 
absolument  disposées  comme  celles  qui  nous  ont  servi  dans  le  cas 
d'une  surface  à  deux  feuillets.  La  seule  différence  entre  les  deux 
cas,  c'est  que  les  coupures  Cv  employées  ici  joignent  une  cou- 
pure 6v  à  une  coupure  «v+i-  Mais  ceci  importe  peu;  on  a  déjà 
fait  remarquer,  en  effet,  que  l'on  peut,  par  une  déformation  con- 
tinue, déplacer  l'extrémité  de  la  coupure  c-,  de  façon  à  l'amener  en 
un  point  de  6v+( .  On  verra  d'ailleurs  que  ces  coupures  Cv  ne  jouent 
(ju'un  rôle  tout  à  fait  auxiliaire.  Relativement  aux  bords  positifs 
et  négatifs  des  coupures  «v  et  bj,  on  peut  choisir  arbitrairement  le 
bord  positif  d'une  coupure  ^v,  et  le  bord  positif  de  b-^  est  alors  dé- 


(  Il  \  iMiiti:    \. 

1,1,1  ,,,,,  1;,  ,nii\.  iiiii.n  «lu  ('.li;i|Hin'  l!l-  l':"'"  exemple,  si  la  eou- 
, ,,!,,.  ,,  viir  iii  iiroircliuii  -iii'  le  |il;in  «les  :;,  a  la  forme  (riine 
.onrltf  fi  Tin.i'.  ii<'  -^f  <  (iii|i;iiil  jjus  elle-même,  on  prendra  |)onr 
jionl  posilif  Ir  Ix.id  cxUritiir. 

III        \|.plii|iiniis    rrs    considérations    générales    à    quelques 

.x.n.pl... 

R.nniiili-   I.  L;i   smfare  de    Ricmann    correspondant  à    la 

rrliilioii 

se  compose  de  quatre  feuillets;  les  points  ;:  =  a  et  :3  =  y  ^ont  des 
points  d.'  ramification  d'ordre  3;  au  point  ;;  =  [5  sont  superposés 
deux  points  dr  ramification  simples,  enfin  le  point  à  l'infini  n'est 
pas  nn  point  de  ramification.  La  surface  est  donc  du  premier 
;;cnrc.  il'aprcs  la  formule  générale.  Nous  supposerons  les  lignes 
de  passage  tracées  suivant  des  lignes  droites  indéfinies  issues 
<lcs  points  a,  ji,  y:  soient  u^^  u.2,  ihj  "•  les  quatre  valeurs  de  m, 
rangées  jiar  ordre  d'argument  croissant,  qui  correspondent  à  une 
valeur  de  c  dilTérenle  de  a,  Jj,  v,  et  P,,  Po,  Pj,  P/,  les  feuillets  cor- 
respondants de  la  surface  de  Iliemann.  Les  lacets  (a)  et  (y) 
unissent  les  racines  «,  et  Mo?  1^2  et  u^,  u^  et  Mj,  U;,  et  w,.  Les 
lignes  de  passage  issues  des  points  a  et  y  unissent  donc  les  feuil- 
lets P,  et  Po,  Po  et  P3,  P3  et  P,,  P^  et  P, .  Au  contraire,  il  y  a  deux 
lignes  de  jiassagc  distinctes  issues  de  [ii;  l'une  d'elles  unit  les 
r<Miilleis  P,  cl  P;,,  l'autre  les  feuillets  Po  et  P,,.  La  Jïg.  83  montre 

Fig.  83. 


1 

^"       . 

2    

3 

îii     ,■:•••  "•-; 

les  doux  coupures  a  et  b\   on  a  adopté  un   trait  diiïérent  pour 
«liaque  feuillet,  comme  il  est  indiqué  à  côté  de  la  figure. 


<: (IN  m:\iiin    iiKS   srnK.irKS   di:   hikmvnn.  ji- 

/\'.rrni/)ic   II-  l-i   >iii1;k('  ilc  Kicinaiiii  cniicsiKiiiil.inl    :i   Ir- 


,,>,,.li 


//•        Aie  —  z  )^  z  —  '.j  )•{  z 


1  (|ii;ih<'  IViiilIcl^  cl  six  points  de  nmiilicnlinn  :  1rs  pninls  y.  cl  y 
-i>iil  lit"  s  |)(»iiits  (le  raiiiili(-;iti(>ii  (iDnlic  ,1  ;  .iiiv  points  'j  cl  r. .  on  a 
deux  poinls  ilc  iMinificalion  sinij)los  supcrposrs.  Le  f^ciirc  de  la 
siii-racc  c>l  <lonc  c^al  à  •>..  Nous  supposerons  toujours  les  li<,'nes  de 
passaf,'e  Iract'-es  suivanl  des  li};nes  droites  allanl  des  jioinls  a,  [j,  "' 
au  poiul  à  l'inlini.  Ado|)lons  les  moines  convcnlions  que  dans 
r<-\einplc  pi.'c.'dcnl .  (^>iiand  on  lournc  dans  le  sens  direel  aulour 
du  poiul  y.,  cm  reucunlre  les  leuillels  dans  l'ordre   I*,,  l*j,  I':,,  1*,^ 


(|uand  on  tourne  dans  le  sens  direct  autour  de  y,  on  les  rencontre 
dans  Tordre  P,,  Pj,  Pg,  Po.  Du  point  ^i  partent  deux  lignes  de  pas- 
sage unissant  P)  et  P3,  Po  et  P4.  Sur  lajig.  84  on  a  tracé  les  cou- 
pures «,,   ^1,  Ci,  €1-2,   0-2. 

Exemple  III.   —  La  surface  de  Rieniann  correspondant  à  la 

relation 

«3=A(^-a)(^-!3)(G-Y)(^-S)(') 


(•)  Cette  équation  a  servi  de  point  de  départ  aux  recherches  de  M.  Picard 
Sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  analogues  aux  fonctions 
modulaires  [Acta  mathematica,  t.  II,  p.  n^). 


,i8  .iiM-rriu:   n. 

a  irois  fruillrls  ri  ri.u,  points  .1.;  ,  ..n.ilic.li..,,  .lu  <l(M.xicmc  ordre, 
r,  'i,  .',  0.  r.  :  1,-  u.Mic  .-I  .l..nc  i"^n\  à  .').  Oiiaiid  on  lonrne  dnns 
Ir  !,'ns',li,Trl  ;.nlonr  .1rs  points  a,  [i,  ".%  o,  on  rcnconlro  toujours 
Irs  iVuilIcls.lans  \c  même  ordre  I',,   l'„   l*;,-  Sur  la  /ig.  85  on  a 


«supposé  les  lignes  de  passage  allant  des  points  a,  [i,  y,  ô  à  rinfini  ; 
on  a  tracé  les  coupures  «,,  6,,  c,,  «.,  60,  Co,  «3,  ^3  en  figurant  par 
un  trait  continu,  par  des  points  ou  des  points-traits,  les  lignes 
tracées  dans  les  feuillets  i,  2,  3. 

1 12.   Proposons-nous  encore,  comme  application,  d'étudier  le 
^'••nrr  d'une  équation  binôme 


;/'"  =  R(s), 
R(c)  désignant   une   fonction  rationnelle.    Si,  pour  une   valeur 


CONNEXION     DES    S  l  H  K  V  C  i:  S     in:     IIIKMVNN.  j.  Jij 

linie  <tii  iiilinit-  <lc  z,  K(-)  a  une  valt-ur  liiiir  dill'i  i  inh-  d.-  /l'iu, 
lc>  ///  valeurs  tlii  radical  ^  lt(3)  rcslcnl  dc>  ruiMlinn^  miirniim-s 
d»'  z  dans  If  domaine  de  ce  point.  Il  en  o>l  dr  nu  nu-  si,  d.uis  le 
doinaini*  d'un  point  z  —  ti  à  distance  (inic,  on  a 

|{(  5  )  —  (  -  —  a)""/  l(,(  z  », 

•  >n  si  l'on  .1,  polir  c-        y:, 

K(5)  --  J'«7R,(5), 

Y  «'lanl  un  imiuhr.-  ciilici-  positif  on  n('-t;alit'.  cl  H,!;)  nnc  lonclion 
rationnelle  (jni  prend  une  \aleiir  linie  c|  dillérenle  de  Z('ro  pour 
-  —.  Il ^  ou  ptuir  w     -  v.. 

On  obtiendra  donc  les  points  de  rainilicalion  de  la  >ui-facc  de 
lîicmann,  correspondant  à  la  relation  hinoinc  (i),  en  cherchant 
les  pôles  ou  les  zt'-ros  de  la  fonction  rationnelle  H(-)  dont  l'ordre 
do  niultijdicilé  n'est  pas  un  midtiplc  de  m.  Soit  a  un  de  ces  points, 
un  7.CYO  par  exemple,  et  ii  son  degré  de  multiplicité.  Dans  le  do- 
inain<'  du  point  z  —.  a,  les  m  valeurs  de  //  sont  représentées  par 

♦  7(--«)''Hi(-), 

\\{z)  désignant  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  du  jioinl 
r-  =  rt  et  le  radical  ^ {z  —  a  f^  devant  être  pris  avec  ses  m  déter- 
minations. Lorsfjue  l'argument  de  ^  —  a  augmente  de  271,  l'argu- 
ment de  u  augmente  de Supposons  —  réduit  à  sa  plus  simple 

expression  -;  après  /•  tours  de  la  variable  :;  autour  du  points, 

l'argument  de  u  a  augmenté  de  27:5  et,  par  conséquent,  u  revient 
à  sa  valeur  initiale.  On  a  donc,  en  supposant  in=:ta.,  a  cycles 
de  /•  feuillets  ayant  leurs  sommets  au  point  z  =  a. 

Soient  r/|,  a-,,  .  .  . ,  a^  les  dififérents  points  de  ramification,  et 
y, ,/.,,... ,  /-q  les  nombres  entiers  qui  jouent  le  même  rôle  que  le 
nombre  /';  le  point  ai  est  le  sommet  de  a,-  cycles  de  /'/  feuillets. 

Posons 

m  =  a,  /'i  =  oL-i/'i^  .  .  .  =  a, r^ ; 

tous  les  nombres  /•, ,  r.j,  .  .  . ,  r^  font  partie  des  diviseurs  de  m  su- 


.,/,,,  .IIM-ITIU:     V. 

pri  i.i.i^    ..    l'imil.'  .1   lie  >u,,l    |..,s  |..i(  .•mciil    in.'g;ni\.    L;.  ronimlc 
i;rn«''|-:ilc  «le  l>iriii;iiiii  iiuiis  (loiiiic  iilni-. 


I.cs  surfaces  de  ilicmaiin.  (jui  correspondent  à  nne  éfjiialiou  l>i- 
n»»ni(\  •"oni  des  surfaces  rcgulières.  On  appelle  ainsi  les  sur- 
faces de  liieniann  telles  qu'en  chacun  des  points  de  ramification 
les  ///  feuillels  de  la  surface  se  partagent  en  un  certain  nombre  de 
cvcles  composés  d'un  mcme  nombre  de  feuillets.  Soient  ciy, 
r/o,  .  .  .  ^(iq  les  points  de  ramification  ;  si  au  point  ai  les  m  feuillets 
se  partagent  en  a/  cycles  de  /■/  feuillets  [m  =  a//v),  le  genre  de  la 
surface  est  encore  donné  par  la  formule  précédente. 

La  détermination  de  toutes  les  surfaces  régulières  d'un  genre 
fhnné  dépend  donc  en  premier  lieu  de  la  recherche  des  solutions 
en  nombres  entiers  et  positifs  de  l'équation  (2),  r, ,  ,  .  . ,  /-^  étant 
des  diviseurs  de  111  supérieurs  à  l'unité.  On  peut  encore  écrire 
cette  équation 

m{q  —  1  )  —  {y-x-h  .  .  .  -\-  7.,,)  =  ip  —  1, 

a,,  7.0,  .  .  . ,  v.,f  étant  des  diviseurs  de  m.  inférieurs  à  m. 

Examinons  les  cas  les  plus  simples.  Si  />  ^  o,  l'équation  (2) 
donne 

i  =.  1 

et,  comme  —  est  au  plus  égal  à  •-  5  on  en  conclut  que  Ton  a 

Si  (7  =  2,  l'équation  {■>.)  devient 

m       m 

1 =  1. 

/•,        ri 


noNNKXiDN    i»i:s   sriu.viKs    m:    iii  i  \i  \  \  \.  »ji 

f  t|iii  exil,'»'  'l'"'  I  <"•  ;•'•   ffi  =  f't  '-=■  '■.■•    I'-"  |>r<ri.iiil  //        S.  on  duii 
I  \  (  )  i  r 


(■(|iialinii  (|iii  ii'.iiliiii'l  iiu'iiii  iiiiiiilui'  iiiii  de  ^olii  I  imi-^  iii  iiuiiiliii^ 
entiers  el  positifs.  Toulcs  les  soliilioiis  de  ré(jiiuli»)ii  (■».}  soiil. 
dams  ce  cas,  rcnfcrint'os  dans  le  tableau  ci-dessous  : 


7  -    ».         m  =  /•,  -  /•,: 

1  ///  —  >./j.  /•,  --  f.,  /  j  —  t.,  /••,  =  n 

1  m  —  17..  /•,  —  jt,  /j  —  3,  /•,!  —  3; 

J  "'  =^  'i.  'i    ■  '»-,  /'.>  ~  3,  /•,  —  4; 


'     ///   —  ()(),  /■,  —  5,  /• 

I.  rc([iialion  {•>.)  devient 


'/ 
7  —  2 


i:-- 


comme  -  est  au  plus  éiral  à  -,  on  ijoil  avoir 


lU-l .,1:. 


Si  (/  :-  'î,  OU  a  forcément /7     -  >..   Si  >/    -    ).  r('r|iialion  dpvicul 


«•I  n'adriirl  encore  qu'un  nombre  fini  de  solutions,  qui  sont  four- 
nies par  le  tableau  ci-dessous  : 

7  ="  4,     /■i=  '••>=  '-.i-^  '-i  =  2; 

i/-,  =  3,         r-,  =  j,  /•;(=  3; 

r,  =  -2,         /■2  =  /i,  /•:i=4; 

/•|  =  2,              /-J  =r  3,  /•)  =  6. 

Enfin,  si  Ton  suppose  p  supérieur  à  i\n,  l'équation  (•>.)  n'admet 
iicore  qu'un  nombre  liinilé  de  solutions  en  nombres  entiers  et 
A.  ET  G.  i6 


vi'iTiii':    V 


pcsilil,.  r,|H.ii<l,Éiil   .1  l.i  (|iic>li(m.    r.ti   •licl,  on  il  ^^ -'  ;^    Cl,    |. 


n>(<j->.-  h'^-^P 


Coiiiiiii-  ///  est  au   moins  égal  à  2,  on  en  conclut  que  (j  salisfail 
,.  I'iii(>i;alll(' 

q  —  4  =  2/)  —  ■>. 

(111 

q  1  ip  -+-  x, 

r(''i;alil(''  naxaiil  lieu  ([uc  si  tous  les  nombres  m  cl /•/ sont  égaux 
à  '.  11  V  a  donc  une  limite  pour  q.  En  second  lieu,  pour  une  va- 
leur donnée  de  </,  il  v  a  une  limite  pour  m  et,  par  suite,  poui- 

/•,,/,, /•,/.  Ceci  est  évident,  d'après  l'inégalité  (3),  si  q  est  su- 

|)érieur  à  '\.  Il  ne  peut  y  avoir  de  difficulté  que  si  <y  ^  3  ou  ^7  =  4- 

Si  <i  =:  3  ,  la   somme 1 1 devant  être  intérieure  à  l'unité, 

^  '1         r.         ;•., 

,  .   ,  ,       ,     ,     ,  4  ' 

on  s  assure  aisément  que  celte  somme  est  au  plus  égale  a  —  j  ce 

qui  a  lieu  pour  y,  =  2,   /o  =  3,   7-3=  7.    On  a,  par  suite, 


/»!  42(2/?  —  2). 


De  même,  si  q  =  A,  la  somme 1 j ! 5  de\anl   être 

^  /'i  r.,  r.i  /'i 

inlérieure  à  2,  est  au  plus  égale  à    r  et  l'on  a,  par  suite, 
m  ^  6(2/?  —  -i). 

On    a  d'ailleurs  une    limite  inférieure  de  /;/  en   remarquant  (pie 
7   —  est  au  moins  ég^al  à  —  et  l'on  a,  par  suite, 

q—j. 

Voici  le  laljleau  des  solutions  de  l'équation  (2)  lorsque /J»  =  2; 


'■ 

)  N  .N  K  X  1  O  N 

UV.<.     SI    II  K  VCKS     l.l.     Il  MM   \  N  N. 

IMMIn      i 

..|.|..|oM.    <|.ir   /,    . 

I"il    «'•lii'    lin    ili\  JM'iir   (je    ///    Mil 

rmiitr 

i  m  =  5... 

•  •      '■i  =  rj  =  /-a  -  j  ; 

m  =  6... 

..     '-,  =  3,        r,  =  /-3=^G: 

m  —  « .  .  . 

•       /•,  -  r,  =  r,  =  4  ; 

/•i   =  a             r.  —  /•-  —  K* 

'1    —    ■«»             '!-'.l--"5 

»J  =  C).  .  . 

•        '1  -  '-î  =  3.         /-a  ^  1»; 

/«  —  lo.  . 

•         '1    -    ■^-.               '2    ==    5,               /-a    rrr    i„; 

///     ■  1  »  .  . 

/•,  -  7,        /j  =  4,        ,-,  -  ,.i: 
/"i  ~  ■''.         /"î  =  fi,         '"3  ~  G; 

•  '•|--'-2-3,         /•5  =  n; 

•  '1    ^   3,            /j  rrz  /•,  =.   ',  ; 

7-3 

m-  i5... 

/•,  -  n  =  3,        r,  ^-  5: 

/•i  -  7.,         n  ^4,         /'s  =  S; 

m  -  1 8 .  .  . 

.  .     /-j  -    2,         z-.  -   3,         /-j  -  18; 

m  —  9.0 .  .  . 

.  .      /•,  -  2,         r.  ^  "),         /-^  -    i  ; 

«2  =  24  .     ■ 

.  .     /-i  -  2,         /•,  =  3,         /•.-,  -   12; 

/"i    ^-   7                /•»  —    {                 r^    —    P,  ■ 

'  \             -1              '21'              '3          0  , 

/'i   =  /■<«  —  '•{               ;■..  —    <  • 



/w  =  3o.  .  . 

'1-        '2   —    J)              '3-       1; 

.  .      /I  —  2,         /•.,  ^  3,         /'a  ^  10; 

m  =  3G.. 

•      '-i-^'^,          '-2-3,          /-a-   9; 

m  =  40. . . 

..      /'i  ==  2.         r.,  --  4,         /-j-:  5; 

;    m  3^  48... 

.  .      /'i  ^  2,          /'a  r-    3,          /'a  ^  8; 

;      «1=84... 

.   .         Il    -^    2,               /'.,    -     3,               /-s   rr:    7. 

/«  =  3.... 

■  ■      '-1  --  li  ^  /'s  =  /-^  =  3  ; 

/?i  =  4  . .  •  • 

.  .     /'i  -  /-j  =  2,         /-s  ^  r;  ^  4  ; 

]  m  =  G.... 

•  •     ^'1  ^  '*2  =  2,         /"s  =  /'i  —  3  ; 
..     ri  -:  r,  r^ /-j  ^  7.,         7-4 -=C; 

f  //f  =  8 

.  .      /•,  -;  /•,  =  /-j  —  2,         '•4^4; 

\    /??  =   1  2  .  .  . 

.  .        /•,    ^  r.,   r^   ^3  r=  2,              /-i  =   3. 

<7  :-   3       /?î  =  4 .  . . 

..      r^  =  r,^...  =  r,  =  i- 

ry  =  6 

/»  =  }. .  .  . 

..      ri  =  r.2  =  ...=  r6  =  2. 

Connaissant  une  solulion  de  l'équation  (2),  Ja  détermination 
d'une  surface  de  Riemann  ayant  la  ramification  demandée  est  un 
problème  de  combinaisons  qu'on  peut  toujours  résoudre  j>ar  un 
nombre  fini  d'essais.  Celte  surface  une  fois  déterminée,  il  reste- 
rait encore  à   examiner  si   elle   correspond   à   une   relation    algé- 


lui. 111. \  .]iifsli.m  -.■•M.  r;ilc  (|iic  lions  ii'ahordcrons  pas  ici  (').  Nous 
iillons  iiioiilrcr  simplcmciil  coniniciil  on  peut  obtenir  les  équalions 
hinonx's  cpii  corrosporulrnl  à    nnc  solution  de  l'équation   (2)   en 
iiomlir.'s  cnlicrs  .'l  positifs.  Soit 
,  j  ,  II"'  -  nC;;  —  a,)'". 

une  ('(piiilioii  liinoinc  irr.'duclihic  ;  le  nombre  nu  peiil  toujours  se 

mcllic  sous  la  forme  nii  =  mti  -{-  /«/,  i/ désignant  un  nombre  en- 

liiT  positif  ou    négatif,  et  /?/  un   nombre  entier  satisfaisant   aux 

inégalités   o^ /?/</''•   L'équation    binôme    proposée    peut    alors 

s'écrire 

(  ■.)  a'"  ^-  [  R,(^)]"'(c  -  oi)"^(z  —«,)«=.  .  Az  -  a,)n., 

K,(::)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  ;et/?,,  ...,  Hg  des 
nombres  entiers  positifs  inférieurs  à  ni.  Les  nombres  m,  /«,,  .... 
/>s  sont  en  outre  premiers  entre  eux,  sans  quoi  la  relation  ne  se- 
rait pas  irréductible.  Il  est  clair  que  la  fonction  a  définie  par  l'é- 
quation (5)  est  ramifiée  comme  la  fonction  U  définie  par  l'équation 

(6)  l]>"  =  iz  —  ai)'h{z  —  a2)'h.  ..(z  -a,)«<. 

Supposons  connues  les  valeurs  de  g,  /■,,  r-,,  .  • .,  r^.  Le  nombre 
s  est  égal  à  ^  —  i  ou  à  ^,  suivant  que  le  point  à  l'infini  est  ou  non 
un  point  de  ramification.  Quant  au  nombre  nu  il  est  toujours  égal 
au  plus  petit  multiple  commun  M  des  nombres  /i,  z^,  •  •  -,  '',/■  En 

efTet,  le  rapport  —  réduit  à  sa  plus  simple  expression  doit  être  de 

la  forme— '>  ce  qui  exige  que  m  soit  divisible  par  //.   On  a  donc 

m  :=  MQ,  et,  par  suite. 

ni         n  ^^   ,  M 

MQ        r,  ^       /•,:  ' 

tous  les  nombres  ni  sont  donc  divisibles  par  Q,  et,  par  consé- 
quent, on  aQ=i  :  autrement  la  relation  (5)  ne  serait  pas  irréduc- 
tible. 

Cette  remarque  permet  d'éliminer  vin  certain  nombre  des  solu- 
tions trouvées  pour  l'équation  (2),  auxquelles  ne   correspondent 


(')  Riemann  a  démontré  qu'à  toute  surface  connexe  à  plusieurs  feuillets  cor- 
respond une  fonction  algébrique.  (Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II.) 
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//  i/i  ini|i:iir 


l|.ll|•^      llliril.llll      .111      1 

...I.-/, 

lOlll   <lllf   ^iK    (M'^   à 

(xaïuiiit 

p  -  o.         7  -   ,., 

m        /j 

P  -  o,         Y  -  {, 

//j  -   ■>./! 

/•  -   •■        V  -  i- 

ni  -   ■}.. 

7  -  ■<' 

m  -  3. 

7  -    3, 

///        î . 

7       i- 

///         (i. 

La  (lisciis>ioii  II 

ollivaii 

iiiiiiif-.  (1(>  i^cnri-  (1 

ou     1     SOI 

II 


m. . 
JV.  .. 
V.... 
VI.. 

vil. . 

Vill. 
IX.    . 

X. .. 

XI . . . 

XII.  . 

XIII. 

XIV. 

XV... 

XVI.. 

XVII. 

XVIII 

XIX. . 

XX.  . 

XXI.. 

XXII. 


'i  -  i\       ^3-3; 

/•|       ■>■>         r,  -  /-a  -  i; 

/•,       •',         fi  rr,  j.         /•,  -  c. 

•imr  (lifliciill.';  et  loiilfs  les  rclalioiis  h 
il  loiii-iiics  par  le  'rahlraii   siiixanl  : 

n'»  -  [  H,(^lJ"H-  -  ^'i  )"(  -  -  r/o  f'-n  : 
«"•-.[R,(-)J"'(3-«,/'; 

"'-  -    [ 'm  (-;]n-  —  a^){z  —  ai){z-  a.,){z  -  a, ) ; 
//^--    [[\^(z)mz-aO(z-a,)iz-a,); 
n^^-[Ri(z)]^z-aO{z-a,)(z-a,): 
iû^[Ri{z)]Hz-aO{z-a,)- 

«3   ^   l  R,  (5)]3(5  _  «,)2(.   _  «,)-2(-  _  «3  ^-l  ; 

«>.-[R,(5)]i(^ -«,)-(-= -«2) (-"«3); 

u*^[R,{z)y^{z-a^r-iz-a,); 

u'*  =  [Ri(z)Y'(z-a,)(z-a,); 

U'*  ^   [  Ri  {Z)]HZ  -  «,  )2  {Z  -  «2  )3  (i;  -  rt,  )3  ; 

«'•-[R,(:;)]H3-a,)3(-_.«3)3; 

««=:=[R.(^)]«(z-«,)(x;-a2)2; 

««--[R,(5)]6(4;_«,)(--«3)'; 

««-[Ri(s)]«(^-a,)H^-«3)^; 

u^.~^[K^{z)]Hz-a^y{z-a.,)Hz-a,f; 

u^~^{R,{z)\Hz-a,)Hz-a,Y: 

u^^[R,{z)f{z-a,)Hz-a,Y: 

«fi  ^  [Ri(^)]s(;;-  a.f{z  —  CHf. 


On  peut  remarquer  que  ces  équations  se  déduisent  de  quelques- 


■»  jfi  (Il  \  l'irii  i:    V. 

mus  .l'ciilrc  (Ile-,  p.ir  «l.--  iraiisforinalions  simples.  Ainsi,  on 
.•lli'cliiaiil  Mir  r  une  siil.-liliilion  lini'aire,  on  peut  ramener  les 
trois  dernières  «-(lualions  à  la  relation  (XÏX),  les  équations 
(\VI),  (XVH)  et  (XVIH)  à  la  relation  (XV),  (XIU)  et  (XIV) 
à  (XII),  (X)  et  (XI)  à  (IX),  (Vill)  ^  (VII),  (VI)  à  (V),  (IV) 
à    {U\),   (II)  à  (I).   On   peut   déduire   de   même  (VII)  de    (V), 

(  XII)  dr  (l\),  (MX)  de  (XV)  en   ehangeant  n  en  -  •  Enfin,  si 

l'on  remplace  //  par  //Iv,(;),  on  voil  f|ue  toutes  les  équations  bi- 
iu)nies  de  genre  un  se  ramènent  à  tpialre  équations  distineles 

Iir..  .  .  «2  -^  (~  ^  ai)(z  —  ao)(z  —  a,){z  —  a^); 

VIT...  .  //•■»  ^  {z  —  ai^iz  —  a^y-iz  —  asY-; 
j  Xri'....  ir  r^(z  —  a^y{z  —  a.2y{z  —  a3y■ 
\  XIX'...  »«  =  (-  — ai)H--«2)H-  — «3)^ 

(lonl  elles  peuvent  se  déduire  par  une  substitution  linéaire  effec- 
luée  sur  v,  aecompagnée  de  l'une  des  transformations 

u  =  u'Riiz),         Il  -^  -L^^. 

Toutes  les  équations  binômes  de  genre  zéro  se  ramènent  de 
même  à  la  relation  unique 

//'"  =  (:;  —  «)". 

113.  Nous  avons  vu  qu'il  existe  en  outre  quatre  surfaees  de 
niemann  régulières  de  genre  zéro,  composées  respectivement  de 
I  li,  2/î,  60,  a/?  feuillets.  Les  équations  algébriques  correspon- 
dantes jouent  un  rôle  important  dans  un  grand  nombre  de  re- 
cherches (  '  );  nous  allons  les  indiquer  ici.  Nous  nous  appuierons 
pour  cela  sur  les  identités  suivantes  qu'il  est  facile  de  vérifier 


(^)'--(^)' 


(„V  _  2  ^^3  „2  -t-  1)^  —  (u*  -^  2  V^^^  U'--h\f  =-1-2  \/^ï  [  U(  U*  —  l)]-, 
(«8  +  14  u'*  +  1)3  -  108  [W(«i—  l)]l  =  («'2  —  33  ?/8  —  33  U*  -4-  1)2, 

(— H2o_^a28^f>5  — 494«fio_228«5— 1)3— i728[?/(;/'<'-t-  \\u^—i)Y 
—  —  [;f3o^  ,  __  522(«"-5_  ^^5)  —  iooo3(it-"-;-  «'")]-. 

('  )   Voir,  par  exemple,  l'Ouvrage  de  M.  Klein,  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder. 
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C^ihi  [iUiC,  It>  ('(lualioiis  :ily('l)i  mjucs 

(M"-4-l)«' 

Io8[«(M*—  l)J*  * 
(—  «*°-+-  29.8  m"—  494//>0_228m«— I)' 

"  ~  i7';'.8//5(„ui_|_  I ,  „5 — ,  )5  ' 

(Ml  I  (Ml  (•(iii'^i(|('ic  :■  (■(iiMiiic  l.i  \.iri;il)lc  in(|('|)cii(l;iiilc  cl  //  comme 
la  fonclidii,  admcllonl  |k.iii'  sinliK  (^  (le  Ilicm.inii  des  xiiTaccs  i(''- 
{^iilièrcs  (le  gciiio  /.cro.  I  )('m()iitruiis-lc,  par  exemple,  pour  la 
seconde.  La  surface  dclîiemaiiii  se  compose.'  de  i  :>  (eiiillels  ;  pour 
;  =  o,  les  douze  racines  sonl  éj;ales  3  à  3  et  les  racines  égales  for- 
ment un  seul  svslème  circulaire.  Le  point  c  =  o  est  donc  le  som- 
Miel  de  quatre  cycles  de  trois  feuillets,  et  l'on  voit  immédiatement 
(pi'il  en  est  de  même  du  point  r  =  ce.  D'autre  part,  la  seconde 
ties  identités  écrites  plus  haut  montre  (jnc  les  douze  racines  de- 
viennent égales  deux  à  deux  |)our  z  =^  i ,  une  racine  double  élanl 
infinie.  On  a  donc,  an  point  :^  =  i  ,  six  points  de  raïuificalion 
simples.  Pour  faire  voir  que  la  surface  n'a  pas  d'autres  points  de 
ramification,  il  suffit  de  montrer  que  pour  toute  autre  valeur  finie 
de  :;  les  douze  racines  de  l'équation  en  u  sont  distinctes. 

C'est  ce  qu'on  peut  voir  facilement.   Si,  en  effet,  pour  z  ^z  a 
1  ('([uation  eu  //  admettait  une  racine  multiple  it  =^  b,  on  aurait 

<'t  le  numérateur  de  y^  contiendrait  en  facteur  (;/  —  6)^''.  Or 
un  calcul  facile  donne 

(h   _  Sy/^^^/f»'— i)(»i  — 2  y/^^tfg  +  r)^ 

et  le  numérateur  n'admet  pas  d'autres  racines  (jue  celles  qui  pro- 
viennent des  valeurs  o  et  i  de  r. 


7  |S  (Il  \  MTIIi:     V. 

Mi.    /  /i/rs^/d/i  s  iiht'lii-niics.         Soil 

l"(  C.  Il)  --  .. 

une  itliilidii  ;ili;('liri.|ii<'  irn'diicl  il)lt',  de  dcgic'  m  en  //.  'I"  l,i  siir- 
1,1.  ••  tir  i;i('in,iiiii  ( orrospoudaïUc,  composée  de  m  fcuillels  éten- 
du- -^iir  If  |)l.m  des  c,  cp(:;,  a)  une  fonction  rationnelle  de  ;;  et  de 
//.  l/inl.mal.' 


X 


<i>{z,  u)  dz 


est  tlilf  iiiic  intégrale  abélienne  aj3partenanl  à  ré(|iialioii  (•-).  Nous 
supposerons  qu'on  a  pris  pour  limite  inférieure  (^^o,  ''o)  <"i  [)oiiil 
de  la  surface  par  lequel  ne  passe  qu'un  seul  feuillet  et  pour  lequel 
'^{  z,  u)  reste  fini. 

Occupons-nous  d'abord  des  points  singuliers  que  peut  ad- 
mettre cette  intégrale.  11  suffit  d'examiner  les  différentes  formes 
possibles  pour  (p(c,  u).  Soit  d'abord  («,  b)  un  point  analytique 
à  distance  finie,  par  lequel  ne  passe  qu'un  seul  feuillet,  dans  le 
voisinage  duquel  la  fonction  ci(::,  a)  est  régulière.  Dans  le  do- 
maine de  ce  [)oinl,  on  a 

o(s,  u)  =  Ao  -r  Ai(^  —  a)  -(-  ki{z  —  af  -^.  . . 

et,  par  suite, 

ir  =  H+Ao(^  — «)-^  —{z  —  ay-  ^  ^  {z  —  af  -\- . . .: 

l'intégrale  w  est  elle-même  régulière  dans  le  domaine  de  ce 
point.   Supposons  ensuite  que  le    point  (a,  b)  soit   un   pôle  de 

\_  A_i 

?(=;  «)=  -nr — ^  -^...-t- -i-Ao-+-Ai(^  — rt)-^..., 

V"        Cl)  ^       a 

on  en  déduit 

A_„  1 

'«•  =  H  -H  ~ ^ — -  -r-. .  .-i-  A_i  )o£;(.;  —  a)-i- Ao(^  —  «)-+- 

Ki  —  II)  {z  —  a)«-i  '      *  ■  '         "^  ' 

Si  A_,  est  nul,  le  point  analytique  («,  b)  est  un  pôle  d'ordre 
// ^  1  de  1  intégrale;  si  A_,  n'est  pas  nul,  c'eslnn  point  singu- 
lier logarithmique.  Lorsqu'on  tourne  autour  du  point  («,  b)  sur 
la  surface,  l'intégrale  augmente  ou  diminue  de  iT.ih._i. 


i;(».NNK  \  lo.N    i>i:s    stiiKviKs    m;    uii;.m\nn.  >\f) 

Supposons    «•n-.iiilr    (jue   {fi-,fj}    ><>it    ""     poiiil    de    i  .iitiilic  itioii 
irurtln-  'x  —  I  .  IMiisieurs  cas  sont  à  disliiigiifi-  : 
i"    l.;i  (■.•iMlioii  -il  c.  //  I  fst  ri'milirrf  m  <c  poiiil 

o{z,u)  ^  ^o-^^^iz-a)V■-^\i^z  —  a)^'' 
{  )ii  aura 

II   —    I  'j{z.  ti  ii/u  ~   Il        Ao(  -  —  <J  > 

!^       .  r.  -•-  •  [X       ,  ".  *-  ' 

H '—  \^^c  —  a)\>■       H '■ Ajtc-//.' 

;i  -T-  I  a  -^  2 

On  voit   (pie  riiiléf^ralf  est  égalemenl   n'g^ulièrc  an  point  u/.Ai. 
o,"  Le  poinl  analjlltpie  (a.  b)  est  un  j)ôle  d'ordre  inférieur  à  ;j.. 
On  a 

ç(  j. //)  =  A_jj,+„ -^  --... 

ri.  j)ar  suite. 

(,-  =  H  -+-  '-  A-M+„(  c  —  a  )^  -+-■•• . 


I/inléyralc  iv  osl  encore  régulière  dans  le  domaine  du  poinl  ana- 
lylique  («,  b),  cpioique  sa  dérivée  devienne  infinie  en  ce  poinl. 

3"  Le  poinl  anaijlique  (a,  b)  esl  un  pôle  d'ordre  supérieur  ei  a. 
et  le  résidu  est  nul.  On  a 


=H-^ J^ 


Ce  — aV 


rinlégraie  ahélienne  (v  admet  le  poinl  («,  b)  comme  jxMc 
d'ordre  n . 

4°  Enfin  si  le  poinl  (-■/.  b)  esl  un  pôle  d'ordre  égal  ou  supérieur 
à  ui,  sans  que  le  résidu  soit  nul,  ce  point  esl  pour  l'intégrale  tr 
un  point  singulier  logarithmique. 

L'élude  de  l'intégrale  pour  les  valeurs  infinies  de  :;  conduira 
à  des  résultais  analogues  que  le  lecteur  établira  aisément.  Re- 
marquons seulement  que  la  fonction  o{z,  u)  peut  être  régulière 
à  l'infini,  sans  qu'il  en  soil  de  même   pour  «•;   il  faut,  en  outre, 


oo  «Il  \  l'iTui;   V. 

.|iir  le  .|.\(ln|)|.riiirni  <\v  '^{z^  u)  coiiiiiKnci'  par  uii  terme  en  -  de 
.lr:;ic  .sii|.i  ri<-iir  .'i  riiiiitr.  \\n  résiiiiK',  iiiir  iiU('<j;rale  alxHiennc 
<-s(  n'i^itlirri'  m  tons  les  poinls  de  hi  surface  T,  smif  en  un 
nombre  fini  de  points,  (/ni  sont  des  pôles  ou  des  points  singu- 
liers /og<  I  rit  II  m  i<i  ui  -s . 

llo.  iNinis  .ivoiis  liiil  ahslracliuii  jii.S(|iri(  i  du  clicmiii  Mii\i  |)ar 
la  variable.  Si  l'on  va  du  point  [z^,  u^)  à  un  même  point  {z,  a) 
de  la  surface  j>ar  deux  clicmins  didercnts,  les  valeurs  finales  jv,  (v', 
ohlcnues  |M)ur  rinléi;ral(',  ne  peuvent  diirérer  que  j)ar  une  con- 
stante, car  les  dérivées  -r;  ?  —r:  sont  identiques.  Oii  obtient  donc 

louies  les  valeurs  possibles  de  l'intégrale  en  un  point  analytique 
(c,  m)  en  ajoutant  à  Tune  d'elles  certaines  constantes,  appelées  pé- 
riodes o\\  modules  de  périodicité,  ffui  jouent  un  grand  rôle  dans 
cette  théorie. 

Pour  trouver  le  nombre  de  ces  périodes,  nous  n'avons  qu'à 
répéter,  mol  jiour  mot,  les  raisonnements  du  Chapitre  III.  11  est 
clair,  en  ('(ret.  (pie  ces  raisonnements  sont  indépendants  du  nom- 
bre des  feuillets  qui  composent  la  surface  de  Riemann  et  de  la 
nature  des  points  de  ramification.  Le  théorème  de  Cauchj  s'étend 
de  la  même  façon  aux  surfaces  à  un  nombre  quelconque  de  feuil- 
lets, ainsi  que  la  formule  de  Riemann  relative  au  signe  de  l'inté- 
grale  rXr/Y. 

Si  donc  '^(;,  u)  a  tous  ses  résidus  nuls,  l'intégrale 


i 


o{z,u)dz 


est  une  fonction  uniforme  du  point  analytique  (z,  u)  sur  la  sur- 
face T'.  Cette  intégrale  possède  2/>  périodes  A,,  ...,  A^,  B,, 
Bo,  .  .  . ,  B^  relatives  aux  coupures  «i ,  .  .  . ,  eip,  6, ,  .  .  .,  bp,  cha- 
cune de  ces  périodes  étant  déterminée  comme  sur  la  surface  à 
deux  feuillets;  les  périodes  relatives  aux  coupures  C|,  Co,  ..., 
ep_^  sont  toutes  nulles. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  'j(^,  u)  admette  un 
certain  nombre  q  de  pôles,  avec  des  résidus  différents  de  zéro,  R, , 
Rj Ry  Soient  (a, ,  ^i). .  -{y-q,  ,3^)  ees  pôles  dont  quelques-uns 
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tt'Tillf 


»l'  =     1  {p(5,  U)(iz 


110  sna  |ilii^  tiiilfiiiiiie  sur  hi  surlaff  1;  iiu  coulour  inlIiiiiiMiil 
|)fli(  .111  tour  ilu  |i<)iul  [y.,,  ^j/)  auj^ineiile  celle  inl«'j;ial»'  < l'une  (|uan- 
lilé  II,  -  >.-/l»,,  (jui  esl  une  nouvelle  |t('ii(i(|e.  l'ouï-  nii<lre  eelle 
inlégrale  unifofMic,   nous  ajoulcrons   Ac  mkuncIIcs   i  (>N|)iires.  En- 


•^  o  («*,  «v 


t(»urons  chacun  des  poinls  (a,-,  [ii/)  d'un  cercle  de  rayon  1res  j)Clil, 
ou  de  rayon  Irès^irand,  si  ce  point  esl  à  l'infini.  Joignons  lous  ces 
cercles  à  un  point  l*  de  la  surface  par  des  lignes  ne  se  croisant  pas 
entre  elles  et  ne  rencontranl  pas  les  coupures  «v,  f^wi  c^/',  puis,  joi- 
gnons le  point  V  à  un  point  de  c^,  par  exemple.  Si  l'on  regarde  les 
lignes  tracées  comme  de  nouvelles  coupures,  on  aura  obtenu  une 
nouvelle  surface  T",  simplement  connexe,  sur  laquelle  l'intégrale 
considérée  sera  une  fonction  uniforme  w',  car  un  chemin  fermé 
i[uelconquc  tracé  sur  T"  ne  renferme,  à  son  intérieur,  aucun  des 
points  (a,-,  [îi,). 

Tout  chemin  situé  sur  T,  allant  de  Mo  en  M,  est  équivalent  à 
une  suite  de  contours  fermés,  dont  chacun  ne  traverse  qu'une 
seule  coupure,  suivi  du  chemin  direct  situé  sur  T",  allant  de  M,, 
en  M.  La  différence  des  valeurs  de  w',  en  deux  points  infiniment 
voisins  de  part  et  d'autre  de  la  coupure  f//,  est  égale  à  2-/R/  =  H/. 
Le    module    de    périodicité    relatif    à    la    coupure    e    est    égal    à 


•>,t:/(I!|  ...  Il,,j  -  o.  ICiiliii  les  rnothilcs  de  pcriodicilc  rela- 
lifs  ;iii\  coiiiuiics  r,  sont  encore  nuls,  lanclis  que  les  modules  rcia- 
lils  aux  cniiiiiiro  a.,  el  h.,  onl  la  même  signilicalion  que  |)liis  liant. 
I/inU'gralc  al. (•licnnr  admet  donc  -xj) -\- q  périodes 

A,.     A, A,,.         n,.     li., 15/M         lli,     Jl, Il,/- 

ll().  î'n  rc'siinu',  une  intégrale  ahélionno  jouit  des  pr()[)riétés 
Miivaiilc-  : 

i"  Elle  est  régulière  en  tous  les  points  de  la  surface  de  Rie- 
niann,  sauf  en  un  nombre  Jini  de  points  quelle  admet  comme 
pôles  ou  comme  points  singuliers  logarithmiques.  Dans  le  do- 
maine d'un  point  singulier  (a,  ^),  elle  est  représentée  par  un 
développement  de  la.  forme  suivante  : 

A  Y  _  '^n  -A/j-i  A, 


iz  —  oi)"-        (g  — a)«-i  z  —  y. 

-^  H  log(G  -  a)  +  Bo-+-  Bi  (^  -  a)  -f-  .  .  . . 

le  coefficient  H  ou  les  coefjicients  A,  pouK'anL  être  nuls  ;  z  —  a 

doit  être  remplacé  par  {^z  —  a)''-  si  le  point  analytique  (a,  [i) 
est  un  point  de  ramification  d'ordre  \x  —  i^et z  —  oc  par  -; 

9."  On  obtient  toutes  les  déterminations  de  l' intégrale  en  un 
point  quelconque  (z,  u)  de  la  surface,  en  ajoutant  à  l'une 
d'elles  des  multiples  quelconques  de  certaines  périodes,  en 
nombre  fini. 

Les  périodes  sont  de  deux  sortes.  Les  unes  proviennent  de 
lacets  infiniment  petits  décrits  autour  des  points  singuliers  loga- 
rithmiques. Elles  peuvent  cire  en  nombre  quelconque,  mais 
leur  somme  est  nulle;  ce  sont  les  périodes  polaires.  Les  autres 
périodes  proviennent  de  certains  contours  fermés,  appelés  cycles, 
tracés  sur  la  surface  T,  contours  qui  ne  peuvent  être  réduits  à  des 
contours  infiniment  petits  par  une  déformation  continue.  Ce  sont 
les  périodes  cycliques.  Elles  se  ramènent  toujours  à  ip  périodes 
distinctes,  quelle  que  soit  la  fonction  considérée  cp(;,  w),  mais 
quelques-unes  peuvent  être  nulles. 

Inversement,  toute  fonction  du  point  analytique  (:;,  ;^)  jouis- 


roNNKMO.N    rtirs   siiiK\(i:s    i»i;    iukmvw.  j'ji 

s:ml  (le  ces  propriélrs  osl  une  inU-i^Tiih'  iihi-liciiiic,  i;ir  sa  di'iiv/r 
est  iiiir  fonction  nnilornie  sur  la  surfaire  'l\  n'adniellani  (lui-  di  ^ 
|»ôlcs  pour  points  sinj^uliers.  (•'cst-à-iliif  une  fornlioii  i  .ilioiuirllr 
de  r  el  Ai-  „. 

I  17.  i.i-^  1(1. lin. 11-^  ;d-t'l)riqiirs  se  ciassenl  nalurcllcimnl  d',i|irr-> 
le  i;eiiic/;  di-  i.i  sinf.nc  de  jiiciiiariii  corrcsponda ii le.  Si  //  ...  il 
i\  y  a  que  des  périodes  polaires;  si  y^  --^  r,  il  v  a  deu\  j)ériodes  c\- 
elicjucs,  etc.  Les  intéi;rales  ahélicnncs  relali\es  aune  ni»Mnc  «'qua- 
lion  algébrique  F(  r, //)- o  se  classent  à  leiii-  lotir  d'après  la 
nature  de  leurs  singularités.  Nous  disliugueruns  trois  espèc(,'s 
d'intégrales  : 

i"  I nté^rales  de  première  esprrr.  Ce  sonl  celles  qui  rcsteni 
ii'i^nlières  dans  le  domaine  de  tout  point  de  la  surface  de  Hie- 
niann:  elle»  ne  peuvent  devenir  infinies  ([ue  par  l'addilion  d'un 
n()nd)ri'  illiuiilé-  de  périodes.  Il  est  clair  qu'elles  n'adnieltcnl  ipic 
des  pi'-riodcs  cycliques. 

>."  Intégrales  de  deuxième  espèce.  —  Elles  sont  régulières  en 
tous  les  points  de  T,  sauf  en  un  seul  point  (jumelles  admet  lent 
eomme  pôle  ;  elles  n'ont  encore  que  des  périodes  cycliques. 

3"  Intégrales  de  troisième  espèce.  —  Elles  sont  régulières  on 
tous  les  points  de  T,  sauf  en  deux  points  (a,,  ^,),  (a.,,  ^jo), 
qu'elles  admettent  pour  points  singuliers  logarithmiques.  Dans  le 
domaine  du  point  (a,,  Ti,),  une  intégrale  de  troisième  espèce,  admet- 
tant ce  point  pour  point  singulier  logarithmique,  sera  de  la  forme 

logfs  — a,)-t-P(^  — a,). 

I'(c  —  a,)  étant  une  fonction  régulière  au  |ioint  (a,,  |j,),  et  dans 
le  domaine  du  point  (ao,  ^io)  on  aura  pour  la  même  intégrale 

—  lo-  (>  —  a.  )-^  Q(  -  —  '/,) , 

Q(;  — 7.0)  étant  régulière  au  point  (xo,  jj-i)-  Nous  désignerons 
celle  intégrale  par  le  symbole 


Si  un  des  points  critiques  logarithmiques  vient  en  un  point  de 
•amification  d'ordre  ;j.,  ;  —  a  devra  être  remplacé  par  ( z  —  a)^  ; 


.,:/,  .IIMMTIII;     V. 

si    iiM  (le  ce.  |.()iiils    s'ri,    \;i    ,,    l'iiilini.     Z  -  -  Y.    «IrMM    vWv    Iflliplacé 

|,;n     '  .    l   M.'    inl.'^ri.lc    .Ir    Imisirnir    espace     !hIiiicI      'p     |)('riodcs 

(•\(lii|iics  cl   une  [M'i-iodc  |)()l;iirc  (';4;ilc  ii  •'-/. 

i;riii;ir<iii(.ns  ciirorc  (|u"il  ne  |.<'iil  \  ;iv<)ir  (i'iiil('{,M"ilc  plus  simple 

a\;ml  «l.'s  points  ,iii  i,pi.  ■>  l(.-,iiil  liiiiicpics.  I':n  cdct,  si  la  dérivée  -^ 
.1  d<'s  p,M(s  siiiipies.  (Ile  (Il  ainii  au  iiioiiis  deux,  avec  des  résidus 
(■-,iu\  cl  Ar  signes  conlraires;  en  divisant  l'inlégrale  par  une  con- 
.sianU>   é   aie    à    l'un   de   ces  résidus,   on  ramènera   les   résidus  à 


118.  ÔM  verra,  dans  un  des  Cliapilres  suivants,  comment  on 
pcnl  former  ces  trois  espèces  d'intégrales.  Nous  nous  bornerons, 
pour  terminer  ces  généralités,  à  rappeler  quelques  conséquences 
di'  la  formule  de  lliemann.  Soient  iv  une  inlcgrale  de  première 
espèce  cl  A ,  A;,,  B, ,  Bo,  .  . . ,  B;,  ses  .ip  périodes, 

Av  =  av  -+-  xv  /-^ .         Hv  =  %  -+-  [iv  s/^^- 

D'après  la  formule  de  Biemann,  l'expression 

•l  —  l 

est  essentiellement  positive;  elle  ne  pourrait  être  nulle,  d'après  la 
façon  même  dont  on  établit  cette  formule,  que  si  w  se  réduisait 
à  une  constante.  On  en  conclut  immédiatement  que,  si  w  ne  se 
réduit  pas  à  une  constante,  il  est  impossible  :  i"  que  les  parties 
réelles  ou  les  parties  imaginaires  de  toutes  les  périodes  soient 
nulles;  2°  que  les  périodes  relatives  à  toutes  les  coupures  a^  ou  à 
toutes  les  coupures  b.,  soient  nulles  en  même  temps. 

Une  autre  conséquence,  sur  laquelle  nous  voulons  appeler  l'at- 
tention, c'est  qu'«  une  relation  algébrique  de  genre  p  ne 
peui'cnt  correspondre  plus  de  p  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes de  première  espèce.  Soient,  en  effet,  tv,,  «o,  . . . ,  «t'/j+i, 
p-f-  I  intégrales  de  première  espèce;  on  peut  toujours  trouver/;  +  i 
coefficients  constants  A,,  Aj.  .  .  . ,  A„4-i-  ^lont  un  au  moins  sera  dif- 


coNNKMoN    i>i;s  siitF\<:i;s    i»  i:    iukmvnn. 
iVlTilt  «II-  y.VVn,   IrU  (jin-   luiil.S  lo   priinilrs  <lc   l'i  ii  U'-i  .il. 


it'Ialives  aux  coupiircs  t/.,,  soient  millt's;  on  a  l-ii  clli'l,  |)(iiii'  di'in- 
iniiuT  rrs  cooriicioiits,  />  relations  lim-aircs  et  lioino^/ ins  ;i  p  i 
inconnues.  L'inléj,'raK'  prérédenle  se  ri'ijiiil  (imic  ,i  iirir  eonslanle, 
cl,  si  À/,+  i.  pai"  exemple,  n'est  pas  nul.  un  \.)it  (pir  tr,,^,  est  une 
eonihinaison  lim'MJrc  .'i  cDcriiciciits  iiiiislaiit^  (li-<  p  iiili'i^tales 
n",,  ...,  i\'y,.  il  \  a  (liinr  an  plii>  />  irili''i;iali's  d i^liiiclcs  d(;  pre- 
mière espèee.  (  )ii  di'inoiiliera  plus  loin  (|iril  v  en  a  />  ellecti- 
\em.nl. 
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CHAPITRE  VI. 

TRANSFORMATIONS   I!I|{ATJ0NM:LI.ES  C). 


Traiisfornialions  rationnelles  générales.  —  Transformations  birationnelles.  — 
Conservation  du  genre.  —  Ordre  et  classe  d'un  cycle.  —  Transformation 
dllalphcn.  —  Théorème  de  Notlier.  —  Définition  géométrique  du  genre.  - 
Courbes  de  genre  zéro.  —  Courbes  de  genre  un.  —  Courbes  de  genre  deux. 


no.  Soit 

une  équation  algébrique  irréductible,  de  degré  m  eu  u  et  de  degré 
//  en  z.  Prenons  deux  fonctions  rationnelles  de  r  et  de  u 

d'ordres  u  et  v  respectivement;  la  fonction  cp(:;,  u)  admet  ul  pôles 
sur  T,  en  général  distincts,  et  la  fonction  'liz-,  a)  en  admet  v.  Si 
l'on  élimine  :;  et  u  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  est  conduit  à 
une  relation  algébrique  entière  entre  Z  et  L' , 

(3)  F(Z,  U,)  =  o, 

(|ui  exprime  lu  condition  nécessaire  el  sufjisante  pour  que  les 
trois  équations  (i)  et  (2)  admettent  un  système  de  solutions  com- 
munes en  z  et  u.  Il  est  facile  de  trouver  le  degré  du  polynôme 
F(Z,  U)  par  rapport  à  chacune  des  variables.  A  une  valeur  de  Z 
la  relation  Z  :=  cp(r,  //)  fait  correspondre  par  hypothèse  u.  points 


(')  Auteurs  à  consulter  :  Nother,  Sur  les  systèmes  singuliers,  etc.  {Mathe- 
inatische  Annalen,  t.  IX,  p.  166-182);  Halphen,  Note  ajoutée  à  la  traduction  fran- 
çaise du  Traité  des  courbes  planes,  de  Salmon. 


TH  VNSKouM  V  iio\>    III  II  \  I  ION  m:i.  I.ICS.  «  j; 

iiiiilvliqucs  sur  l;i  surfact"  'I\  cl  |»ar  Miiu-  .nissi  ■/  valeurs  <lc  IJ  ; 
iiivorsenuMil,  à  uik?  valeur  di-  l  corrcsiioïKli'iil  v  |t<)iiils  de  la  ««iir- 
l'acrTcl.  |i.ii-  -^iiilf.  •/  \,ili'ur^  ilr'/ :  r('.|ii,ili()ii  (  '.i  ci  donc  ^\^• 
de};!"»'  ;JL  |iai-  i,i|i|n)il  à    L  cl   de  dc;;ic  v  ji.ir  r.i)»|)()iL  a  /. 

Iî20.    Le /nilvunnio  l'\Z,  l')  csl  ilirthlClUi le ,  nu  (/est  luir /ut is- 
sumr  r.vftrlc  d'ftn  /lo/ynonn'  irrrdticlihh'. 

Soil  cil   cH'cl    r/„<  l    „)  '""    «OUI. le   de   Nalcnis  de  /,    cl   de   T,  vcri- 
liaiil  rcMjiialinii  (  .)  i  ;  il  c\islc  >ur  la  suil.icc    1    iiii  |H)iiil    iiiaK  li(|ui' 

/(  Zn,  II,,)  —  O,  Z„  =  0(  Z„,  «„),  li„  —  •!/(  c„,  »„  c 

soieiil  c  11  s  II  Ile  (,/.,,  l  ,  )  lin  autre  (  ()iij>le  de  \  alciii'^  tic  '/  el  I  ,  ■>,ilis- 
laisaiil  à  rf'qualiou  (3),  ct(;,,  //,)  un  point  anal\  liijiic  coricspoii- 
daiil  (]c  la  surface  T,  c'esl-à-dire  tel  que  l'on  ail 

lina_i;iin)ns  fjiic  Ion  aille  sui-  la  surfaec 'J'  du  point  (;„•  "o)  ;"' 
point  (:;i,  a,)  par  un  chemin  ne  passant  par  aucun  des  j)ôlcs  des 
ronclions  cpi  ;.  //)  el  'L(r,  u).  Alors  Z  variera  d'une  manière  con- 
tinue de  Z^àZi,  et  L  variera  de  mt-me  de  Uq  à  U,.  Donc,  si  l'on 
considère  la  fonction  algébrique  U  de  Z  définie  pail'équalion  (3), 
on  voit  rpi'il  est  possible  de  faire  décrire  à  la  variable  Z  un  clicmiii 
allant  du  point  Zo  au  point  Z,,  tel  que,  U  ayant  la  valeur  initiale 
Uo,  sa  valeur  finale  soit  U(  ;  Uo  est  une  quelconque  des  racines 

lie  l'équalion 

F(Zo,  U).=  o 

et  U,  une  quelconque  des  racines  d<-  réqiialiou 

F(Zi,U)  =  o. 

Or,  cela  n'est  possible  (juc  si  le  polynôme  i''(Z,  U)  est  irré- 
ductible ou  est  une  puissance  exacte  d'un  polynôme  irréduc- 
tible (§  8o). 

\  oici  comment  on   |)Ourra  distinguer  les  dyux  cas.  La  relation 
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(Il  \IMTH  i:     \  1. 

fiiil  coi'rpspoiidrr.  À  cii; 

,.|(l.'   Mil.Mll-.lr  /., 

;;.  |)i)iiil>  ;maljLi(|i 

T,  .•(.^.-■iirral  .listi.Ml>. 

(G)                                (c,,", 

),        (-J,"2),         ■•• 

(-p.,  "ix)- 

De  iiitMiir  rc(|ii;ilinii 

V  =  'l(=.fl) 

fait  correspondre,  à  eli 

;iqnc   \;ileiii-  de  l 

.  V  points  analvlif] 

(G')                         (^^',,"'i' 

,      {z'.,.ii',),      .... 

(-;,  '';)• 

Si  les  valeurs  considérées  Z,  U  vérifient  l'équation  (3),  un  ou 
plusieurs  points  analytiques  devront  faire  partie  des  deux 
groupes.  On  a  donc  deux  hypothèses  à  examiner  : 

1°  Supposons  d'abord,  ce  qui  est  le  cas  général  si  les  fonclion> 
c  et  ^!>  n'ont  pas  été  prises  d'une  façon  particulière,  que  les  deux 
groupes  (G)  et  (G')  n'aient  qu'/^n  seul  point  analytique  com- 
mun, sauf  pour  des  valeurs  particulières  de  Z  et  de  U.  Alors  à 
une  valeur  de  Z-correspondenl  ^  valeurs  de  U,  qui  sont  en  général 
distinctes.  En  eirct,  supposons  qu'à  une  valeur  de  Z  correspondent 
seulouienl/,  valeurs  distincles  de  U,  U, ,  U.,  ...,  Ua(A  <  u).  Soient 

les  V  points  analytiques  qui  correspondent  à  la  valeur  U/.  Par  hy- 
pothèse, un  seul  de  ces  points  analytiques  fait  partie  du  groupe 
G;  en  opérant  de  môme  avec  chacune  des  valeurs  U|,  ...,Ua, 
on  trouve  A"  points  analytiques  du  groupe  G.  Si  l'on  suppose 
A  <  'X,  on  n"a  donc  pas  épuisé  toutes  les  valeurs  de  U  qui  corres- 
pondent à  une  valeur  donnée  de  Z.  Ainsi  à  une  valeur  de  Z  cor- 
respondent jj.  valeurs  de  U,  qui  sont  en  général  distinctes  et, 
par  conséquent,  le  polynôme  F(Z,  U)  est  indécomposable. 

Les  équations  (1)  et  (2)  n'ayant  qu'un  système  de  solutions 
communes  en  z  el  u.,  lorsque  Z  et  U  sont  liées  par  la  relation  (3), 
on  sait,  par  la  théorie  générale  de  l'élimination,  que  les  valeurs 
de  z  et  de  u  s'obtiendront  par  des  divisions  et  la  résolution  d'équa- 
tions du  premier  degré.  Par  conséquent,  v  et  u  s'exprimeront  aussi 
en  fonctions  rationnelles  de  Z  et  de  U 


(4) 


i   u  =  W{Z,V). 


m  ANSKOUM  VTIONS     II  I  H  V  T  1 1)  N  NK  I.  I,  i;  >  .  UJy 

La  tiMii-roriiialioii  cuiisid,-!  .•••  est  (li(c  ré\ersihlf  ou  hiitHimi- 
nrllr.  <  )n  dit  aus-i  (|iir  l.-xlniv  .'(iiial ions  (i  )  ri  ( :\  )  appailicimciil 
à  la    iiit-inr  r/,/>;\r. 

2"  Los  lieux  yroii[ics  (i,  (i  ont  Imiioiii-s  t/  puints  aiial\  I  i([ii<  > 
coiiunuiis.  Oïl  a.  dans  ce  cas, 

en  vlYvl,  soient 

(G)  (-1.  »i»,     (z..,  Ui) (Za.  u^) 

les  |>oinl^  aiial\  I  ii|ues  de  T  (|ui  correspond  en  I  à  une  même  valeur 
de  '/.  \n  poinl  ;,.  //,  )  correspond  une  certaine  \aleiir  de  L.  (|ui 
est    la    mê-ine    par    livpollièse   pour  //  des    points   du  j;roupc  ((i)  ; 

soicnl  (^r.j,  //;.  i i  z,^  //,,  l  le-i  |»oin|s  de  ce  i^roupo  (pii  donnent  la 

même  valeur  (pie  (:;,,//,).  Soii  de  mt'nie  L'  la  \aleur  de  ('  (pii 
correspond  à  un  des  points  ([ui  reslenl,  (^,/+i,  (f(/+\)',  il  J  a  encore 
y  —  '  points  (le  (G)  qui  donnent  ponr  U  la  même  valeur  U'  que 
celui-là.  l'^n  continuant  ainsi,  on  voit  que  a  est  forcément  un 
multiple  de  y.  'x  =  ;/y.  et  cpià  une  valeur  de  Z  ne  correspondent 
que  li.'  valeurs  de  U.  Tout  pareillement,  v  doit  cire  un  multiple 
de  q,  V  =  Vrj^  et  à  une  valeur  de  U  correspondent  v'  valeurs  dis- 
tinctes de  Z.  Le  polynôme  F(Z,  U)  est  de  la  forme 

F(Z,  U)  =  [F,(Z,  U;J'/, 

F)(Z,  U)  étant  un  polynôme  irréductible  de  degré  v'  en  Z  et  dé 
degré  a'  en  U. 

121.  Il  est  un  cas  particulier  remarquable  que  nous  de\ons 
signaler,  c'est  celui  où  les  formules  (?.)  définissent  une  trans- 
formation de  Cremona.  Alors,  à  tout  système  de  valeurs  de  Z 
et  de  U,  ces  équations  font  correspondre  un  seul  système  de  va- 
leurs pour  ::  et  w,  variable  avec  Z  et  U.  Les  valeurs  de  z  et  u 
s'expriment  à  leur  tour  rationnellement  en  Z  et  U,  et  la  transfor- 
mation précédente  appliquée  à  une  relation  algébrique  quelconque 
donnera  lieu  à  une  transformation  birationnelle.  Mais  la  réci- 
proque n'est  pas  vraie;  il  peut  se  faire  que  les  équations  {i) 
admettent  plusieurs  systèmes  de  solutions   en  z  et   u  variables 


iCw  1  11  \  n  I  II  i:    \  I. 

.i\cc  /.  cl  U.  Iimilis  <|iic  !"(  iix'iiililc  (lr>  (■(|ii;H  ions  (i  )  cl  (2)  ii'oii 
iMimi'l  (lu'iiii  M'iil. 

(  '.elle  (lisliii(li..ii  ('«.l  pciil-i'lic  |)liis  ï:n-\\r  ,1  siiisif  fil  cii)  |il(»\  .111 1 
le  l;iiii;.ii;r  ^(•(iiin'l  ri(|  iir.  (  loii^idi'ioiis  (z.  n  l  cl  ('/.  l  )  coiiiiiic  les 
ioordoiiiK'cs  (le  Jcii\  poiiils  (l.iiis  deux  phiiis.  \  luiit  jjoinl  du 
niciiilcr  |ilan  Ic^  i'(|ii;ili()ii>  (  v.  I  (011 1  coi  rcs|»()Mdii'  iiii  poiiil  cl  un 
seul  du  second  plan,  cl  à  la  comhc  (  ",,  re|)rt''scnlf'e  jiar  r('(|iialion 
J\z,  II)  =  o,  correspond  la  courlic  CJ .  (|ui  a  |)()iir  ('(lualKjn 

|-(Z,  Il  -   (.. 

SI  les  ('(iiialions  (  2  )  dc'diiiisseiil  uik;  Iransfornial  ion  de  Crenutna. 
à  loiil  poinl  du  second  plan  correspond  un  seul  poinl  du  premier 
plan  cl,  par  suile.  à  loiil  poinl  de  C  correspond  un  poinl  el  un 
seul  de  (].  Mais  il  |)cul  aussi  arriver  que  la  correspondance  enli-e 
les  poinls  des  deux  courbes  C  et  C  soit  unilbrine,  sans  qu'il  en 
soil  de  niênic  pour  la  correspondance  entre  les  points  des  deux 
plans.  Ainsi  les  formules  de  Iransformatioii 


ne  di'linissenl  pas  une  transformation  de  (h'Cinona;  cependant,  si 
Ion  appli(pic  celte  Iransformalion  à  une  courhc  n'admettant  aucun 
des  axes  de  coordonnées,  supposés  reclangnlaircs,  pour  axe  de  sy- 
métrie, elle  donne  lieu  à  une  correspondance  uniforme  entre  les 
points  des  deux  courbes.  Par  exemple,  si  l'on  applique  cette  trans- 
formalion  à  la  droite  Ac  +  Bm  =  i,  on  obtient  la  parabole  qui  a 
pour  ('qualion 

\  •  Zi   -  IV'  U^  +  I  —  2  V2  B2  Z  U  -  2  A2  Z  —  >.  B2  U  =  0. 

A  un  j>oint  (Z,  U)  de  la  parabole  correspond  un  seul  |)oint  (;,  a) 
de  la  droite,  dont  les  coordonnées  sont 

u  — 


2B  9.  A 

^ous  ne  nous  occupei'ons  dans  la  suite  que  des  transformations 
biratiounclles  entre  les  points  de  deux  courbes. 

l!2:2.   llevenons  aux  deux  écpiations  algébricpies 

/(::,«)  =  0,         F(Z,  U)  =  o, 


TU  \  N>  rOH  M  A  r  ION  s     II  I  It  \  r  ION  \  I    I   I.  I    -  ,1,1 

«jue  nous  supposons  ajiparlcnir  à  l.i  iiirinc  classe.  Si  (lan>  l.i 
x'contic  rqualion  on  regarde  /  roinnie  l.i  variahie  indi-pendanle, 
il  lui  correspninl  une  siiil.iee  de  l!iein;iiMi  T, ,  coinpost-e  de  •/  feiiil- 
Ifls  élendus  >iii  If  pi. III  (Ifs  /.  Les  |Miiiils  des  dfii\  siiifaees  T 
el     T,     se    eoriespiiiidf  ni    d'iiiif    I.h  (Hi    iiiii\o<pif;    ,'i    un    pnini    df 

I  une  correspond  un  poinl  el  un  stiij  i\c  l-iiili-f  fl  in\  erseiiif  ni . 
I)e  |diis.  .1  toiil  df  p  1.1  ceineni  in  li  n  i  nif  II  (  pf  I  i  I  sur  l'une  de  s  sui  Ijccs 
correspond  un  di-placeiuenl   iiiliiiimenl   jielil  sur   Ijinlre  siirLice. 

II  n*v  a  excc|)lion  cpie  lorstpriin  des  points  s'«'U  \a  à  l'inliiii  sur 
l'une  des  surfaces,  mais  on  peut  ('\iler  celle  diKiciillé  en  suppo- 
sant les  deux  sui-faces  de  Kiemann  ('iendiies  sur  la  splière.  (Jd.i 
posé,  à  toute  coupure  Iraci'e  sur  T  corrcsjiond  une  coupure 
tracée  sur  V ,  el  invcrscnienl .  Imai;inons  ipTon  ail  Iracé  sur  T 
les  N  coupures  fpii  la  Iraiisformenl  en  une  suiTace  simplemeni 
connexe  T';  les  ÏN  coupures  correspondantes  tracées  sur  T,  la 
cliangcnt  en  une  surface  T', ,  r/uiest  simplemeni  connexe.  D'abord 
celle  surface  T',  est  connexe.  Prenons,  en  cfTel,  deux  points  qiiel- 
concpies  M,  M' de  T',  et  les  points  correspondants  ///,  m'  de  T'.  On 
peut  joindre  les  deux  points  ni.  m'  de  T'  |)ar  un  (  lieiiiin  eonlinu  ne 
traversant  pas  les  cou[)ures  ;  le  clieniin  correspondant  de  Tj  joindiM 
les  deux  points  M,  M'  sans  traverser  les  coupures.  En  second  lien. 
la  surface  T',  est  simplement  connexe  ;  car,  s'il  en  était  aulremenl. 
on  pourrait  tracer  sur  T',  une  nouvelle  coupure  sans  niorceler 
cette  surface,  et  la  coupure  correspondante  de  T'  ne  morcellerai I 
pas  non  plus  la  surface  T',  ce  qui  est  impossible,  car  nous  avons 
supposé  T'  simplement  connexe.  Les  deux  surfaces  T  et  T,,  l'iant 
transformées  en  deux  surfaces  simplemeni  connexes  par  un  même 
nombre  de  coupures,  sont  du  même  genre.  Par  conséquent,  le 
genre  crime  relaUon  algébrique  se  conserve  dans  toute  trans- 
formation birationnelle.  On  peut  dire  encore  que  deux  rela- 
tions algébriques  appartenant  à  la  même  classe  sont  du  même 
genre. 

A  cause  de  rimportance  de  ce  théorème,  nous  en  donnerons 
une  seconde  dt'monstration  purement  analytique.  Remarquons 
d'abord  qu'on  peut,  dans  la  démonstration,  faire  les  hypothèses 
suivantes  : 

r'  La  fonction  rationnelle 

Z  =  o(-,  u) 


•>(■)>  (Ml  \  IMTII  i:     V  I. 

(loviciil  iiiliiiic  tlii  |ii(iiiici-  oidrc  en  •).  |)()iiils  (li>liiicls  de  l;i  sur- 
face T.  «liii  ne  soiil  p:)^  des  poiiils   «le  iMiiiilieal  ion. 

:>."  \/.\  siiil'aee  T  ri"a  aiieiiii  [xiiiil  de  i  aiiiilieal  ioii  à  rinfini,  cl 
les  ///  \aliiir-  de  /  pour  les  xalriiiN  inliiiic-,  d<'  r.  miiiI  irjiréscntécs 
par  /Il  «l(''\rl()ppem<iils  ilisliiiels 

ZC)  =  A'„''  -+■  A'/'  {-\-...-\-  \'l'  7x-  -*■  •  •  •  (  t  =  1 ,  2,  . . .  m  ), 

où  les  coclTieieiils    \ ,'    soni  ions  <li (friciits  de  zrro. 
Soil,  en  eUel.  Z„  une  valeur  Icdie  que  r('(|iialion 

o(^,  U)  =  Zo 

admcllc  a  racines  sim|)lcs  difTérentes  (a,,  jE,),  ...,(ajjL,  [3[j.),  distinctes 
<les  points  à  l'infini   et  des   points  de  ramification.   La  fonction 

de  (r,  «),  Z' =  r. r.-  aura  [j.  pôles  simples  à  distance  finie  sur  la 

surface  T;  or,  si  Ton  prend  pour  nouvelle  variable,  dans  la  rela- 
tion entre  Z  et  U,  -. 7-  =  Z',    il   est   clair   que   le   nombre    des 

Zi  —  Zq 

feuillets  de  ï|  ne  change  pas,  ni  le  nombre  et  l'ordre  des  points 
de  ramification  de  celle  surface,  ni  par  conséquent  le  genre  de  la 
surface. 

Soit  mainlcnanl  ;„  une  valeur  finie  de  z,  lelle  que  les  m  va- 
leurs de  u  correspondantes,  ainsi  que  celles  de  Z',  soientdistinctes 
et  finies.  Dans  le  domaine  du  point  Zq,  les  m  valeurs  de  Z'  sont 
représentées  par  m  développements  de  la  forme  suivante  : 

Z'  =  A',')  +  A'/'(~^  -  ..0)  ^  ...  -  Al!''(^  -  -o)^-i- .  •  •        (i"  =  I,  2, . . .,  m) , 

et  nous  pouvons  supposer,  de  plus,  que  les  m  coefficients  A',''  sont 
différents  de  zéro.  Si  l'un  d'eux  était  nul,  un  des  points  analy- 
tiques qui  sont  superposés  au  point  :;o  serait  racine  de  l'équation 

dVJ  ,.  .  ,  .  .     , 

— -  =  o,  et  1  on  peut  toujours  prendre  pour  Zq  un  point  qui  n  est 

pas  racine  de  cette  équation.  Si  l'on  pose  maintenant  ^  =  ^o-i — -,, 

ce  qui  ne  change  pas  le  genre  de  la  surface  T  pour  les  mêmes  rai- 
sons que  plus  haut,  il  est  visible  que  les  hypothèses  que  nous 
avons  énoncées  seront  satisfaites. 


(Il  lire 

1            Z  —  OLi 

7.  '         \\i 

z. 
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Cela  posé-,  clicniKiiiN  lo  |H.illl•^  de  i.imili«alioii  de  l.i  siirfiicr  'l\, 

c'csl-à-dire  li'S  valeur-<  dr  /  h  llrs  (|iic  l    icssc  d'»'-!!'!'  imr  Iniiclioii 

iiniformr  df  /.  Coiisid/ioiiN  d'ididid  Its  >).  |)(»inls  ;i  rinlini  de  celle 

".iiiliur,  <(ui  corrcspondeni  aux  <i.  pùlcs  siin|)lt's 

(    -i,.   3,    t (   2,,..    3;,.) 

de   l.i    roiHlioii    /.    D.iii-   le   dniiiaiiie   du    |.nk'    (a/,  [i,j,    on    a,    par 
exemple. 

Z  =  -_      '       -  Go -+- C,(;;  —  a,  )-;-...  ;  H/z^o; 


,,     '\^-^(•.\iz-:Ln-^...\. 


l'.ii  l'aisaul  l'iin  crsion.  on  aura 

I'  (  „-  )  désignanl  une  ronclion  régulière  dans  le  domaine  du  poini 

-  =  o.  Gominc,  par  liypolbèse,  le  point  (a,-,  |j,)  irapparlienl  rpi'à 
un  seul  feuillet,  // —  |j/  esl  une  lonclion  régulière  de  ; — a,  el, 
par  suite,  de  ^  •   Par  conséquent,  la  fonction  rationnelle 

r  ='i{z,  H) 

est  une  fonction  uniforme  de  ^  dans  le  domaine  du  point  Z  =  x. 

Les  'x  points  à  l'infini  de  la  surface  T,  ne  sont  donc  pas  des  points 
de  ramification. 

Prenons  ensuite  les  points  de  la  surface  T,  qui  correspondent 
aux  points  à  l'infini  de  T.  Dans  le  domaine  d'un  j)oint  à  l'infini 
de  T,  on  a 

(lomme  A',"  est  supposé  ditl'érent  de  zéro,  l'inversion  nous  donnera 

'=P(Z-Â',/'), 


'('>i  i:ii  A  iMTiii:    \  r. 

puis 

».^(^(Z-A'o"), 

ri    .'iiliii 

1    -.>(.-,,/)-    iuz-a;,"), 

l'(/.      -  A;;0,    (^(/_\';).    |;,'/_A;;)    .'ii.nl   .lr>   (on,ll.,ns    imi- 
loriiios  (le  /  dans  le  dotnaiiu'  du  point  A',',.  (  )n  en  coik  lui  (jiic  ces 
points  no  soni    pas  non    plus  des  points   de    raniilical  ion    poni-  l.i 
snrfaro  T,  . 
Soient 

les  points  dr  rainiliration  de  T.  d'ordre  /•,  —  i ,  . .  .,  //,  —  i   lespoc- 
liNCincnt.  Dans  le  domaine  thi  point  (rt/,  />»/),  par  exemple,  on  n 

II 
L  =-■  Z/  +  C'j  ( -  -  «,)'■.  +  . . .  C'i  ^  o . 

On  en  déduit 

-  T  •  -       1'' 

(  Z  —  Z,)/-  =  (  -  -  Ci )'•'  L C,  -  a, (  .T  -  r,,)'/  -f-  .  .  .  I 

et   linvcrsion  donne  ponr  {z  —  «/)''   nn   développement  en  série 

I 
procédant  snivant  les  puissances  croissantes  de  (/  —  Z/)''.  Comme 

1 
//  —  bi  est  une  fonction  nnllorme  de  ( r  —  aîf'  dans  le  domaine 
du  point  de  ramification,  on  en  conclut  que  u  et.  parsuite,  U  pour- 
ront se  développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  (  Z  —  Z/)'\ 
c'est-à-dire  que  le  point  de  la  surface  T,  qui  correspond  au  point 
(«/,  bi)  de  la  surface  T  est  un  point  de  i\tmiJication  cVovdrc 
/,  —  I . 

Prenons   de   même   un   point  (<-/,  />)  de  T   par  lequel   ne   passe 
([u'un  seul  feuillet.  On  a,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

Z  =  A  -^-  A„  (  3  —  a  )"  -4-  .  .  .  A„  ^-  o  : 

>i  n  est  plus  grand  que  un,  on  en  déduit  pour  ;  —  a  el  u  —  b  des 
tléveloppements  en  série  procédant  suivant   les  puissances  crois- 

santés  de  (Z  —  A)"  ;  le  point  correspondant  de  ï,  sera  donc  un 
point  de  ramification  dordre  /i  —  i . 


THVNSKORM  VTION  s     II  I  II  \  T  I  o  NM.  I  I.  KS.  >.fi"> 

(  )ii  noiirrail  olijcclcr  à  vc  niisoiiiMiiiciil  (|ii<'  !<•-,  exposaiils  frac- 
lii)iiiiaiu's    [M'iivriil    <lis|»aiiiîtrr    daii^   le    ili\  r|o|>prm(Mil    dr    l     ou 

.iMiir  lin  ilt-noiiilii.il'iii   (  nmtinm  plii^  |)ilil  i|iir  /, |iir  // .  i|m:iii<I 

un  U>  n-iltiil  .1  liMir  |.lii>  siiii|.l.'  .x])! o^ioii.  Il  i>l  (acilc  «le  Icvir 
roljjcclioii.  IMa<()iis-iH)ii^.  pour  li\(  r  1rs  itlre»,  dans  le  dernier  cas 
«pii  vifiil  d'être  «'xaniin»- ;  soit  (  A.  I>)  le  |)oiiii  di-  T,  (|ni  corres- 
pond an  point  {fi,  h)  de  T,  el  adiuellons.  p(Mir  un  niunirnl.  «piC  par 
ee  point  (A.  \\)  il  passe  moins  de  //  fenillcls.  l.orsfjnc  z  (li'cril 
une  petite  lireonrérencc  sur  T  anloiir  du  point  (  rt.  //),  rargunicnl 
de  '/ —  A  an-nienle  de  >./i-.  Sil\  a\  ail  nioin- de  //  feulllels  |>as- 
s;int  en  (  \.  Il  i.  la  droite  joi-nani  le  sommet  (A,  Hi  du  cycle  au 
point  /-.  droit)-  ipii  a  toiiiiii'  de  >./ir:.  aurait  dt'ciit  plusieurs  (ois 
le  domaine  du  sommet  du  cvcle.  Il  ii  y  aurait  donc  pas  correspon- 
ilaiiee  unilorme  entre  les  points  des  deux  domaines,  contraire- 
ment à  riiypothèsc. 

En  délinitive.   les  points  de  ramilicatioii  de    T,  |)ro\  iennent  des 

points  de  ramilical ion  de  T  e!  des  points  de  T  pour  les(piels  -^ 
est  nul.  lù-rivons  que  le  nomljre  des  zéros  de  cette  fraction  ration- 
nelle V-  est  éjral  au  nombre  des  pôles.  D'abord  cette  fonction  a  /// 

zéros  du  second  ordre  à  l'infini,  comme  on  le  voit  en  diflérentiant 
les  ni  développements  de  Z  dans  le  domaine  de  r  =  t:.  et  a  pôles 
du  second  ordre  aux  points  (a,,  [i,),  ...,(a(j.,  |j(x).  L  n  poinldc  ramifi- 
cation  d'ordre  //,  [)0ur  lequel  le  développement  de  Z  est  de  la  forme 

/, 

Z  =  Z/  -T-  Cl  (  -  —  fti  }'•  -H  .  .  .  ^'l  y^  ^i 

est  un  zéro  d'ordre  //  —  //.  si  //^/v.  el  un  pôle  d'ordre  ri^l, 
si  /■/ >  //.  On  aura  donc,  dans  tous  les  cas,  la  relation 

Z^^  '  '  —  ''  '  -  -  'i.\i.  =    ^  •  "   —  1  j  -1-  2  //î , 

la  somme  ^(/"z  —  li)  étant  étendue  à  tous  les  points  de  ramifi- 
cation de  T,  et  la  somme  >  (n  —  i)  à  tous  les  zéros  de  -7- distincts 
des  points  de  ramification.  Cette  égalité  peut  encore  s'écrire 

2.  (  '■'  —  I  '  —  '-i  "'  =  ^  (  A  —  '  )  -^^  X  '  "  ~  '  '  —  '^  I^ 
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v(,.,_,)  ,     ._-(//-•)  _^   2(/l-l) 


Or  les  (lcMi\  iiiciiil.rrs  (le  cf'Uc  ('•f^iililr  soiil  (•,i;aii\  rcspcclivemcnl 
:m\  nombres//  ri  />'  (|iii.  d'après  la  forniiilc  <;cncrale  de  llieniann, 
rcpr(''sciilenl  le  t^ciire  de  la  surface  T  el  de  la  surface  T,.  Le  lliéo- 
rèmc  est  donc  élahli. 

Iî('ni(ir</ii(' .  —   lùanl  donnée  une  relation  al,2:<'1)iifpK'  entière 

/(  Z.  Il)  ^  o. 

on  peu!  à  volonté  considérer  ;  ou  t/  comme  la  variable  indc'-pcn- 
danle.  On  a  ainsi  deux  surfaces  de  Riemann  distinctes  T.  T)  cpii 
sont  du  même  genre,  d'après  le  théorème  précédent.  On  peut 
donc,  pour  évaluer  le  genre  de  la  relation  f(z,  a)  =  o,  considérer 
à  volonté  la  surface  T  ou  la  surface  T,.  Par  exemple,  si  la  relation 
est  du  premier  degré  par  rapport  à  Tune  des  variables,  Tune  des 
surfaces  de  Riemann  se  réduit  à  un  plan;  on  peut  affirmer  que 
l'autre  surface  est  simplement  connexe. 

123.  Soit  (■o(z,  u)  une  fonction  du  point  analuic|ue  (z,  u);  si 
l'on  suppose  :;  et  u  remplacés  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
Z  el  de  U,  m(z,  u)  se  change  en  une  fonction  C)(Z,  U)  du  point 
analytique  (Z,  U).  Soit  (A,  B)  le  point  analytique  qui  correspond 
à  un  point  analytique  (a,  b)  de  la  première  surface  :  si  la  fonc- 
tion iii{z,  u)  est  régulière  dans  le  domaine  du  point  (a,  6),  la 
fonction  Û(Z,  U)  sera  régulière  dans  le  domaine  du  point  (A,  B); 
si  le  point  (a,  b)  est  un  pôle  ou  un  zéro  pour  o)(z,  u),  le  point 
(A,  B)  sera  un  pôle  ou  un  zéro  du  même  ordre  pour  Û(Z,  U). 

Pour  plus  de  généralité,  supposons  que  le  point  analytique 
(a,  b)  soit  un  point  de  ramification  d'ordre  /•  —  i  de  la  première 
surface,  et  le  point  (A,  B)  un  point  de  ramification  d'ordre  /  —  i 
de  la  seconde  surface.  D'après  les  développements  du  paragraphe 
précédent,  on  aura,  dans  le  domaine  du  point  (r/,  b), 

t  1  2 

(  Z  —  A  )'  —  7.i(  z  —  a  )'■  -^  aj  (  -  —  a  )''  —  .  .  . ,         x,  =i  o, 

et  inversement  dans  le  domaine  du  point  (A,  B), 

1  '  - 

(^-«)"  =  f.,(Z-A)'+p2(Z-A/-;-...,         p,5^o. 


r  II  \  N  s  \  1 1  II  M  \  T  l(  I  .\  ^     Il  I  II  \  I   I  o  N  N  i:  1, 1. 1;  - .  .(i; 

l'oule  lonclion  t<){  z,  it  )   r<''giilirrr  an  |)iiiiil   {>/.  />)  csl  i-j;al«' à  la 
^omiiif  (rime  sj'rie  «'onv('rj,'enlc  orclomii'f  Mii\aiii   1rs  puissances 

/^/*\///\r\  fl  cruissaiilfs  (le  (- —  "  )'  :  !••  rniicliuii  li  i  /.  .  I  )  scia 
iloiic  ('^alr  à  la   xiiiiiiH'  «riiiic  ■>rv']r  cniwrii^cwli-  in  tloii  m  «•  >iiI\,imI 

1 
l.>s  pnissancrs  p(>slli\(■•^  .1  ciois^aiih'S  Ar  {'A     -  A/.  Si  !<•  piciiiici 

V 
(l('vrl(tji|iiinriil    cniii  inrncc   jiai-    iiii    Iciliic    (Ml    ("  —  r/ )'  ,    le    mcoihI 

7 
(h'Veloppciiiriit   cunimriirri'a    par    lin   triinc  (Ml    (  Z,  —  -^)';    '''  p"!"' 

(rt,  h)  sera  nn  /.•'•m  (Innli  .•  y  | r  (.)(:;,  //),  el  le  point  (A,  Il  )  un 

/.(•ro  (l'oriliu^  1/  pour  il  A,  I  i.  Si  le  poinl  (r/,  />)  est  nn  pùlc  (roidir 
'/'  pdiif  (■)  (  r.  //  I,  mi  aura,  dans  le  (jninaine  de  ce  poinl, 

-1'  (  1  I 

(.j(  z,  u)  -  (z  —  a)  ''   (  ao  -f-  «1 1  •=  —  "/■  -^  •  •  •  j ,       oto  /^  o, 

.1  |>ar  snilc 

Yo-^Yi(Z-Ay-4-... 
ou 

i>(Z,U)=(Z-Aj     /  (5„-u.:j(Z-A)    --...  s         Oo7'n, 

(le  sorlc  ([ue  le  point  (A,  B)  sera  un  \)o]e  d'ordre  y'  pour  ti(Z,  U). 
Le  raisonnement  reste  le  même  si  un  des  points  («,  />)  on 
(A,  B)  s'en  va  à  Finfini  sur  l'une  des  surfaces.   Il  suffira  de  rem- 


|)laccr  ;  —  X  par  -»  ou  /,  —  x  par -y- 

Soit  (V  =  I  l\{z^  a)  clz    une    intégrale    ab('liennc   relative  à   l;i 
courbe y(;,  //)  =  o;  si  l'on  pose 

^  =  'i>(Z,u),       «  =  »r(Z,U), 

celle  intégrale    se   change  en    une   nouvelle  intégrale  abéliennr 
/  II)  (Z,  U)f/Z  relative  à  la  courbe  transformée 

F(Z,  U)  =  o. 

En  particulier,    si  la  première   intégrale  reste  finie  en  tous  le^ 
|)oints  de  la  surface  T,  il  en  sera  de  même  de  la  nouvelle  inté- 


»(.S  m  \  IMTtU 

::r;i' 


le.  Donc  une  inh'i^ralf  de  pn-miric  csjx'tp  se  clinnf^r  m  une 
iiih'^r.ilr  il<-  |>i(iiiii  rc  esprcr,  cl  ceci  ii  c\i^c  |);is  (|iic  In  Irniisloi- 
inalioii  cinploNcc  soil  rùvcrsihic.  Si  .1  hi  |n-ciiiu''i('  coiiihc  sont 
allacli(''cs  (f  iiil('f;ralcs  dislinclo  <lc  piciiiicrc  cs|»c(;c.  il  y  en  aur.i 
ail  moins  (f  pour  la  seconde,  mais  elle  j)Ourra  en  avoir  davantage. 
Si  nous  supposons,  en  outre,  (juc  la  Iransformalion  soil  rt'vcrsiblc, 
le  nonihre  des  inl(''i;rales  de  première  es|ièee  jxxir  la  seconde 
courlic  ne  j)omia  èlre  sii|)(''iieur  à  c/ ;  caria  lransft)rmalion  inverse 
donncrail  poiii-  la  prcmlci-e  courhe  plus  de  y  inlcgrales  dc  première 
espèce.  Miixi,  deux  relations  algébrifjites  dc  la  même  classe 
admettent  h'  même  nombre  d' intégrales  abéliennes  distinctes 
de  première  espèce. 

Ou  voit  de  même  qu'une  Iransformalion  Ijiralionnelle  change 
une  intégrale  de  seconde  espèce  en  une  intégrale  de  seconde  es- 
pèce et  une  intégrale  de  troisième  espèce  en  une  intégrale  de 
troisième  espèce. 

l*armi  les  transformations  hiralionnelles,  une  de's  plus  simples 
est   la   transformation  liomographique,  définie  par  les  formules 

«Z-4-6U-1-C  rt'Z-^  6'U -+- e' 


a"  Z  -^  b"  U  -f-  c"  a"  Z  -4-  b"  U  -^  c"  ' 

soil  m  le  degré  d'une  relation  algébrique/(r,  u)  =  o,  en  ::  et  //. 
c'esl-à-dire  le  degré  dc  la  courbe  représentée  par  celle  équation. 
(Choisissons  une  droite  D  rencontrant  celle  courbe  en  m  points 
simples  distincts;  on  peut  disposer  des  coefficients  de  la  transfor- 
mation liomographique  de  façon  que  cette  droite  soit  rejetée  à 
l'infini  et  (ju'aucune  asymptote  ne  soit  parallèle  à  l'axe  des  L  . 
L'équation  transformée  sera  de  degré  m  en  L,  et  les  m  valeurs 

de  -y  pour  une  valeur  infinie  de  Z  seront  distinctes  et  finies,  dc 

sorte  que  les  m  valeurs  de  U  seront  représentées,  pour  des  va- 
leurs dc  Z  de  module  très  grand,  par  m  développements  de  la 
forme 

h  =  c/Z-T-a'o"  -4- _^  -I-  ...   . 

La  surface  T  correspondante  n'aura  pas  de  point  de  ramification 
à  l'infini.  Les  points  de  ramification  proviendront  des  points  mul- 
tiples de  la  courbe  cl  des   points  où  la  tangente  est  parallèle  à 


T  II  \  \>  Kiiii  M  \  r  Ions    ii  iit  \  r  i  o  n  n  i:  i,  i  i: -.  .ili) 

r.ixr  (l^•■^  I  .  (  )n  |>riil  l()iijmn>  sii|>pct-ir  i|ii<'  ces  (Iniiicis  ^onl 
i|(>  jluiIll^  (le  r.iiiiilic;ilioii  simplrs  ;  il  sdKii  |,uiir  «•(•la  ([iic  l'.ixr 
des  L   no  suit   |),iiMllrlt'  ;'i  aiiciinc  laii^ruli-   d   iiilIcMuti. 

hii.  \N,iiit  .r.ill'T  |.ln>  l..in,  il  r.l  ,n.,r-,.ir.-  .r.'iilr.T  (l,.ii^ 
(|Uil(|iir>  (l.l.iiU  sur  l.i  iIh'oi  le  ilfs  (•(.iiiltcs  |ilaiics  ,il-«'liri(|iii'>  cl 
■^iir  un  iiii|H,i  l.inl  I  li.'..n'iiir  d  l'i  à  M.  N.'.llirr.  l'.laiil  (Ioiiim'c  mir  re- 
lation al^ilill(|iii'  ciillrlr  cl   MI  ('•(liKi  ililc   cil   r  cl   //. 

/  (;.'"-     .', 

si  l"im  ((iii^iilcic  -  cl  //  comme  les  coordoimt'cs  ca^l(■■^icllllOs 
irtiii     [mini    lin     |)laii,     celte     (Minalioii     ic|)rt'sciitc     une    (niiihc. 

Au  sens  élioil    du    t.   la    couiIk"    se   compose    simplement    des 

points  duiil  les  coordoniK-cs  it-cllcs  vi'rilicnt  r<Vnialioii  pré- 
eédenti-.  Mais  nous  conserverons  le  nom  tie  eonihe  pour  di'-si- 
i;ncr  ren>emlile  (les  solutions.  libelles  ou  imaginaires,  d(,'  celte 
(•(pialion. 

Soit  ::  il.  Il  ^^  b  un  point  de  celle  courbe  à  distance  riiiie.  Si 
pour  c  -  (I  ré(|ualion /(rt,  ii)  =.  o  admet  jN  racine^  éj,^ales  à  A,  il 
résulte  de  l'élude  faite  plus  liaul  (îj  81)  cpie,  pour  une  valeur  de  z 
voisine  de  «,  réfjuation  y\  c,  //)  =  o  admet  N  racines  voisines 
de  b\  de  plus  ces  .\  racines  se  parlagenl  en  un  certain  nombre  de 
systèmes  distincts.  Les  racines  d'un  même  système  sont  iepr('-- 
sentées  par  un  même  développement  en  série 

(b)  Il  —  fj  =1  x^)i  z  —  rt  )"  -t-  a,  ( -c  —  .r;  )  "   — .  .  . 

où  a„,  a,.  ...  sont  des  coefficients  ([uclconques,  dont  le  premier 
n'est  pas  nul,  m,  /;?,,  .. .  des  nombres  entiers  positifs  croissants, 
et  où  les  exposants  sont  supposés  réduits  à  leur  plus  petit  déno- 
minateur commun  n.  Quand  on  attribue  au  radical  (z  —  1:1  )"  ses  /i 
déterminations,  le  second  membre  [)rend  /i  valeurs  distinctes  ;  il 
faut  remarquer  toutefois  que  dans  le  calcul  on  doit  j)rendre  dans 

chaque  terme  une  même  détermination  de  (z  —  a)".  En  langage 
géométrique,  ces  résultats  s'énoncent  comme  il  suit  :  Soient 
rt,  b  les  coordonnées  d'an  point  d'une  courbe  algébrique,  ^iii 


vjjo  '  "  \  l'iriti;    VI. 

voisinai^t'  do  cr  /loi/i/ ,  A.v  //i\frscs  hniiulns  ilr  la  courbe 
so/if  rcprcsmlrcs  pitr  un  <>ii  plusieurs  déseloppenienls  de  la 
l'or  tue  (  ')'(. 

L;i   poilion   (le  ((MiiIm"    rcprrsciilc'c   |i;ii'    une    (■•(|ii;il  imi    l<llc    que 
(5)  s'appi'lU-  un  cycle  ci  le  |niini  (c/,  h)  csl  Vorigine  de  ce  cycle. 

De   réqualioii  (;'))  »ui    liii'  invcrscnieiU  un   dc-vcloppcment  de 

:■  ^  a  siiivanl  les  |)iiissanccs  positives  de  (a  —  l>/",  commençant 

p. Il-   nn    Icrme  en  [u  --  l))'" 

((i)  ^  —  a  =  jioC"  —  6)'"  -+-  Pi  ("  -  l>)'"  -^ 


Le  premier  exposant—  jiourra  ne  pas  être  réduil  à  sa  plus  simple 

expression,  mais  m  sera  le  plus  petit  dénominateur  commun  de 
tons  les  exposants.  En  eiïet,  supposons  que  ces  e"xposants  puis- 
sent   être    réduits    à    un    dénominateur    commun    m'  <<  tn.    On 

aurait 

m  =  /// ' k ,  Il  r~  n' /{ ^  /II  —  Il 'i  /,  , 

et  la  lormulc  (^G)  pourrait  s'écrire 

rr.')  z  —  a=  %{u  —  b)'"'  -^  pi(«  —  i/"'-+- 

On  en  déduirait  ensuite  pour  //  —  b  un  développement  procédant 

suivant  les  puissances  positives  de  iz-  —  ci)"\  de  sorte  que  u  pren- 
diail  //  valeurs  difTérentes,  et  non  pas  /?,  lorsque  z  tournerait 
autour  du  point  z  =  a. 

Des  deux  développements  (5)  et  (6)  il  y  en  a  au  moins  un 
(pii  commence  par  un  terme   dont   le    degré  n'est    pas    inférieur 

;i  l'unité.  Supposons  par  exemple  —  lî  i  ;  le  nombre  n  est  appelé 
l'ordre  ou  le<:/e""/'edu  cvcle  ;  si  l'on  avait  au  contraire  —  -<  i  .alors  — 

serait  supérieur  à  un,  et  le  degré  du  cycle  serait  égal  à  /??. 

Le  degré  d'un  cycle  est  indépendant  du  choix  des  axes  de 
coordonnées  ou,  d'une  manière  plus  générale,  ce  degré  se  con- 
serve par  toute  transformation  homographique.  Supposons  qu'une 
transformation  homographique  fasse  correspondre  au  point  ^«,  b) 


r  II  \  N—Koii  M  \  r  IONS    m  II  \  I  ii»N  Ml  i.i:s,  -j-i 

MM  |).)iiil  (le  cooitloniu-fs  (A,  15».  I.rs  l(Hiiiiil<>  d.»  IrniisfoiiiKilioii 
Miiit  (11-  la  tonne 

OL'(z  —  a)-^^'(u  —  ù) 
n-a(5  — a)-+-p(M  — 6')' 

I  -+-  7l(z  —  a)   ^-  '^(u  —  h) 

L't'(jiinli(»n  (  .')  )  (|ui  ic|ir('st'iilc  I.  cm  le.  sii|)|)n^i'  dOiclic  // ,  prin 
ëlrc  remplact'f  |)iii-  le  >\slpiir  drs  deux  ('(iiiMlinns 

C  —  rt  -H  /"  ,  Il     '  h  -^  OLn  t'"     • 

si  l'on  romidaco  :;  —  ii  ri  //  —  h  par  ces  valeurs  (l.in^  les  formules 
(le  transfonnation,  on  ohtienl  |)onr  Z  —  A  cl  (  I!  des  d('\e]oi)- 

peinciils  siii\anl  les  [uiissjmces  posilivrs  de  /.  doiil  riiii  tiii 
moins  coinnnMiee  piir  un  li-iini-  en  /".  Si  ,  |);ii-  cxeinple  ,  cela 
airi\e   |ioiir  /  —  A.    mi    en    diMliiiia    pour    L   —  I!    un    dévelop[)C- 

1 
ini'iil  proci'daiil  suivant  les  puissances  positives  de  (Z  —  A)".  Au 
cycle  primitif  correspond  |)ar  conséquent  un  nouveau  cycle  doni 
le  degré  est  au  plus  é,nal  à  //.  Ce  degré  ne  peut  être  inférieur  à  n, 
car,  si  le  degré  d'un  cycle  ne  peut  s'élever  par  une  transformation 
homographique,  il  ne  peut  pas  non  plus  s'abaisser. 

Remarque.  —  Considérons  un  point  di'  coordonnées  (z,  in 
appartenant  à  un  cycle  ayant  son  origine  en  un  point  {a,  h).  Le 

rapport  tend   vers  une   liniile   finie  et  différente  de  zéro  si 

niz=^  n;  il  tend  vers  zéro  si  m  ^  n  et  il  croit  indéfiniment  si  m  </', 
lorsque  z  —  a  tend  vers  zéro.  La  droite  passant  par  Torigine  du 
cycle  et  par  un  point  infiniment  voisin  de  ce  cycle  tend  donc  vers 
une  limite  parfaitement  déterminée  que  nous  appellerons  la  tan- 
gente du  cvcle.  Si  cette  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  ;?,  on  a 
m'^n:  si  elle  n'est  parallèle  à  aucun  des  axes  de  coordonnées, 
on  a  ni  =  n . 

En  particulier,  si  le  cycle  est  linéaire  ou  du  premier  degré,  et 
si  la  tangente  au  cycle  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  ii,  la  valeur 
de  u  est  représentée  par  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  z  —  a 

il  —  b  ^  7.{Z  a  )  -r-  3  (  C  —  «  )2  -1-  .... 


1-  >  (  Il  \  l'i  ru  i:    V  I. 

Si   un   [xtiiil   (fiJnç-\  1111  poiiil   siiii|ilc  (riiiic  (  .mi ilic  al<;t-briquc, 

le  cNcl.'  (|iii  ;i  s(Mi  ori-iiii'  en  («•   |i.)iiil  csl  l()iijuiir>  linéaire  (§80). 

hir».  Tour  (l.'linii-  I.'  <l<^r<'  d'iiii  cvtlc.  «loiil  l'origine  csl  un 
|M)inl  il  rinlini  di-  l.i  ciuirlx'.  on  commence  par  laincncr  rorigine 
(In  t\cic  à  cli-liincc  (inir  par  une  Iransfornialioii  linmographiquc. 
Daprrs  c»'  «proii  \ii'nl  Ar  xoir.  le  <l('i;r('  dn  nunvcan  cjcle  sera  le 
mt'nir-.  (pirllc  que  soil  la  Iranslonnaliuii  lioino^ra|)liiquc  employée, 
l'oiir  (valiicr  ce  (le,:;ré,  il  csl  coniinodc  d'introduire  les  coordon- 
nées homogènes.  On  a  à  cel  égard  la  règle  snivanlc,  qui  résullc 
immédialemenl  de  ce  qui  précède  :  Les  trois  coordonnées  homo- 
iiènes  d'un  point  étant  dche/oppées  suii-ant  les  puissances  en- 
tières et  croissantes  d'un  paramètre,  qui  correspond  uniformé- 
ment à  un  point  du  cycle,  formons  trois  coudnnaisons  linéaires 
et  homogènes  \,  Y,  Z  de  ces  coordonnées  de  telle  sorte  cjue  les 
développements  c/eX,  Y,  Z  commencent  j>ar  des  termes  ci  expo- 
sants tous  les  trois  dif/erents,  et  soient  «,  b,  c  ces  degrés  rangés 
par  ordre  de  grandeur  croissante  :  le  degré  du  cycle  est  b  —  a. 

Si  Ton  a,  en  efTcl. 

\  =  A  ''    -  .  .  . 

Y   =)àtl>-r-    ... 

Z  =  C  Z*-  -T-  . . . , 
on  peuL  adopter  pour  coordonnées  cartésiennes 

"- \~ \       •  •  • 

z      c 

d"où  Ton  déduira  un  dé\  eloppemcnl  de  u  suivanl   les   })uissances 

1 
de  >•''"'  commença  ni  par  un  terme  en 

c—a  r—h 

Le  nombre  r  —  6  s'appelle  la  classe  du  cycle;  c'est  le  degré 
du  cycle  corrélatif,  c'est-à-dire  du  cycle  qui  se  déduit  du  pre- 
mier au  moven  d'une  transformation  par  polaires  réciproques.  On 


r  II  V  N  -  I"  I )  Il  M  \  r  1 1 1  \  -;    ii  i  ii  \  r  i  < >  \  n  i:  i,  i,  k  s.  .17  j 

|)eiil  nrcnilrc  en  cUel  pour  coordoniiûcs  lo-UDj^riic^  (l'iiii  |ii)iiil  <lii 
«•\cle  corrélatif  les  cxpressiuDs 

X,  =  Vr//--/../^,         ^,       /w/\--\-//.         /.,       \./\        \'/\. 

ri,  CM  icm|ilii(;iiil   \.   ^.  /.   |t,ii-  Iriir»  d.'V cldiiix-iiicnls,    il  viiiil 

X,=r(r  — /y)BC//'-'--i        ... 

Y,  -:  („—r)\Cf'"    '-.-... 

Z,  ^  (A-coAB/ "»''-•    -  ..    . 

Les  exposants,    rangés   pai-  oiihe  île  i;iaij(ltiir  (  iui>>uiiU',  soiil  ici 

a  ->~  h  —  I  , 
«  -<-  c  -  I  , 
h  -k-  c  —  I  ; 

le  degré  du  DOincaii  cncIo  csl  bien  égal  à  c —  h;  coinincon  devait 
>'v  attendre,  sa  classe  est  h  —  a,  c'est-à-dire  le  degré  du  cvclc 
primitif, 

Jieinairiuc.  —  SI  l'on  a  un  cycle  re[)résenté  par  ré(|uali<iii 

on  peut  le  considérer  coinme  représenté  en  coordonnées  lionio 
gènes  par  les  équations 

Y  =  A  /"+v  -H  . . . 

\  =  ^", 

Z=  1; 

sa  classe  est  donc  égale  à  v. 

Proposons-nous  maintenant  d'évaluer  le  degré  cl  la  classe 
d'un  c}cle  ajant  son  origine  à  l'infini.  Plusieurs  cas  sont  à  dis- 
tinguer. 

Premier  cas.  —  Le  cycle  est  donné  par  un  développement  tel 
que  le  suivant 

m  /H  - 1  _  t  _  £ 

Il  =  A_„,  z"  -h  A  -,n  +  i  z   "    -\-  . . .  -hB  -h  Cl  z    "  -{-  d  z    «  -f-  . .  . . 

où 

A_,„  ^  o. 
A.  ET  G.  18 
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Ein|)K)N  oiis  les  (joorcloniic'cs  lioiiioj^ènos 
X  Y 

|nil-'  posons 

X  ==  1  ,         Z  -  /"  ; 

il  \i(Mil 

Y  ^  A_„,  /«-'«  +  A_  „,  ,,  /"-^"  -'"  -^  .... 

Si  n  osl  plus  grand  que  /;?,  les  cxposanls,  rangés  par  ordre  de 
grandeur  croissante,  sont  o,  n  —  m,  n  ;  le  degré  du  cycle  est 
n  —  m  et  la  classe  m.  Si  n^ni,  il  faudra  considérer  dans  Y 
l'exposant  du  Icrine  suivant.  Si  n  est  plus  petit  que  m,  les  expo- 
sants, rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  sont  n  —  /??,  o,  //  ; 
le  degré  est  m  —  /)  et  la  classe  n. 

Deuxième  cas.  —  Le  cjcle  a  un  dévelo|)penient  de  la  forme 

u  =  Ao  +  A„,  (i  j  "  -  A,„+,  (^y    -I-  ...  ; 
l'origine  du  cvcle  est  à  l'infini  sur  O;.  Posons  encore 

-=r     "=r     ^-'-     '"■  =  "' 

il  reste 

Y  =  Ao<"  -f- A„,/'«+«  -f- 

On  a  les  trois  coordonnées  homogènes 

\  =  I ,         Z  =  /",         Y  —  Ao Z  =  A„, /'"+" -i-  ...; 

le  degré  du  cycle  est  n  et  sa  classe  /;/. 

troisième  cas.  —  Le  cjcle  a  son  origine  à  l'infini  sur  O // 

m                                            1 
u  =  A_,„  (-  —  a)    "  -4-  .  .  .  -i-  Ao  -^  Al  (^  —  «j«  + 

Il  est  équivalent  au  cycle  représenté  en  coordonnées  homogènes 
par  les  équations 

Y  =  A_,„  -:-  A_,„+i  /  +  . . .  -f-  Ao  ('"  +  Al  tm+i  -{-..., 
7.  =  /'», 
\=  I'"-": 


le  degré  est  m  et  la  classe  ii. 
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(ionsiiN-roiis  ni    |);irtituliir   un  cvclc    rcprc^cnit'-    p;ir  lo  drvr- 
l()|)|>iMncnl 

«  =  A-'"  ^  n -'"-'-..  .         Il         v-^...; 

(J'aj^rès  ce  rnie  mm^  ncmidiis  de  voir,  si  ni  csl  ^  i,  le  flrj;ri'-  du 
cycle  esl  //?  —  i.  Si  donc-  m  est  sii|»(  rieur  à  :*,  le  cycle  n'est  pas 
linéaire.  (  !<•  résidlal  peut  seinhler  ('irnnt^e.  mais  il  est  facile  de 
le  \('rilier  sur  des  cas  parliciillns.  l'.ir  cxciupie.  la  rourhe  //  =  z^ 
présente  un  point  de  rehrnusseniciil  à  riidini.  <;ir  l,i  Iranslorma- 
lion  iiomograplii(pie 


Il  II 

remplace  la  courbe  donnée  |)ar  la  courhe  //'-  ^^  z\  qui  a  Lien  un 
cycle  du  second  dej;ré  à  l'origine.  Si  m  =  i,  le  degré  du  cvcle  esl 
toujours  égal  à  un,  mais  la  classe  peut  être  quelconque. 

Si  une  courbe  n'a  que  des  cycles  du  premier  degré,  il  en  sera 
de  même  de  toutes  ses  transformées  homographiques.  La  courbe 
étant  de  degré  m,  supposons  que  la  droite  de  l'infini  la  rencontre 
en  m  points  distincts  et  qu'aucune  asymptote  ne  soit  parallèle  à 
l'axe  des  ii.  Alors  les  m  valeurs  de  u  pour  z  =z  zd  seront  représen- 
tées par  m  (b'veioppcments  de  la  forme 

a"       a'." 
Il  =  CjZ^  Xfl-  -\ r  -T-  —^2'  +  •  •  •  (  i  =  i,2-  .  .  .,  m), 

les  7)1  coefficients  Ci  étant  difi'érents;  les  m  cycles  ayant  leur  oi-i- 
gine  à  l'infini  sont  linéaires.  La  courbe  peut  avoir  des  points 
multiples  d'ordre  quelconque;  mais,  si  aucune  des  tangentes  en 
un  de  ces  points  multiples  n'est  parallèle  à  l'axe  des  «,  hypothèse 
qu'on  peut  toujours  faire,  chacun  des  cycles  de  la  courbe  ayant 
son  origine  en  un  point  multiple  sera  représenté  par  un  déve- 
loppement de  la  forme 

a  —  b  =  oi{z  —  a)  ^  ^{z  —  ay- -^  .  .  . . 

Les  seuls  points  critiques  pour  la  fonction  algébrique  u  de  z  dé- 
finie par  l'équation /(^,  u)  =  o  seront  les  points  de  la  courbe  où 
la  tangente  esl  parallèle  à  l'axe  des  u]  si  ces  points  ne  sont  pas 


Il  \  I'  I  T  it  i:    V 


(Ifs  [loiiils  (riiillcxioii.  vr   (|ii'(iii    pciil    l()iii(iiir>    Mi|)pi).S(>r,  la  siir- 
r.icc  (le  r<ii-in;iiiii  ii",iiii;i  (|iic  (1rs  |)(»iiil>  de  riiiiiiliciil  ion  >iin|)les. 

I2().  ^()ll■>  (|()iiiicr(tiis  ciicdic  (|iicl(|uc>  (l('liiiU  siii-  nue  li';in.sf<jrin;i- 
lioii  (•iii|»l()\('c  |.;ir  lliilplicii  cl  (|(ii  iioii.s  sci'd  iililc.  Soiciil  C{/ig.S-) 


une  courbe  plane  quelconque,  S  une  conique  directrice.  A  chaque 
point  JNI  de  C,  on  fait  correspondre  le  point  de  rencontre  INI'  de  hi 
tangente  en  M  avec  la  polaire  de  M  par  rapport  ;\  S.  Le  point  AT 
décrit  une  courbe  C  qui  correspond  point  par  point  à  la  courbe  C, 
si  la  conique  S  n'a  pas  été  prise  d'une  façon  particulière.  On  peut 
remarquer  qu'eu  partant  de  Cj,  polaire  réciproque  de  C  par 
rapport  à  S,  on  obtiendrait  la  même  courbe  C. 

Considérons  un  cycle  de  C,  de  degré  n  et  de  classe  v,  et  cher- 
chons le  degré  et  la  classe  du  cycle  correspondant  de  C.  Nous 
supposerons  que  le  point  M  n'est  pas  sur  -  et  que  la  tangente  en  M 
n'est  pas  tangente  à  '^.  Prenons  pour  triangle  de  référence  MM,  M', 
M,  étant  le  pôle  de  MM'  par  rapport  à  -;  ce  triangle  est  conjugué 
|)ar  rapport  à  II,  et  cette  conique  est  représentée  par  une  équation 

de  la  forme 

AX2-i-BY2-^CZ2=o, 

que  l'on  peut  écrire,  sans  diminuer  la  généralité, 

X2  -H  Y2  ^  Z2  =  O. 
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Soient  .r,  >',  :;  les  coordijum'-cs  lioinoj;rnes  d'un  point  de  (',.  / ', 
\' .  c'  les  dérivées  de  J\  ^\  z  par  rapport  au  parauirlre  /  (pii  roi- 
respoiul  miiforniéincnt  ;mi\  points  du  cvclc  ;i\;uil  son  uri^iiii-  en 
ce  point.   La  polaire  M,  M'  a  pour  équation 

X  j.  ^_  Y^-       Z  c  =  .)  ; 
la  lan^eiili'  MM' a  do  niènie  pour  (•f|iiati()ii 


\    \ 

L 

^   y 

s 

X    y 

z' 

\(yz'—  zy' )  -T-  Y(  za' —  .rz')  -r-  T-^xy' — yx')  =  o. 

On  (Ml  déduit  pour  les  coonionnécs   lioinogéncs  de  M' 

X  ^y{xy'—yx')-z{zx'—.rz) 

y  =y(zz'-^xx')-y'{x^-^zi), 
Z  =  z{xx'^yy')—  z' {x'--^yi). 

On  peut  toujours  supposer  le   cycle  de  C  représenté   par  les 
équations 

x  =  t",        y  =  al''+'' -\- . .  . ,         -  =  i; 

il  suffit  de  prendre  MM'  et  MM|  pour  les  cotés  X  et  Y  du  triangle 
de  référence.  Il  vient 

x'—nl'^~^,        jk'=  (/z  +  v)  «/«+''-> -f- .. .,        z'—o, 

et  les  coordonnées  d'un  point  du  cvcle  correspondant  de  C  auront 
pour  expressions 


X  =  t"  \i  n  -^  v)a2r2n+2v-i_|_  .  . .]  —  nfi-^li-h  aU-"-+-'-^  .  . .] 
=  —  «/«-'-}-  .. ., 

=  —  in  4- v)a/"+v-i^_ 

Z  =  rt/2«-«-h  [Il  -\-  v)a-^-"  +  -''-'-r-  .... 


0.-^  (Il  \  IMTIli:     \  I. 

I.rs  |)n-micis  Icniics  des  (lc\ clnpiM-mcnls  de  X,  Y,  Z  sonl  les 
siiiv;iMl>  : 

trois  cas  sonl  à  dislinj^ucr  : 

Premier  cas,  v>//.  —  Les  exposaiils,  r;ing('.s  j)ar  ordre  de 
pjrandeiir  croissante,  sont  /?  —  i ,  >//  —  i ,  n  -\-  -/  —  i  ;  \c  degré  du 
nouveau  cycle  est  /?,  et  sa  classe  v  —  n. 

Deuxième  r<(s,  v<  n.  —  l^e  déféré  du  nouveau  cycle  est  v,  et 
sa  classe  n  —  v. 

Troisième  cas,  v=^/i.  —  Y  et  Z  conimencent  par  un  terme 
en  /-""'  ;  le  degré  du  nouveau  cycle  sera  égal  à  /?,  et  la  classe  s'ob- 
tiendra en  cherchant  le  degré  du  premier  terme  dans  /lY  +  a/îaZ. 

En  résumé,  le  degré  du  nom^eau  cycle  est  égal  au  plus  petit 
des  deux  nombres  n,  v.  Dans  aucun  cas,  il  ne  peut  dépasser  le 
degré  du  cycle  primitif.  Si  n  et  v  sont  différents,  la  classe  du 
nouveau  cycle  est  ±  [n  —  v). 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  est  sur  la  conique  direc- 
trice S  et  que  la  tangente  au  cycle  n'est  pas  tangente  à  S;  pre- 
nons pour  côtés  du  triangle  de  référence  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  C  et  les  deux  tangentes  à  la  conique  S  aux  points  où  elle 
est  rencontrée  par  la  tangente  à  C. 

La  conique  -  aura  pour  équation 

Y2-^2XZ  =  o; 

^,  j',  ;;,  x',y',  z'  ayant  la  même  signification  que  plus  haut,  les 
coordonnées  X,  Y',   Z   d'un   point  de  C  seront  données   par  les 

formules 

X  =  j{3^y  —  yx')  —  x{zx'  —  xz), 

Y  =^x{yz'  —  zj')-  z{xy'—yx'), 
Z  =z{zx'  —  xz')—y{yz'—zy'). 

Le  cycle  de  Cj  étant  représenté  par  les  équations 
X  =  /",        y  =  al'^^"'-^  ....         :;  =  I . 
on  aura,  pour  le  cycle  correspondant  de  C, 
X  =  -  «^2«-i_i_..  .^ 

Y  = —  ixy' -\-  x'y  =  —  («  -i-  2v)«^2«+v-i_i__  _    , 
Z  =  x'-\-yy'  =  «/«-!  +  .... 
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Les  r\|)(}sanls,  rim};t'-s  pur  nrdic  de  L:r.iiiil(iir  rini>-;.int(\  sonl 
/l  —  l,u/J  —  1,7/1  -i-v  —  1;  II-  ilr-n-  cl  1,1  clii-sc  ^uiil  1,-^  iii.'iiic^ 
pour  If  iiitintMii  cxi  li-  i|iif  puni-  le  cNcIf  piinnlil. 

Dans   l.l   siiilc.   mui^   >up|(n^fl()||^    tiill)iillls  (|iir  1,1  ciMiiipir   (liicc- 

Irice  1"  rciKonlic  l.i  CDiiiltc  (.  en  do  poiiils  disliiicts,  iiinsi  (Uic  s;i 
pohiirc  ri'cipioipic,  ri  (|iif  ces  pnmts  sont  origines  de  cvelcs  du  prc- 
iiiitT  dr^ii-  cl  de  1.1  |iiciiiit  Tf  classe.  Si  la  laii^enli'  en  un  point  M 
de  (î  esl  liini;fnlf  à  ï  s;ins  ipic  .M  soll  sur  1\  un  c^l  riiiuriK'  ;m  ciis 
nrécédenl,  i;ir  le  |H)int  coii cspond,!!!!  M,  de  l:i  p(il,iiri'  n'cipiMMiiic 
(i,  sera  sur  -  sans  ij m-   l,i  l,ini;riilr  en  M,  à  (1,  xiit    t,ini;cnlr  ;'i  ï. 

127.  Lia  ut  iliiiuu'i-  une  ((niihc  al  urluit/iif  i/iic/cnii'/iic,  nu 
peut  lui  fdirr  foiirspniulrc.  jxniit  /ut  r  point ,  pur  uiir  I  laiisfor- 
uu/tion  hiidlioiini'llr.  une  nuliv  cnurhc  ali^rl>ri(/ii<-  n'ayant 
t/ue  des  cyc/rs  /i/tcaircs. 

Il  sullît  é\ideninicnl  de  nionlrer  qiir.  si  une  courbe  algt^hriquc 
a  des  cycles  de  degré  supérieur  à  un,  on  |><'iil,  par  une  Iransforma- 
lion  biralionnelle,  abaisser  le  degré  d'un  de  ces  cycles  sans  aug- 
menter le  degré  d'aucun  autre  cycle.  Soient  n  et  v  le  degré  et  la 
classe  du  cycle  considéré;  appliquons  à  la  courbe  la  transfor- 
mation précédente,  la  conique  directrice  S  n'ayant,  comme  il  a 
déjà  été  expliqué,  aucune  position  particulière.  Si  v  est  inférieur 
à  n,  le  degré  du  nouveau  cycle  sera  égal  à  v,  et,  par  conséquent, 
inférieur  à  /?.  Si  v  est  supéi'ieur  à  «,  le  degré  du  nouveau  cycle 
sera  égal  à  /<,  mais  sa  classe  sera  v  —  n.  En  répétant  la  transfor- 
mation par  rapport  à  la  conique  ï  ou  à  de  nouvelles  coniques  un 
nombre  assez  grand  de  fois,  on  finira  par  arriver  à  un  cycle  dont 
la  classe  sera  inférieure  ou  égale  à  n.  Dans  le  premier  cas,  une 
nouvelle  transformation  abaissera  le  degré  du  cycle. 

Le  seul  cas  qui  demande  un  examen  particulier  est  donc  celui 
oiî  la  classe  est  égale  au  degré  ou  à  un  nuiltij)ie  du  degré.  Em- 
ployons les  coordonnées  cartésiennes  et  supposons  qu'on  ait  pris 
pour  origine  des  coordonnées  l'origine  du  cycle,  l'axe  des  jk  ne 
coïncidant  pas  avec  la  tangente  au  cycle.  Le  développement  de  y 
contiendra  un  certain  nombre  de  termes  entiers  en  ce, 

j  =  P{x) -^  Ax''^" -h  AiX^      "    -h  .  .  .  o<a<rt, 


'it8o  I  II  \  i>i  Tiii:   \  I. 

a 

l*(.r)  clc'si<;nanl  un  |)f>l\n(»mr  di-  (Ic-n-  y  ;iii  pltis,  cl  iS.x  "  élanl 
II'  premier  terme  ;'i  expos;ml  finctioiniiiirc.  I.es  y  premières  déri- 
vées )'',  y",  . . . ,  y''l^  eonservciil  mn'  \  ilcnr  (iiiie  pour  .r  =  o,  mais 
la  dérivée  suivante  y^9^'>  est  inliuir  pour  l'origine  des  coor- 
tlonnées. 

I>e  cvcle  transformé  a  pour  uiigine  un  point  (a,  0),  et  nous 
supposerons  qu'on  a  choisi  les  axes  de  façon  que  la  tangente  ne 
soit  pas  parallèle  à  Taxe  des  j'.  Le  dè-veloppemenl  de  Y  —  />  sera 
de  la  l'orme 

Y  — />  =  Q(X  — a)-i-B(X-rt,)''^«  -   ...         (.  •:  a<«, 


(^(X  —  a)  étant  un  polynôme  de  degré  /•  au  j^lus,  et  B(a'  —  a)  '^    "  le 

ju'cmier  terme  à  exposant  fractionnaire.  Les  dérivées  Y',  Y", ...,  Y^''^ 

^ont  fîmes  pour  X  =  a,  mais  la  d»''ii\ée   sui\ante  "^  ^'■+''  devient 

iulinie. 

Soit 

/{x,j;z)  =  <. 

l'équation  rendue  homogène  de  la  conique  directrice  -;  le  point 
(X.  Y),  qui  correspond  au  point  (x,y),  est  à  l'intersection  des 
deux  droites 

Ou  tire  de  là 
on  aura  ensuite 


Y-  _  d\  _  f)x       Oy 


d\        à'o        âo     ,       do 

ôx    '    dy-^  ~^  dy'-^ 


=  ^{■'f^,y,y\y")- 


La  fraction  qui  donne  Y'  n'est  pas,  il  est  aisé  de  s'en  assurer, 
indépendante  de  )",  de  sorte  que  Y' dépend  bien  elTectivement 
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.iNMil.l.K! 

il.*/'('  ).  Oïl 

1    iUll 

a  nisuili- 

v-^'^ 

oF 
Or 

.)F     ,      dF     ,       dF     „ 

Oo        0<f     ,  ^     Oo      , 
oi'^  ôy^  "^'  dy'  ^ 

-^  W.Sr.y 

r-n  posant 

OF 

''y 

•y,y\y'^     '^•j 


t>o       dm     ,        Om     , 

— ^  -f-  ■?•  y  -'• — ^j 

O.r        i)v''  ôy  '' 


\  "  --  ll„(r,  J.  J 


oy 

Oy" 


tr^jh')' 


Oo         Oo 
ôx'^'ÔJ--'      ■    Oy 


Suj)posons  ([u'oii  ail  choisi  les  coclTicicMils  do  la  coiii'iiic  diicc- 

1     /•  oV        ô-s        Oo     ,        Ors      ,,  .       .  I 

liicc  de  façon  nnc  -—■,  el  ~  -\ y  ■+-  —i  V   no  soient  pas  nuls  pour 

'        Oy         Ox        Oy-^  Oy  -  '  ' 

l'origine.  La  première  dérivée  Y'"^,  qui  deviendra  infinie  pour 
l'origine  du  cycle  transformé  sera  la  dérivée  d'ordre  q.  On  adonis 
/•  =  r/  —  I,  c'est-à-dire  rpie  les  termes  fractionnaires  apparaissent 
un  rang  plus  lot  dans  le  cjcie  transformé  que  dans  le  cycle  primitif. 
Comme  on  peut  répéter  la  transformation  tant  que  y  est  supé- 
rieur à  -i,  on  finira  par  arriver  à  un  cvcle  représenté  par  un  déve- 
loppement tel  que 

y  =  ax  -\-  bx^-  -^  ex     "  -^  .  .  .  <)<^oc  <  Il 

ou,  en  changeant  les  axes, 

a 

y  =  Ox-  -h  ex     "-;-.... 

En  coordonnées  homogènes,  ce  cycle  est  représenté  par  les  <'(|ua- 

tions 

x  =  t",        y  =  br-'i -^- cr-''+^+ ...,        z  =  i. 


(')  On  peut  s'en  rendre  coiiiple  a  priori.  Si  \'  ne  dépendait  que  de  x,y,  y', 
la  transformation  serait  une  transformation  de  contact ,  c'est-à-dire  qu'elle 
changerait  deux  courbes  tangentes  en  deux  courbes  tangentes.  Or  à  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  C  correspond  celle  tangente  elle-même;  les  deux  courbes  ('. 
cl  C  auraient  donc  les  mêmes  tangentes,  ce  qui  est  impossible. 


5>.S-^.  I  II  \  l'ii  II  i:    V  I. 

Si  Ton  ^c  repolie  ;iii\  e.ileiil-  du    |);ii;ii;riiplie  précédeiil.  nn  trouve 

pour    le^   (ooi  (loiin('e>    iriin    ikhiiI    du    e\(le,    iiiiiè».    une    noii\('Ile 

li;ms((Hin;ilioii. 

\  —  —  «/"-<  -f-  .. . 

/,  -         //  /2"-'  -(-  -xii  h  /'•"-'  -t-  . . . 

Les  expressions  X,  /,  Y -h  :>.^Z   coiiinicncenl   par  des  Icrnies  de 
(leg:ré 

/(  —  !  ,  i  II  —  I  ,  m  —  I  -(-  a  ; 

la  classe  du  nouveau  cycle  est  égale  à  a,  qui  est  <<  n.  Une  dernière 
Iransformalion  abaissera  donc  le  degré  du  cycle. 

Nous  voyons,  en  résumé,  qu'on  peut  toujours,  par  une  suite  de 
transformations  d'Hal|)hen,  abaisser  le  degré  d'un  cycle,  si  ce 
degré  est  supérieur  à  l'unité.  Comme  cette  transformation  n'aug- 
mente jamais  le  degré  d'un  autre  cycle,  la  proposition  énoncée  se 
trouve  établie. 

128.  On  n'a  i)as  épuisé  ainsi  tout  le  parti  que  l'on  jicut  tirer 
de  la  transformation  d'Halphen.  Une  courbe  n'ayant  que  des  cy- 
cles linéaires  pourra  avoir  des  points  multiples  d'ordre  quel- 
conque, et  en  chacun  de  ces  ])oinls  multiples  il  pourra  y  avoir 
des  branches  de  courbe  ayant  un  contact  d'un  ordre  aussi  élevé 
qu'on  voudra,  chacune  de  ces  branches  étant  représentée,  avec 
des  axes  convenables,  par  un  développement  de  la  forme 


où  ne  figure  aucun  exposant  fractionnaire.  Appliquons  à  cette 
courbe  C  la  transformation  par  rapport  à  une  conique  directrice  ï 
n'ayant  pas  de  position  particulière.  Si  deux  cycles  de  C  ont  la 
même  origine  sans  être  tangents,  les  cycles  correspondants  de  C 
n'auront  pas  la  même  origine;  un  point  multiple  d'ordre  /•  à  tan- 
gentes distinctes  est  donc  remplacé  par  ;•  points  distincts.  Si  deux 
cycles  de  C  ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  /?,  les  cycles  cor- 
respondants de  C  auront  un  contact  d'ordre  n —  i,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  plus  haut;  car,  d'une  manière  générale,  Y'"^  dépend 
<Je  x,y,y\  . .  .,jK^"+'^  et  est  une  fonction  linéaire  de  j)-("+0.  Par 
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suite,  en  a|)|)lii|iiiiiil  It  1 1  .ui-'rnriiKil  ion  aiil.inl  dr  Im^  (jn'il  rsl 
nt'cessairc,  on  rcm|>l.n  iim  i.mi»  ]<■->  (•\ilr>  dr  (.  ;i\,iiil  iiih-  ori- 
^iiK-  cniiiiiiiiiK'  p.ir  "lr>  cvclo  ;i\;iiil  Imilcs  leurs  (iri^iiio  dillV- 
irnlfx.  On  ;i  t//s/>r/si-  .lin-i  lnnU's  Ks  siii^ularilés  de  la  cuiiiltr 
.loniirr. 

li  rrstc  à  c\aminrr  -i  l'on  ii'iiil  iddiiit  pas  des  siniriilarifi's  nnii- 
vclles,  flia.liM-  foi>  .pr.-n  a|.|.li.|iir  la  1 1  an.Inrnial  Inn  d"llal|,l,rn. 
C,  C,  ïa\anl  lonjuni-  la  inniir  m- ii  i  lical  Ion .  -..il  \  nn  poini 
f|Hclcoii(|nr  du  plan:  pour  rccon  n.i  il  i  v  -1  <c  poinI  N  appail  km:  I  a 
I;,  cniiil.r    C.    on    pror.Ml.ra    .oninic    d    --iiil.     Soil    I'    la    p.dalicdn 

point  .N    par   lappoil    à   1  cl    M,,   M, M,„    \r.    ni    p<.lnl.    din- 

IcrsiH-lioii  i\r  icllc  polaire  avec  la  c(miiI.c  donin'cC;.  l'oiir  ipic 
le  point  N  apiiaiiicuiic  à  la  coiirlic  (7,  il  l'aiil  cl  il  MiClit  (pic  la 
tangente  à  la  cmirl)e  C  i-n  un  des  poinis  M,  aille  |)a^scr  |)ar  le 
point  X.  S'il  en  est  ainsi,  il  y  aura  en  général  un  -cul  point  M, 
salitifaisant  à  celte  condition.  Le  point  N  sera  un  |)oiiil  doiililc-  si 
les  tangentes  à  la  coiiilic  (  ".  en  dcn\  des  |)oinl>  M,  \itiit  passer  en 
N:  en  écri\ant  ces  conditions,  un  a  dcu\  lelalions  pour  déter- 
miner les  coordonnées  {j-'^i,  y»)  du  [)oint  N.  Il  y  aura  donc  en 
général  sur  C  un  certain  nombre  de  points  douilles  provenant 
de  la  superposition  de  deux  points  distincts  de  C.  Il  n'y  aura  pas 
de  point  triple,  si  la  conique  ï  n'a  pas  été  prise  d'une  façon 
particidièrc,  car  il  faudrait  que  les  tangentes  en  trois  des  poinis 
M|  soient  concourantes,  ce  qui  exigerait  évidemment  une  relation 
entre  les  coefficients  de  S.  Pour  la  même  raison,  les  tangentes  aux 
nouveaux  poinis  ilouMcs  seront  distinctes. 

Ce  qui  est  vrai  d'une  seule  transformation  s'applique  naturel- 
lement à  une  suite  de  transformations  et,  en  réunissant  tous  les 
résultats  qui  ont  été  établis,  on  peut  énoncer  l'iniportant  théo- 
rème dii  à  M.  Nother  ('  )  : 

A  toute  courbe  plane  algébrique  on  peut  faire  corres- 
pondre,  par   une   transformation  biraiionnelle ,    une    autre 


(')  En  réalité,  M.  Nuther  a  seulement  dénionlré  qu'on  peut  Iransforiner  toute 
courbe  algébrique  en  une  autre,  qui  n'a  que  des  points  multiples  à  tangentes  dis- 
tinctes, ce  qui  suffit  dans  la  plupart  des  applications.  Vu  sujet  de  cette  question, 
on  pourra  consulter  deux  Notes  récentes,  dans  les  Comptes  rendus,  de  M.  Poin- 
caré  (t.  CXVII,  p.  i8)  et  de  xM.  Simart  (t.  CXVI,  p.  1047 ). 
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coiirhr  plani'  <il  iirhriijUf  ,  n'dvinil  (raiilics  poinls  m  ii/li/tlcs 
ijitc  (les  pninis  (Imililcsi  a   lan umtrs  disl inchs. 

Il  csl  |icrmis  de  supposer  (|iic.  diiris  rt-Wc.  I  iMiisformal  loii ,  les 
cxclcs  (le  1,1  prcmirrc  ciiiirhc,  (|iii  oril  leur  orif^iiic  en  un  |)()iiiL 
miilli|)li',  concspoïKlcnl  Ions  ;'i  des  cycles  de  la  seconde  courbe 
;i\;inl  leur  origine  en  des  points  simples.  Ccsl  ce  (pii  ii'sulle  bien 
(  l.ilrcnuMU  des  déveIo|)j)Cinenls  qui  jirécèdcnt. 

hit).  Ijiinl  donnée  une  courbe  alg('l)ri(|ue  plane  représentée 
par  It-cpialion 

(7)  ?{z,u)  =  o, 

on  appellera  genre  de  cette  courbe  Je  genre  de  la  surface  de 
liieniann  correspondante,  t|uand  on  regarde  a  comme  une  fonc- 
tion de  ;  définie  j)ar  la  rcdalion  {-).  D'après  le  théorème  du 
n"  l!2!2,  ce  nombre  ne  dépend  pas  des  axes  de  coordonnées  et,  plus 
généralement,  se  conserve  par  toute  transformation  biralionnelle. 
Proposons-nous  d'évaluer  le  genre  d'une  courbe  dont  les  seuls 
points  singuliers  sont  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes 
et  des  points  de  rebroussement  de  première  espèce.  Nous  choisi- 
rons pour  cela  les  axes  de  coordonnées  de  façon  à  satisfaire  aux 
conditions  suivantes  :  i"  la  courbe,  supposée  de  degré  /??,  a  di 
points  distincts  à  linlini,  et  aucune  asymptote  n'est  parallèle  à 
l'axe  des  u  ;  2°  aucune  tangente  en  un  point  multiple  n'est  parai  • 
lèle  à  l'axe  des  u  ;  3"  les  tangentes  parallèles  -a  Ou  ont  un  contact 
du  premier  ordre  avec  la  courbe. 

La  surface  de  Riemann  correspondante  aura  m  feuillets  et 
IN  + /•  points  de  ramification  simples,  provenant  des  ;■  points  de 
rebroussement  de  première  espèce  et  des  N  points  où  la  tangente 
est  parallèle  à  Oy.  On  aura  donc  pour  le  genre/?  (§  109) 

p  =  -. m  -+-  I . 

2 

En  groupant  ensemble  les  termes  du  même  degré,  F(;,  u)  peut 
s'écrire 
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z,„{i,c)  claiil  lin  |iolvnomo  lio  ti«'grr  /;/  en  '.  Ici  (|iif  r('(|ii;iii(iii 
'i„,     ;  o  ail  ///  racines  dislincles  c c,„.  On  .1  <li-  nu  m.- 

où 

I.c  n''->iill;il  (If   rt'liiiiiii.ilioii  lit}'  tiilic  li>  di-iix  ('(iiiiilioir-» 

est  une  éqiialion  cnlièri-  en  c 

(S)  Al  0 -^  I  J  F,  (;.;//)  =  o, 

.111  //, .  //.,.  ...,  //,„  design  (Mil  les  fn  racines  de  l'équalion  F  =  (i  ;  l(z) 
esl  un  jiolynume  entier  en  z  de  degré  m  {m  —  1).  En  enVl.  cVsl 
une  fonction  symétrique  entière  de  ?/,,  ...,  11, nC^-,  pai- siiilc  un  |io- 
lynome  entier  en  z.  Pour  évaluer  son  degré,  considérons  les  /// 
valeurs  de  u  dans  le  domaine  du  point  ;  ^  oc  ;   on  a  par  exemple, 

dans  ce  domaine. 

a'i 
Kl  =  c/  c  +  a(,  -1 —  . .  .  , 

de  sorte  que,  dans  F,(c,  f//),  le  terme  du  degré  le  plus  élevé 
sera  ::'""' 'j;^,  (i ,  c/)  puisque,  par  hypothèse,  cp^„(i,r/)  n'est  pas 
nul.  Le  produit  des  m  facteurs  analogues  sera  donc  de  degré 
m  {  m  —  fi . 

Les  racines  de  l'équalion  (8)  ne  peuvent  pro\enir  que  des 
points  multiples  et  des  points  simples  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  parallèle  à  Ou.  Examinons  d'abord  ces  derniers  points.  Si  au 
point  («,  b)  la  tangente  est  [larallèle  à  Ow,  on  a,  dans  le  voisinage 
de  ce  point, 

¥{z,u)  =  \{z  —  a)  —  'Q{u  —  bY-^C{z  —  a){u  —  b}-^... 

les  coefficients  A  et  B  n'étant  pas  nuls,  d'après  les  hypothèses 
faites.  Les  deux  valeurs  de  ?/,  qui  deviennent  égales  à  b  pour  z  =z  a^ 
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sonl  rt'prcsenlccs  p;ir  un  mriiic  clt''V(l(»|»|(riii(iiL 


„_(,  =  ^/.-^.-„ 


où  Fou  iilliil»iio;mr;i(li(;il  \^  z  —  a  scs  deux  «li'icrmiiiiilions.  D'iiiilro 
,Mrl...Ma 

l-,  ^  '^--  r-.:tB(ii-b)~hC(z  —  a)-^- 

Ou 

Si   dans  V,   on   rcinplaco    ii    par   une   des  racines  piv-cédenles,    le 

résultai  sera  d'ordre  -  en  (:;  —  a).  Comme  il  v  a  deux  facteurs  de 

celle  espèce  dans  A(:;),  on  voil  que  A(;)  esl  divisible  simple- 
ment par  :;  —  a.  Ainsi,  les  abscisses  des  points  de  contact  des 
tangentes   parallèles  à   Om  donnent   des   facteurs   simples    dans 

Supposons  uiainlenanl  ([ue  le  point  (r/,  h)  soit  un  point  mul- 
tiple (Tordre  y  à  tangentes  distinctes,  aucune  de  ces  tangentes 
n'étant  parallèle  à  0«;  F  (c,  u)  peut  alors  s'écrire 

F(.^  u)  =  {z  —  ayi-z;,,  ('  ,  "~^' j  ^  (;;_  a)'/+l  Q^. 

'j^(i,c)  étant  un  polynôme  de  degré  q  n"ayant  que  des  facteurs 
simples.  De  même 

F,  (.;,  «)  =  (--  «)^-'  ?:,  (i  '  ^Zi)  -+-■■•  • 

Si  Cl,  Co,  ...,  Cq  sont  les  q  racines  distinctes  de  l'équation 
o^(i,  c)  =  o,'les  q  valeurs  de  «,  qui  deviennent  égales  à  h  pour 
^  =  rt,  sont  représentées  par  q  développements  de  la  forme 

Ui  —  h  —  Ci{^z  —  a)  -\-  dii^z  —  a)"-  -\-  .  .  .  •. 

F,(;;,  w;)  sera  du  degré  {q  —  i)  en  [z  —  a),  car  son  premier 
terme  est  {z~a)i~^  'fv(ij  ^d-  Comme  \\y  diq  facteurs  analogues, 
A  (;:)  sera  divisible  par  (^  —  a)9'^?~'^  ;  un  point  multiple  d'ordre  q 
à  tangentes  distinctes  donne  dans  A(5)  une  racine  multiple  d'ordre 
q  [q  —  i)  de  multiplicité. 

Enfin  supposons  que  le  point  («,  b)  soit  un  point  de  rebrous- 
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si'iiK'Ul  <!<•  prt'inirif  csprcr.  «>ii  |,i  laii-.iilr  ii\-st  \y.\<  par.illrir  :'i 
Ou.  En  lraiis|i()il;ml  rmi^iin'  <ii  ti-  |)()iiil,  ce  i|iii  f^l  l'v  idiimmnl 
lirrmi-*,  on  a 

i-,  (  I .  ///  I  II  «'tnnl  pas  mil,  cl 

]-\'  z.  1/  ■  ,  \     ,1     -  m  z)  -i-  z-  -w'^   (  l  ,        )  ->r   .  .  .  . 

Les  deux  valeurs  Ar  //,  ipii  dcx  iiMincnt  nnllos  pour  r  ^  o,  oui  un 
même  d('veloj)|)eiin'iit  de  l.i  luiinr 

Il     -  m  z  -     %z-  -      .  .  .  .  -j   .    ii; 

1',    z.  Il  )   <>|   de  di'mé  -  et  par  siiile    A(3)    esl   divi>il)le    par    c-'. 

(  Il  pdiiil  (II-  r(d)roiissenient  d(^  |)reniièrc  espèce  donne  donc  uik; 
racine  lri[)le.   Mu  écri\aiil  (|iir  l{z)  esl  Ar   degré   m  [m —  i),    il 

vient 

\  -f-  X  Y  (  y  —  i)  -T-  ir  =--  nii  m  —  1  i  : 

portons  la  valeur  de  N  dans  la  fornuilc  qui  donne />,  il  reste,  toutes 
r('diielions  faites. 


^  H  w  — ^>  I  _  y  y  (  7  —  I  ) 


Si,  en  particulier,  la  courbe  n'a  que  d  |)oints  doubles  à  tangentes 

distinctes,  on  a 

{m  —  I  ) (  ni  —  ■>.)         , 
(  10)  />  = —(l—r\ 

on  retrouve  ainsi  la  définition  géométrique  du  genre. 

La  comparaison  des  deux  formules  (9)  et  (10)  montre  quV/« 
point  de  vue  du  genre,  un  point  multiple  d^ordre  q  à  tan- 
gentes distinctes  équivaut  à  — points  doubles  ordinaires. 

130.  Appliquons  ces  considérations  aux  courbes  pour  lesquelles 
p  a  les  plus  petites  valeurs.  SoitC  une  courbe  de  genre  zéro;  d'après 
le  théorème  de  M.  Xother,  on  peut  lui  faire  correspondre,  point 
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|);ir   poiiil,   une    ((imite  (",',   ;Mi.s>i   du    -nue  /éio.    n^ivaiil  i]ii('   do 

points  (louldcs.  Si  cclU-  ((.iiiIm'  ('/  est  du  (l(>-i('-  ni,  elle  possédera 

le  nombre  luaMmiim  de  |)<)iiil>  doiililo,  sitil  ^  —  •   ur, 

les  coordoniK'o  d'iiii  point  d'une  pareille  conihc  scxprimenl, 
(i.ninie  (ui  s.iil,  par  des  fonelions  ralionnelles  d'un  paramètre 
\.iri.d)le  /.  de  la(;on  (ju'à  un  poinl  variable  de  la  courbe  ne  corres- 
ponde (urum-  \aleur  de  /.  Il  suCdl  de  couper  la  courbe  C  par  un 

(aisccau  de  courbes  de  degré  (/;/  — i)  passant  par  les  -  ^ 

points  doubles  et  par  •>  m  —  3  points  simples  pris  à  volonté  sur  C, 
ou  par  un  faisceau  de  courbes  L-m-i  passant  par  les 

|)oinls  doubles  et  par  ///  —  3  points  simples  de  C. 

Inversement,  supposons  -;  et  a  exprimées  par  des  fonelions  ra- 
tionnelles quelconques  d'un  paramètre  t 

le  poinl  de  coordonnées  (;,  u)  décrit  une  courbe  G  de  genre 
zéro.  Si  à  un  point  de  la  courbe  C  ne  correspond  qu'une  valeur 
de  /,  la  démonstration  est  immédiate.  Des  formules  précédentes 
on  tire  en  eflet  t  =  W(r,  //),  T  étant  une  fonction  rationnelle,  et 
la  courbe  G  correspond  point  par  point  à  la  courbe  de  genre  zéro, 
w  =  t.  Elle  esl  donc  elle-même  de  genre  zéro. 

Lorsque  plusieurs  valeurs  de  t  donnent  un  même  poinl  (c,//), 
la  représentation  esl  impropre,  et  le  raisonnement  précédent  ne 
s'applique  plus.  Mais  M.  Liirolh  (')  a  démonlré  qu'il  suffit  d'un 
simple  changement  de  la  variable  indépendante  pour  être  ramené 
au  cas  précédent.  Soient 

les  expressions  des  coordonnées, /(a),  '.p(À),  'iQ-)  désignant  trois 
polynômes.  Nous  supposons  qu'il  existe  n  valeurs  de  l.  donnant 
le  même  point  (r,  u)  ou,  d'une  façon  plus  précise,  que  les  deux 
équations 

^'-'>  'lHÔ-^â)'  (}.(X0        .l(A)' 


C)  LijROTH,  Mathematische  Annalen,  t.  IX,  p.  i63. 
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onl,  quel  que  soit).,,  n  racines  communes  À,,  ),.,  . . .,  ).„.  Ces  n  ra- 
cines sonlen  p;i'n(ral  dislinclcs,  sauf  pour  des  valeurs  parliculières 
«le  ).|.    Kn  ell'el,  ccri\()us  les  ('•(|ualioiis 


(|3) 


/(X)4/(X,)-<î.(X)/(X,)  =  o, 
«(X)'i/(X,)  — t!/(X)'iO.,)  =  o: 


À     /.,    «'lail     iiiir     lacinc    mulliple    tic    ces    deux    cqualiiiii> 
I  u  ra  i  l 

/(X,)^(X,)-.M>w)/(>..)-o, 

/'(X/)4'(>-i)-'>'(X,-)/(X,)  =  o 


'l  par  suili 


/•(X,V'.(X,-.-6'(X,)/(X,) 


Le  rapporl  •■; — ^,  serait  donc  une  constante;  or,  la  racine  mul- 

liple  )/  varie  évidemment   avec  ).|,  cl  riivpotlièsc  est    inadmis- 
sible. 

Si  tionc  on  ciierclie  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes /(À)'M>n)-'K^)/(>-0  cl  o{\)'l{\,)  ~ 'IÇk)'oÇk,), 
on  obtient  un  polynôme  de  degré  n  en  1,  qui  n'est  autre  que  le 
produit  (X  —  À,  )(a  —  A^)  •  •  •  0-—  '^^n),  abstraction  faite  d'un  fac- 
teur indépendant  de  Â.  Soit  6(X,A,)  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur 5  comme  les  deux  polynômes  précédents  ne  font  que  changer 
de  signe  quand  on  permute  ).  et  A,,  <!/().,  X,  )  sera  aussi  du  degré 
n  en  À,, 

-!.(X,X,)-cpo(X,)X«  +  ç>,(X,)X«-i -+-... +  Q„(X,), 

'^0  0-t)-i  'f  1  0^\)j  •    ■,  'fnO^i  )  étant  au  plus  du  degré  n  en  A,. 

Si  dans  l'équation  'i;(X,  À,  )  =  o  on  remplace  successivement 
X,  par  Àj,  . . .,  A«,  cette  équation  aura  toujours  les  mêmes  racines, 
car  les  valeurs  A,,  ^.o?  •  •  •?  ^^«  ci"i  correspondent  à  un  même  point 
{z,  u)  forment  un  groupe  inséparable.  Il  s'ensuit  que  les  coeffî- 

.  ^/(^)  I  A  I  1  ,  ^ 

cients  ;'— ry-  reprennent  les  mêmes  valeurs  quand  on  y  remplace  À 

par  A|,  Ao,...,  À„.  Choisissons  'fiQ^)  de  façon  que  ce  coefficient 
se  réduise  pas  à  une  constante,  et  posons 

^^^  o/(X). 

'"-       Oo(X)' 

A.    ET    G.  IQ 


ne 
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;i  lin  poiiil  (--.  1/)  (le  l;i  couihc  coiisidcn'o  correspond  une  seule 
Nalciirdc  'A.  I iivcrscMiK'iil  à  une  valeur  qiielcon(jue  de  [i.  corres- 
poiidcul  iiu  i)lus  n  valeurs  de  À;  or,  si  A,  esL  une  de  ces  valeurs, 
les  autres  valeurs  du  même  groupe  )-,).;,,  . .  . ,  ).„  vérifienl  la  même 
éipialion.  11  s'ensuit  que  celle  équalion  csl  l)ieu  du  degré  n  en  A 
cl  qu'à  une  valeur  de  u.  ne  correspond  qu'un  poinl  (:;,  u).  Si  donc 
un  prend  v.  pour  variable  iudépendanle,  on  voil  que  z-  el  u  s'ex- 
piiineroiiL  ralionncllemenl  au  moyen  de  [j.,  cl  (ju'invcrsement  u. 
sera  une  foncllon  ralionnelle  de  ::  el  de  u. 

Considérons,  par  exemple,  la  courbe  représenléc  par  les  équa- 
ti(Uis 

_  (X-2-4-,)2  _        X(X--  +  I) 

l'n  appliquant  la  mélhode  précédenle,  on  trouve 

La  représentation  est  donc  impropre.  Mais  si  l'on  prend  pour 

paramètre 

'  1 

on  vérifie  que  ;;  el  u  s'expriment  ralionncllemenl  en  a 
i^ _  [J^ 

"  ~    [X^  -h  l'  [X'  -h   I 

et  Ton  a  inversement 

u 
F  =  --  • 


431.  Étant  données  deux  courbes  de  genre  zéro  C,  C,  on  peul 
toujours  les  faire  correspondre  point  par  point  d'une  infinité  de 
manières.  Soient,  en  efi'et, 

les  formules  qui  concernent  les  coordonnées  d'un   point  de  C, 
y,  z,  ~  étant  des  fonctions  rationnelles, 

Z  =  F(T),        U  =  'ï'(T),         T  =  n(Z,  U) 
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les  formnios  analo|,'uos  j)Oiir  (",'.  Si  l'on  ('taMit  vuiir  (  cl  'I'  une 
rclutiun  lincaiic 

(i4)  AT/-r- n/ -T-CT-^D  =  o. 

on  voil  (jiM-  Z,  l  .s'expriment  ralioniirllciiiciil  :iu  ino\<ii  de  ;,  // 
el  invrrsi'iiUMil.  On  a  ainsi  la  transfornialion  hiialioiiiiolI(>  la  plus 
générale  que  Ton  |)tiisse  «''lahlir  ciilre  les  j)oinls  des  deux  coiiihes 
C,  C;  il  est  elair,  en  ell'cl.  (pu-  toute  e<}rres[)ondaiicc  hiralion- 
nelle  entre  les  points  de  ces  deux  courbes  donnera  entre  /  el  T 
une  relation  al^i'-ljricpic  qui  devra  cire  du  premier  degré  |iar  raj)- 
porl  à  chacune  des  variables.  La  relation  (i4)  dé[)end  de  trois  pa- 
ramètres tlonl  on  jx'ut  disposer  de  façon  qu'à  trois  points  déter- 
minés de  C  correspondent  trois  ))oints  arbitraires  de  C.  Comme 
cas  particulier,  il  peut  ariiver  (|ue  ces  deux  courbes  coïncitlent, 
et  l'on  voit  (\u'il  existe  une  infinité  de  transformations  hira- 
tionnclles,  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires ,  par 
lesquelles  une  courbe  du  genre  zéro  se  change  en  elle- 
même. 

Les  intégrales  abélienncs  relatives  à  une  pareille  courbe  se  ra- 
mènent immédiatement  à  des  intégrales  de  fractions  rationnelles. 
Il  n'y  a  pas  d'intégrale  de  première  espèce. 

132.  Passons  au  cas  oi!i  ^^  i.  Etant  donnée  une  courbe  du 
premier  genre  C,  nous  pouvons  toujours  supposer,  d'après  le 
théorème  de  M.  N()tlicr,  qu'elle  n'admet  que  des  points  doubles  à 
tangentes   distinctes.    Si  elle    est   de    degré  m,    elle    aura    donc 

1= points    doubles.    Ces 

1  2  '  -i 

points  doubles,  joints  à  îu  —  i  points  simples  pris  à  v^olonté 
sur  C,  déterminent  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  ni  —  2, 
C«_2,  car 

m( m  —  3 )                         (m  —  2 ) ( m  -i-  t "i 
M-  m  —  1  — I . 

2  2 

Soit 

(i5)  c.{z,  u) -\- t<l( z,  u)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  de  ce  faisceau  ;  elle  rencontre  la  courbe  G 
en  m{ni  —  2)  points  dont  deux  seulement  sont  variables  avec  /. 
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l'^ii  c(Ti'l,  chaque  point   doiiMc  ((>iii|ilc   |)f)iir  dnix  poliils  d'intcr- 

scclion,  cl  l'on  a  hicn 

m  (m  —  3)  -\-  ni  —  2  =  m  (  ni  —  ■?.)  —  2     ('  ). 

On  (tltlicndr;!  les  coorthtnnccs  de  ces  deux  points  d'intersec- 
tion variables  par  la  résolulion  d'une  équation  du  second  degré  à 
cocrilcients  rationnels  en  /,  de  sorte  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  G  s'exprimeront  au  niojen  de  l  par  des  formules  de  la 
l'orme  suivante  : 


(16)  <  '  __ 

_  Pi  +  Q,v/K(0 

P,  Q,  P,,  Q,,  S,  S,,  Il  étant  des  polynômes  entiers  en  i,  dont  le 
dernier  R(/)  est  supposé  sans  facteurs  multiples.  De  considéra- 
lions  géométriques  bien  connues  (-),  on  déduit  que  K(^)  est  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré;  c'est  aussi  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  général  sur  la  conservation  du  genre.  Po- 
sons, en  cflet, 

des  formules  (i5)  et  (16)  on  tire  t  et  w  en  fonctions  rationnelles 
de  z-  et  de  «.La  courbe  G  et  la  courbe  G'  représentée  par  l'équation 
iv-=  R(<)  se  correspondent  ainsi  point  par  point  par  une  trans- 
formation birationnelle.  La  courbe  G  étant  de  genre  un,  il  doit  en 
être  de  même  de  la  seconde  courbe,  ce  qui  exige  que  R(^)  soit 
du  troisième  ou  du  quatrième  degré  (§  109). 

Si  R(i)  est  du  troisième  degré,  la  seconde  courbe  sera  du  troi- 
sième degré.  Si  R(i)  est  du  quatrième  degré,  soit  a  une  racine 
de  l'équation  R(^)^  o;  la  transformation  birationnelle 

,_.,,'        ,„  _  r 


(')  Si  un  seul  des  deux  points  d'intersection  inconnus  était  variable  avec  t, 
les  coordonnées  de  ce  point  seraient  des  fonctions  rationnelles  de  t,  et  la  courbe 
serait  du  genre  zéro.  On  peut  employer  aussi  un  faisceau  de  courbes  C,„_„  pas- 
sant par  les  points  doubles,  et  201  —  9.  points  simples  de  C. 

(')  Clebsch,  Ueber  diejenigen  Curven  clereti  Coordinaten  sich  ais  elliptische 
Functionen  eines  Parameter  darstellen  lassen  {Journal  de  C  relie,  t.  LXIV). 
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ramène  rncorc  à  une  courljc  du  Iroisiùmi'  do<,'ré.  Ainsi.  //  tmiti' 
cotirhc  <lc  i^rnrc  un  on  peitl  faire  correspondre,  par  une  trans- 
formatin/i  liirationrwlle,  une  courbe  du  troisième  degré,  qui 
sera  nrcessaireutent  s<ins  point  double.  On  flil  que  la  cii!»ii|uc 
sans  poinl  double  est  la  courbe  nortnab'  du  premier  genre. 

Inversement,  les  roordonm-es  d'un  poinl  d'une  cubicpic  peuvent, 
et  d'une  infinité  de  manières,  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  d'un  paramètre  /  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du 
(juatrième  def^n-  en  /.  \\{(  )■  H  suffit  de  coupci-  ];i  (■iiiii.pn-  piir  un 
faisceau  île  tlroites 

passant  par  un  point  lixe  (^ro,  j'o)  choisi  arbitrairement  sur  celle 
courbe.  Les  racines  du  polynôme  Il(^)  ont  une  signification  géo- 
mélricpie  évidente;  ces  racines  sont  les  coefficients  angulaires  des 
quatre  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  {xq,  y^)  à  la  cu- 
bique. Quelque  soit  le  point  (xq,  j^o)  choisi  sur  celle  courbe,  ces 
quatre  tangentes  ont  même  rapport  anharmonique,  et,  par  consc- 

quenl,  linvariant  absolu  de  la  forme  biquadraliquc  l'\Wi—\  ne 

dépend  pas  du  point  (xo,  J'o)-  O"  n'obtient  donc  pas  de  représen- 
tations essentiellement  distinctes. 

Le  théorème  de  Géométrie  qui  vient  d'être  rappelé  se  démontre 
très  aisément  au  moyen  d'une  remarque  qui  peut  être  utile.  Sur 
une  courbe  du  troisième  ordre,  sans  point  double,  prenons  deux 
points  fixes  A  et  B,  et  soient  ).,  [x  les  coefficients  angulaires  des 
deux  droites  AM,  B.M  joignant  les  deux  points  A  et  B  à  un  point 
quelconque  M  de  celle  cubique.  Il  est  clair  qu'il  existe  une  rela- 
tion algébrique  entre  X  et  jj.,  et  cette  relation  doit  être  du  second 
degré  par  rapport  à  chacune  des  variables  ;  elle  est  donc  de  la 
forme 

\   ).2(A,a'--+-B,a-+-G) 

(       -^X(A,;JL2-^B,a-f-C,)+ A2;ji--i-B2iJL  +  C2  =  o 

et  peut  encore  s'écrire 

^^'  (       +[jL(BX2^B,À  +  B2)^CÀ2-f-CiX^C,  =  o. 

Si  la  droite  de  coefficient  angulaire  a,  issue  du  point  A,  est 
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tangente  en  un  autre  point  à  la  cubi(|ne,  les  deux  valeurs  corres- 
pondantes de  a  doivent  être  égales.  l*ar  suite,  les  coefficients  an- 
gulaires des  tangentes  issues  de  A  sont  les  racines  de  l'équation 
du  quatrième  degré 

""^  /  —  4(AÀ2— A,A -I- Aî)(C)>2-T-C,À-î-Cî)  =  o. 

l»c  nume,  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  du 
point  B  sont  les  racines  de  l'équation 

^'^  I  — 4(Aa2^Ba-^Gj(A5;jL2— BsijL  — C2;  =  o. 

Il  s'agit  de  faire  voir  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
racines  est  le  même  pour  les  deux  équations.  Comme  ce  rapport 
anharmonique  ne  change  pas  par  une  substitution  linéaire,  la  pro- 
position sera  évidemment  établie  si  l'on  démontre  qu'on  peut,  par 
une  substitution  linéaire  de  la  forme 

a'j.  ^  h  ,       a-jL  -^  3 

ramener  la  relation  (17)  à  une  relation  symétrique  en  A  et  ;j.. 
Choisissons  pour  cela,  ce  qui  est  toujours  possible,  les  coeffi- 
cients des  deux  transformations,  de  telle  façon  que,  pour  ).  =  o, 
l'équation  (17)  ait  une  racine  double  infinie  en  a,  et,  pour  ;j.  ^  o, 
une  racine  double  infinie  en  A.  Dans  ces  conditions,  on  a 

A2  =  82=0,        G  =  Cl  =  o 

et  la  relation  (i-)  prend  la  forme 

A  /.2  ;x2  ^  /.  -1  (  B  À  —  Al  ;jL  ^  B, ,)  -^  G,  =  o. 

Si  A,B  n'est  pas  nul,  il  suffira  de  remplacer  a  par  -j^  pour  être 

ramené  à  une  relation  symétrique.  On  ne  peut  avoir  A,B=  o;  on 
vérifie,  en  eff'et,  que  les  deux  équations  R(a)  =  o,  B.,(|jl)  =  o 
auraient  chacune  une  racine  double.  Ce  cas  ne  se  présenterait 
que  pour  une  cubique  ayant  un  point  double. 

133.  Considérons,  comme  application,  les  courbes  de  genre  un 
représentées  par  une  équation  binôme.  On  a  vu  (n'^  112)  que  ces 
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courbes  se  parlayenl  en  (|ualrc  {^roujxs;  N-s  tMjiialions  apparte- 
nant à  un  tnrine  grou|)e  peuvent,  par  cpiehpies  translurmallons 
simples,  ipii  sont  précisément  des  transformations  hirationnelles, 
être  ramenées  à  une  forme  tvpe.  On  peut  prentire.  par  exemple, 
pour  formes  Ivpes  les  suivantes  : 

(A)  u'-==(z-a)(z  —  b){z  —  c), 

(15.  u^  =  {z-a)iz  —  b), 

(Cl  ià  =  (z  —  a)(s  —  b)*, 

(D»  ti'-  ={z-ay{z  —  by. 

ÏNous  n'avons  évidemment  à  nous  occuper  (juc  des  trois  der- 
nières équations  (B),  (C),  (D).  Si,  dans  l'équation  (B),  on  pose 
//  =  /.  il  vient 


et  celte  éf|ualion,  jointe  à  la  relation  //  =  /,   donne  évidemment 
une  solution  du  problème. 

De  même,  dans  l'équation  (C),  posons 

z  =  a  ^  t- , 
il  vient 

u»  =  t-(t-  -+-  a  —  b)-, 
d'oi'i  Ton  lire 


f /  =  v' /  (^ < -  -t-  a  —  0). 
Enfin,  dans  l'équation  (D),  il  suffit  de  poser 

et  l'on  obtient  pour  a  la  valeur 


u  =  t-  ^ l"^  -T-  ù  —  a. 

134.  Toute  courlie  du  premier  genre  admet  une  infinité  de 
transformations  birationnclles  en  elle-même.  La  proposition  sera 
établie,  si  on  la  démontre  pour  une  cubique;  or,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, le  théorème  est  presque  évident.  Il  suffit  en  effet  de 
prendre  sur  la  courbe  du  troisième  degré  un  point  quelconque  A 
et  de  faire  correspondre  à  un  point  M  de  la  cubique  le  troisième 
point  de  rencontre  de  cette  cubique  avec  la  sécante  AM. 
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Celle  remarque   bien  .sim])l<'  |i«-niiel  (l<'j.i   «rinlrgrer  réqualion 
crEuler.  Soienl 

(■20)  y^  =:  x^ -^ px- -{- q.r -^  r 

rôqualion  d'mie  courbe  du  iroisième  degré,  (a,  ["i)  les  coordon- 
nées du  |)oinl  lixe  A,  (.r,.)')  el  {-i'' ,  y')  les  coordonnées  des  poinls 
M  el  M'.  On  a  cnlro  ces  coordonnées  des  relations  de  la  forme 

cl  inverscincnl 

{x'=K{x.,y,u,'^), 

Il  cl  Iî(  élant  des  fonctions  rationnelles. 

L'intégrale  de  première   espèce,    allacliée   à    la  courbe  (20), 


/ 


dx 


v/vT^  -r-  px-  -i-  qx  -T-  r 

devient,  après  la  transformation  (21),  une  intégrale  de  première 
espèce  attachée  à  la  même  courbe  y'-  =  x'^  -^ px'-  -h  ax'-  -h  /". 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

dx  .     f  dx' 


J  \Jx'^  -i-px-  -+-  qx  -+-  r  J  \/x"^ 


■px  -  -T-  qx 


el,  comme  les  deux   transformations  (21)  et  (22)   sont  inverses 
lune  de  l'autre,  on  a  forcément  A-  =^  i ,  et  par  suite 

dx  ,  dx' 

(23)  ,  —    ,  ,  ,  ,  =0. 

\/x'^  -+-  px-  -f-  qx  -^  r        \j X  ^  -i- px  -  -i-  qx  -^  r 

Les  formules  (21)  donnent  donc  une  intégrale  de  l'équation  (28) 
el,  comme  ces  formules  renferment  un  paramètre  arbitraire  (a.  ^3), 
elles  donnent  l'intégrale  générale. 

Il  est  facile  de  développer  les  calculs.  Soit 

y  =  mx  -*-  n 

l'équalion  de  la  droite  M  A  M';  :r,  jc',  a  sont  les  trois  racines  de 
l'équation 

x'^  ^ px-  -k-  qx  ^  r  —  (mx  —  n)-  =  o. 
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(  )n  a  donc 

a  -4-  j?  -t-  or'  =  m-  —  />, 

a{x  -+-  x')  -4-  ara?'  =  q  —  i  //j/j  , 

3XX'  —  /l'  —  /•. 

LV'liminallon  <!<•  ///   et  //  cnlrc  <••-  '■•'<  <''Hi:ilions  condiill  ;i  la 
rclalloii  chcrclice 


«(x-i-  J"')-l-  ara:'  =  «7  —  2  v/( /" -»-  axx'){p  -h  a. -i- x -i- x' ) , 

qui  conlicnt  une  constanle  arl»ilrairc  a. 

En  combinant  deux  Iransfornialions  hiralionnollcs  Icllcs  que 
la  précédente,  on  obtient  de  nouvelles  transformations,  par 
lesquelles  la  cubique  se  change  en  elle-même.  Ainsi,  étant  don- 
nés deux  points  A  et  H  sur  cette  courbe,  faisons  se  correspondre 
les  poinis  M  et  M'  tels  que  les  sécantes  BM'  et  AM  concourent 
en  un  nouveau  point  de  la  cubique.  Si  le  point  A  reste  fixe  et 
qu'on  fasse  varier  le  point  B,  on  obtient  une  infinité  de  trans- 
formations dépendant  algébriquement  d'un  paramètre,  l'abscisse 
du  point  B  par  exemple,  et,  lorsque  B  est  venu  en  A,  la  trans- 
formation considérée  se  réduit  à  la  transformation  identique. 
Ainsi,  toute  courbe  de  genre  un  admet  une  infinité  de  trans- 
formations birationnelles  en  elle-même,  dépendant  algébri- 
r/uement  d' un  paramètre  t, 

a"'  =  R  {^,y,  t). 

et  telles  que,  pour  une  valeur  particulière  (0  de  ce  paramètre, 
on  ait  identiquement 

x'  =  x^        r'  =  y. 

\3o.  Considérons  encore  les  courbes  du  genre  2.  Si  une 
courbe  Cm,  de  genre  2,  n'a  que  des  points  doubles  ordinaires, 
le  nombre  d  de  ces  points  doubles  est  égal,  d'après  la  for- 
mule (10)  (§129),  à 

(m  —  i)(  m  —  -a)  m(  m  —  3  ) 

2  =  —  I. 

■?.  2 

On  peut  encore   trouver  un  faisceau   de  courbes  rencontrant 
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C„j  en  deux  points  variables  seulcmcnl,  soil  en  prenant  un  fais- 
ceau de  courbes  de  degré  m  passant  par  les  d  points  doubles  de  C„i 
et  par  3  m  points  simples,  soit  en  prenant  un  faisceau  de  courbes 
de  degré  m  —3  passant  par  les  d  points  doubles  de  C,„.  En  repre- 
nant les  raisonnements  du  n"  132,  on  en  conclut  cpie  /es  coor- 
données d' un  point  d'une  courbe  de  genre  :i  s'expriment  ra- 
tionnellement au  moyen  d'un  paramètre  t  et  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  sixième  degré  R(0  (  '  )• 

D'une  façon  plus  précise,  à  toute  courbe  de  genre  a,  on  peut 
faire  correspondre,  i^ar  une  transformation  biialionnclie,  une 
courbe  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(2.0  (ï>2  =  A(/  — «,)(/-«o)  ...  (^  — ao). 

Si  l'on  pose  encore  l  =  x,  iv  ■-=  (x  —  r/,)(.r  —  <^2)j'7  on  voit 
que  la  courbe  (24)  correspond  point  par  point  à  la  courbe  du  qua- 
trième ordre 

(2J)  yHx  —  ai){x  —  a-i)  =  A(^  — «3)...  (.r  — «g), 

qui  a  un  point  double  à  l'infini .  Inversement ,  toute  courbe 
du  quatrième  ordre,  ayant  un  point  double,  est  du  genre  2.  On 
peut  donc  prendre  cette  courbe  pour  la  courbe  normale  du 
ffcnre  1. 


(')  ScuwARZ,  Essai  de  démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie  [Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3«  série,  t.  VI,  p.  iii-u4). 
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INTKC.K  VLKS  NORMALKS.  —  DKCO.MPOSITIOX 

D'UM:  IM'KC.KALl-:  AiJKLIKNM-:  KN  KLH.MENTS  SIM1'LI£S. 

CAS  Dli  UfcDUCTiON  ('). 


Form;ilion  des  inlésralos  de  prcmicre  espèce.  —  Courbes  adjointes.  —  Intégrales 
de  sec<jndc  et  de  lioisièiiie  espèce.  —  Intégrales  normales  des  trois  espèces.  — 
Périodes  des  intégrales  normales.  —  licliangc  du  paramétre  et  de  l'argumcnl 
dans  les  intégrales  de  troisième  espèce.  —  Intégrales  de  seconde  espèce  déduites 
de  l'intégrale  de  troisième  espèce.  —  Réduction  d'une  intégrale  quelconque  ii 
une  partie  algébrique,  à  des  intégrales  de  troisième  espèce  et  à  2 p  intégrales 
de  première  et  de  seconde  espèce.  —  Intégrales  algébriques.  —  Intégrales  lo- 
garithmiques. —  Intégrales  de  première  espèce  réductibles  à  des  intégrales 
elliptiques. 


13G.  Nous  avons  déjà  indic|né  sommairement  (n"  117)  comment 
on  partage  les  intégrales  abéliennes  en  intégrales  de  première, 
de  deuxième  et  de  troisième  espèce.  Nous  allons,  dans  ce  Chapitre, 
revenir  sur  ce  sujet,  et  nous  proposer  d'abord  de  former  les  inté- 
grales de  ces  trois  espèces. 

Pour  déterminer  les  intégrales  de  première  espèce  relatives  à 
une  courbe  donnée 

(1)  F(^,H)  =  o, 

de  degré  m,  nous  supposerons  qu'on  a  efTectué,  s'il  est  néces- 
saire, une  transformation  homographique  de  façon  que  les  m 
coefficients  angulaires  des  asymptotes  aient  des  valeurs  distinctes 
el  finies.  Aucune  asymptote  n'étant  parallèle  à  l'axe  des  m,  l'équa- 


(')  Auteurs  à  consulter  :    Riem.\nn,    Théorie  der  Abel'schen  Functionen;  — 
Clebscii  et  GoRDAX,  Théorie  der  Abel'schen  Functionen,  Chap.  IV  et  V  ;  —  Abel, 

Sur  l'intégration  de  la  formule  différentielle  j  '—^^   R  et  p  étant  des  fonc- 

J   \j  \\ 
tions  entières. 
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lion  (i)  rcnfcnno  im  icnnc  (-ii  //'",  cL  jx-iiL  s'écrire 

(T)       V{:-,  u )  —  Ao"'"  •;-  Ai  «'"  -'  -+-...  -4-  A/«"'-'  -4-.  .  .-4-  A„,  =  o, 

Ao  étant  une  constante  et  A/  un  poljnonic  en  z  de  degré  /  au 
plus.  Les  m  valeurs  de  h  pour  une  valeur  de  z-  de  module  très 
grand  soni  fournies  pai-  //?  développements  distincts,  tels  que 

o. 
u,  =  CiZ  -h  «i-^  '^  -^. . .  {i  =  i,  7.,  m). 

Soit 

une  intégrale  abélienne  relative  à  cette  courbe.  Il  est  évident  que, 
si  cette  intégrale  est  de  première  espèce,  c'est-à-dire  reste  finie 
pour  toute  valeur  de  j,  la  fonction  rationnelle  o(:;,  f/)  satisfait 
•uix  conditions  suivantes  : 

I"  Pour  des  valeurs  infinies  de  z,  elle  est  de  l'ordre  de  7^  ou 
dc-^(A>o): 

2"  Si  en  un  point  analytique  (zq,  Wq)  ^  distance  finie,  'f{z,  u) 
devient  infinie,  elle  le  devient  d'un  ordre  fractionnaire  et  infé- 
rieur à  l'unité  par  rapport  à  __  _  ?  de  sorte  que  ce  point  {zq,  «„) 

est  un  point  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann  correspon- 
dante. La  même  propriété  a  lieu  pour  le  produit  u''z^(z,  u),  quel 
que  soit  le  nombre  entier  positif /r,  car  u  reste  fini  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  z. 

D'après  cela,  si  l'on  appelle  ;/,,  u^^  .  .  . ,  Um  les  m  valeurs  de  u 
qui  correspondent  à  une  valeur  de  z,  la  somme 

P/,_2=  «1?(-,  «1)  H-  i4X-)  «2)— •••-(-  Ww?(-r  Um) 

est  un  polynôme  entier  en  z.  En  effet,  Pa_2  est  une  fonction 
symétrique  de  «,,  Wo,  •  .  . ,  Um  et,  par  suite,  une  fonction  ration- 
nelle de  z.  Pour  faire  voir  que  c'est  un  polynôme,  il  suffit  de 
montrer  qu'il  reste  fini  pour  toute  valeur  finie  de  z.  Or  un  terme 
quelconque  de  cette  somme  ufo(z,  ui)  ne  peut  devenir  infini 
qu'en  un  point  de  ramification  (zq,  Uo)  et,  dans  ce  cas,  il  ne  con- 


I  >Ti;(;n  Al.  r;s  noiimmi— .  j«»i 

tifiit  <|iii,'  tlis  [iiiissanccs  de  -;^^— d'i-xposiinl  iiid  ricm- j  runiii' ; 
sa  p.irlii-  |iiiii(i[)alc  «'-.l  ilc  la  lui-mt' 

I   ^  j  -1-  .  .  .  -t-  /,-!* 

iZ-  Zof"  (Z  —  So)"  (Z-Zo)    " 

si  le  [xiiiil  lit'  ramilicalioii  (••>!  d'ordre  //   —  r .  La  soninic  !*/,_..  no  con- 

lu'iil  ddiK"  aiicuiic  puissance  ciilirro  de :    dans    le    doiiiainc 

'  (-  — -o) 

de  ce  poinl  et,  coninie  l'/._j  esl  une  fonilion  lalinnnclli'  de  -,  il 
s'ensuit  (|u'cllc  reste  finie  pour  z  =  r,,. 

Pour  avoir  le  degré  du  polynôme  I'a_o,  il  suffit  de  voir  de  fpiel 
ordre  est  eelle  fonction  |)ar  rapport  à  r  pour  une  valeur  infininicnl 

grande  de  c.  Or,  '^{z^  it)  étant  de  Tordre  de    .,  au  moins  et   //'    de 

l'ordre  de  ^*,  Pa-s  sera  de  l'ordre  de  z^~-  au  plus.  On  voit  d'abord 
que,  si  k  esl  égal  à  o  ou  à  i ,  P^,  o  sera  idenliquemenl  nul,  car  un 
polvnomc  ne  peut  être  nul  poui'  z  infini,  que  s'il  l'est  identicjue- 
mcnl.  Si  /."^-i,  Pa_2  sera  de  degré  /.• —  2  au  plus.  On  a  donc,  en 
faisant  successivement  /•  =  o,  1,2,...,  m  —  1 ,  les  relations  sui- 
vantes : 

o(-,M,)-r-  o{Z,U.i)  -^.  .  .-^  ^(Z,U,„)  =  O^ 

»lO(^,i/|  )-^   «2tp(-,  «2  )-+-••  ■+  i<,„'f  (-,«,«)  =  O, 

(3)  ^   ui'^(z,ut)-^uloiz,U2)-i-...^ulo{z,u,n)=P<,, 

:   »'/'-'  o(c,Mi)+  n'.l'~^'^(z,U2)--.  .  .+  iCr^  ?(-,"/«)=  f*/«-;i, 

Pq.  ....  P/,  .  .  . ,  P„t^:i  étant  des  polynômes  entiers  en  ;:  d'un  degré 
marqué  par  leur  indice,  ou  d'un  degré  inférieur. 

Ces  équations  linéaires  (3)  fournissent  les  m  déterminations 
de  cp(z,  a).  Pour  les  résoudre  commodément,  imaginons  qu'on 
ait  divisé  F(^,  it)  par  (u  —  «,)  ;  le  quotient  est  un  polvnome  de 
degré  m  —  i  en  « 

11^1^  =  Bo  «'«-'  +  Bi  it'«-2  + .  . .  -^  B,„_, , 
où 

Bo  =  Ao,         Bi  =:  Ao«i -i- Al ,         B2  =  Ao«f -1- Ai«i -h  xVs,  ...: 

en  général  B/(  est  un  poljnome  de  degré  /.-  en  :;  et  «,. 


3o2  m  MIT  m;  vir. 

Le  poh  iioinc  -  L*""i  s'annule  pour  //  -=  //.,  ...,//  =  //,„  ;  et  su 
'       •  u  —  Ui  ' 

valeur  pour  // =  «,   est  F,',(c,;/,).    Multiplions   la  première  des 

équations  (3)  par  H,„_,,  la  deuxième  par  B,„_o,  .  .  .,  la  dernière 

par  B„  et  ajoutons-les;  il  reste,  en  tenant  compte  des  pi'opriélés 

que  nous  venons  de  rappeler, 

(.1)  oiz,ui}V'„{z,iii)  =  q{z,Ui), 

Q(c,  //,)  étant  vn  polynôme  de  degré  m  —  3  au  plus  en  :■  et  //,, 

Q(^,  m)  =   P„  B,„_3  -h  Pi  B,„_2  -4-.  .  .-4-  P„,_3Bo. 

On  obtiendra  de  même  o(:;,  «/)  en  remplaçant,  dans  l'équa- 
tion (4),  ^^1  |iar  ui;  par  suite,  quelle  que  soit  la  raeine  de  Téqua- 
tion  (i)  que  Ton  prenne  pour  //,  on  a 

Toute  intégrale  de  première  espèce  relative  à  la  courbe  (i) 

est  donc  de  la  forme 

r  Ctt  -.  ii\ 

dz. 


J  K(^,>c. 


■) 

où  Q(^,  u)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  3  au  plus  en  z  et  u. 

137.  Il  ne  s'ensuit  pas  que  toute  intégrale  de  la  forme  préeé- 
dente  soit  de  première  espèce.  Il  faut  voir  à  quelles  conditions 
doit  satisfaire  le  polynôme  Q(5,w)  pour  que  l'intégrale  reste 
partout  finie.  Considérons  d'abord  nn  point  à  l'infini  de  la  surface 
de  Riemann,  la  valeur  de  u  étant  donnée  parle  développement 

«  =  Ci  5  -f-  a/  +  -^  -H  .  .  . . 

Par  hypothèse,  on  a,  en  groupant  ensemble  les  termes  de  même 
degré, 

F(.,„,  =  ..«o,„(,,ï)+.»-.o„._,(,,^)-.... 

l'équation  cp,„(i,c)  =  o  ayant  m  racines  distinctes.  On  en  conclut 
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lii  iiotaliiin  '^^  (  1 .  -  j  iiuli(|iiaiil  iiiic  (li'ri\<'f  [ni^c  par  i-.i|i|,()ii  .'i 
-•   Le  coefficicnl   'f,„(i,<v)   n'élaiil   |);is  mil,   on  V(»il  (|iic.   si   \\,u 

remplace  ii  par  If  (l('velo|ipemenl  «pii  juécrile,  I''^^(:;,  u)  sera  de 
j'ordi'e  (If  ;'"""',  laiulis  tpie  <^(v,  u)  sera  de  l'ordre  de  c"'~'  ou 
d'un  ordre  iiifrrieur.  I/iiilf'j,M'ale  reste  donc  liiiic  pour  ::  i  v:. 
quel  ([lie  soit  le  polviionic  i){  z,  ii). 

I/iiil(\t;rale  ne  peut,  |)ar  conséijuent,  devenir  infinie  qu'aux 
points  où  la  dérivée  ¥\^(z,  a)  s'annule.  Ces  points  correspon- 
denl,  coinnie  on  sait,  aux  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est 
parull('Ie  à  Taxe  des  //,  et  aux  points  multiples.  Soit  (:;„,«„)  un 
point  de  ramification  où  passent  n  Ceuillets  ;  dans  le  domaine  de 
ce  |)oiiit,  les  n  valeurs  de//  qui  deviennent  égales  à  //q  soûl  repré- 
sentées |)ar  un  même  développement  en  série 

1  - 

u  =  K„  -^  oc,(  z  —  ^0 )"  -+-  cc.,( z  —  ^0  )"-!-...  : 

quand  on  remplace  //  par  ce  développement  dans  F)/-,  //),  le  ré- 

sultat  est  (Fiin  certain  ordre  en  (;  —  ^o}">  P^ï"  exemple  de  l'ordre 

X- 

de  (;  —  -o)"-  II  faudra  cpicii  rempla(;anl  //  par  le  même  dévelop- 

A—n  +  l 

pemenl  dans  Q{^-,  //),  le  résultat  soit  de  l'ordre  de  (z — Zq)  "  ou 
d'un  ordre  supérieur.  En  écrivant  que  ces  conditions  sont  satis- 
faites pour  tous  les  points  où  F[^(z^  //)  =  o,  on  obtient  un  certain 
nombre  de  relations  linéaires  entre  les  coefficients  du  polynôme 
Q(.,  //). 

Le  calcul  est  trc.s  laborieux  lorsqu'on  ne  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  points  singuliers  de  la  courbe  F(^,  //)  =  o.  On  le  trouvera 
dans  la  Thèse  de  M.  Elliot  (')  et  dans  l'Ouvrage  de  Briot.  Mais 
si  l'on  veut  seulement  évaluer  le  nombre  des  intégrales  distinctes 
de  première  espèce  relatives  à  une  courbe  de  genre  /?,  on  peut 
toujours  supposer  qu'on  a  ramené  la  courbe,  par  une  transforma- 
tion birationncUe,  à  une  autre  courbe  dont  les  seuls  points  sin- 
guliers sont  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Le  calcul 
n'o^ffre  alors  aucune  difficulté. 

(')  Annales  scientifiques   de   l'École  Normale  supérieure,   i"  stirie,   t.  VI; 


3o4  CM  A  iM  r  m;   vu. 

Prenant  un  cas  un  peu  plus  général,  nous  supposerons  c|ue  la 
courbe  ¥{:■.  //')  —  <»,  de  ilcj^rc  m,  n'admet  que  des  points  inulli- 
ples  à  tangentes  c/isli/iclcs  oit  (/rs  points  de  rchi'oussrnicnt  de 
première  espèce. 

Soil  d'abord  (<'/,  //)  un  point  siin])le  de  la  couil^e  où  la  tangente 
est  j>arallcle  à  l'axe  des//;  les  développements  du  n"  87  montrent 
immédialement  (pi' une  intégrale 


/ 


Q{z,u)dz 


reste  loujouis  finie  en  ce  point,  quel  que  soit  le  polynôme 
Q(r, //).  C'est  aussi  ce  qu'on  peut  voir  sans  calcul  en  remar- 
(piant  que  l'intégrale  précédente,  d'après  la  relation 

F,', (tu  -~  ¥'-  dz  =  o, 
])e\\l  s'écrire 


■/ 


Q(z,u)du 


et  que  F'.{z-,  n)  n'est  pas  nul  au  point  {a,  b). 

Soit,  en  second  lieu,  («7,  b)  un  point  multiple  d'ordre  q  à  tan- 
gentes distinctes.  En  portant  l'origine  en  ce  point,  on  a 

V{z,u)  =  z^o,(x,-^  -^  zi-^'^,^,l^x/-^^^  .  .  . , 

Oq{i,  c)  étant  un  polynôme  de  degré  7  qui  n'admet  que  des  fac- 
teurs linéaires  simples  et,  par  suite, 

f;,(..„)  =  ^"-o:,(..^)-^.-,;..(.,^)h-.... 

Les  q  valeurs  de  //,  qui  deviennent  nulles  en  même  temps  que  :;, 
sont  représentées  par  q  développements  distincts 

Uj  =  c/  G  -f-  a/^-  -f-  .  .  .  (f  =  I  ,■).....,  7  ), 

les  constantes  C| ,  Co,  .  .  . ,  c^  étant  toutes  difTérentes.  Si  l'on  rem- 
place Il  par  un  quelconque  de  ces  développements  dans  F,'^(:;,  m), 
le  résultat  est  de  l'ordre  de  ^'?~'.  Il  faut,  pour  que  l'intégrale 
reste  finie  en  chacun  des  q  points  analytiques  correspondant 
aux  q  branches  de  courbe,  que  Q(:;,  u)  soit,  après  la  même  substi- 
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liition,  (l«'  rordrc  d»' c'/  <  ou  d'iiii  ordre  sii|K'ricur.  Ceci  iiiira  lien 
si  Q(r, //»ne  conlicnl  aucun  Icrnir  de  degré  inférieur  à  y  —  • 
en  z  el  //.  (^'Itc  condilion  est  d'ailleurs  nécessaire;  en  efl'el, 
supposons  que  0(z,  tt),  ordonné  en  p;roupcs  de  lernjes  de 
même  degré  en  z  el  //,  eonlienne  un  gioupc  de  degré  inférieur 
à  7  —  1, 

Q(  :,  Il  )  =  'l/jc,  II)  -4-  'li,  +  \{z,  Il  )  -h  .  .  .  (/.  <7  —  1  I. 

(Quanti  on  remplace  t/  par  un  des  développcmcnls  cpii  précèdcnl, 
le  résuhat  est  de  Kordrc  de  :;*,  à  moins  que  l'on  n'ait  '{'/;(  1,  c,)  =  o. 
Si  /•'  est  inférieur  à  ^  —  1,   il  faudrait  donc  avoir  à  la  fois 

cl  le  poljnomc  'l^  (1,  c),  de  degré  inférieur  à  fj  —  i,  aurait  q  ra- 
cines distinctes.  Si,  au  point  multiple  (a,  b),  l'axe  des  u  était  tan- 
gent à  une  des  branches  de  courbe,  on  aurait,  en  prenant  ce  point 
pour  origine, 

F{z,u)  =  z'/o,,. 

le  raisonnement  s'achèverait  comme  plus  haut  et  conduirait  à  la 
même  conclusion. 

Enfin,  supposons  que  le  point  («,  b)  soit  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  première  espèce  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  l'axe 
des  u.  On  a,  en  portant  l'origine  en  ce  point, 

F{z,  u)  =  \{u  —  ■xzy--h^3(z,  u)-h  'fi  (5,  U)-i-  ..  .  , 

les  polynômes  homogènes  cp3  (:;,  «),  o^  (5,  m),  . . .  étant  d'un  degré 
marque  par  leur  indice,  et  çp.((^,  f^)  n'étant  pas  divisible  par 
1/  —  y.z.  On   en  déduit  pour  u  un  développement  de  la   forme 

(n"  88) 

u  =  a.z-^'^z'^-\-'{z'-+..., 

OÙ  [i  n'est  pas  nul.  Si  l'on  remplace  u  parce  développement  dans 

F'„{z,  u)  =  2A(u  -  cr.z )-+■  -^  -h  .  .  .  , 

le  résultat  de  la  substitution  est  évidemment  de  l'ordre  de  :;".  Pour 
A.  ET  G.  20 


icni- 
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(HIC  riiil('-r;ilc   /  -i,"'.  reste  (inic  |)()ni   r  =.  o,  il  f:iii 

i)u-nl  (|ne  Q(-,  u)  ne  contienne  pas  de  Icrinc  constant.  La  condi- 
tion c-^I  (railleurs  snHisante,  car  Ç){z,  //)  est  alors  de  l'ordre  de  z 
ou  d'un  oi-dn-  su|)('ri(Mir. 

La  condition  est  la  même  si  la  tangente  de  rebroussement  est 
parallèle  à  Taxe  des  ?/,  car  on  a  identiquement,  en  vertu  de  la 
relation  V'dit  -+-  FI  dz  =  o, 


L 


cl,  en  raisonnant  sur  la  nouvelle  intégrale,  on  voit  qu'elle  restera 
finie  au  point  (a,  b),  si  Q(«,  ^)=  o,  et  dans  ce  cas  seulement. 
En  résumé,  pour  que  l'intégrale 

soit  de  première  espèce,  il  faut  et  il  suffit  que  tout  point  multiple 
d'ordre  r/  de  la  courbe  F{z,  it)  ~  o  soit  un  point  multiple  d'ordre 
Y — I  (le  la  courbe  de  degré  m  —  3  représentée  par  l'équation 
Q(z,ii)=  o.  Ceci  suppose,  bien  entendu,  que  la  courbe  F(5,  u)=o 
n'a  pas  d'autres  singularités  que  celles  qui  ont  été  spécifiées  plus 
haut. 

138.  Pour  déterminer  le  nombre  d'intégrales  de  première  espèce 
d'une  courbe  de  genre/?,  il  suffit,  comme  on  l'a  déjà  remarqué, 
de  considérer  une  courbe  n'ayant  que  des  points  doubles  à  tan- 
gentes distinctes.  C'est  ce  que  nous  allons  faire.  Soient  /?i  le  degré 
de  la  courbe,  d  le  nombre  des  points  doubles;  on  a 

(m  —  \)(m  —  -2) 
n  = a. 

.^              1                  ^  /          \    1      1         '               o            •          mini — J  ) 
Tout  polynôme  Q(^,  u)  de  degré  m  —  6  contient  — — h  i 

coefficients  arbitraires.  Eu  écrivant  que  la  courbe  0{z^u)^=o 
passe  par  les  d  points  doubles,  on  établit  entre  ces  coefficients  d 
relations  linéaires;  il  restera  dans  Q(;,  n)  un  nombre  de  coeffi- 
cients arbitraires  égal  à 

m  (m  —  i  )  ,       lin  —  \)(m  —  2  )         , 

— ^^ -î-  I  —  rf  =  ^ :-- d  —  p. 
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On  lU'  peut  pas  foiicliirc  i\i-  là  iiiiiin'ilijilcinciil  (jin-  l.i  ((Piiilic 
ndinel  p  inl('j;ralcs  clisljncles  de  prcniitio  csjx'c»^  ;  on  pumr;iil 
craintlre,  en  eflot,  (pie  les  d  relalions  élnhlics  cnlri;  les  eoelluieiils 
du  polyiioiiu'  Q(c,//)  ne  soicnl  j)a.s  dislinclcs.  Mais  le  raisoniir- 
mcnl  prouve  (pic  la  courbe  j)Ossède  ai/  moins  p  Inlé^Males  dis- 
liiuli's  de  jHvmièrc  espt'ce.  D'ailleurs,  elle  ne  peiiL  en  adinelln- 
|dns  de  />(!^118).  Donc  on  peut  émtneer  le  lliéorènie  ;^('néral 
suiv.'iiil  : 

A  toute  relation  algébrique  F(3,  //)r=o,  de  genre  />,  sont 
attachées  p  intégrales  abéliennes  distinctes  de  première  espèce. 

Nous  disons  que  p  inléf^ralcs  (v, ,  uo,  .  . . ,  iVp  sont  linéairement 
dislinclcs,  s'il  n'existe  aucune  relation  liiK-aire  à  (coefficients  e(jn- 
slanls  de  la  forme 

Cl  (l'i  -I-  C.  »'2-h  , . .  -^  C^n'^H-  C/,+  1  =  o, 

où  Tune  au  moins  de  ces  constantes  soit  difTicrentc  de  zéro.  Si  n,, 
(Vj.  . .  .,  ^Vp  sonl p  intégrales  distinctes  de  première  espèce,  toute 
autre  intégrale  de  première  espèce  est  égale  à 

).,»•, -t-  Xoti'o-i-  ..  .  -f-  lpn>,,-i-  ).,,4.i. 

Remarque.  —  Un  polynôme  de  degré  m  — 3  en  :;  et  u  contient 

-_ coetiicients  arbitraires;  par  suite,  le  genre  dune 

1       11         '            ..           1        ,     ,  ,  f/n  — j)(m  —  ■>.) 
courbe  de  degré  ni  est  au  plus  égal  a ^ -,  ce  qu  on  peut 

voir  aussi  directement  sans  difficulté.  Pour  que  cette  limite  supé- 
rieure soit  atteinte,  il  est  nécessaire  que  le  polynôme  Qw_3  ne  soit 
assujetti  à  aucune  condition,  c'est-à-dire  que  la  courbe  considérée 
n'ait  aucun  point  multiple. 

139.  Le  tliéorème  qui  précède  étant  fondamental,  il  n'est  peut- 
être  pas  inutile  d'en  donner  une  démonstration  toute  différente, 
où  n'interviennent  pas  les  surfaces  de  Riemann.  Il  suffit  de  mon- 
trer qu'une  courbe  de  genre  p  ne  peut  avoir  plus  àe  p  intégrales 
distinctes  de  première  espèce.  C'est  ce  qui  résulte  du  théorème 
suivant  : 

S'il  existe  un  faisceau  de  courbes  algébriques  rencontrant 
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une  courbe  algébrique  donnée  en  q  points  variables  seulement, 
et  si  Von  peut  disposer  de  ce  faisceau  de  façon  qu  un  de  ces 
troupes  de  q  points  puisse  être  choisi  arbitrairement ,  la  courbe 
donnée  a  nécessairement  moins    '  \srales  distinctes  de 

première  espèce  { '  ). 

Soient  F(-,  u)  =  o  l'équalion  de  la  courbe  donnée, 

lequalion  d'une  courbe  du  faisceau  el  (  =  ,,  m,)  ...  (-^,  u^)  les  coor- 
données des  q  points  d'interseclion  variables  avec  a:  soil  enfin 

IVi  Z,  u  }   =      I  'Z[  Z.  Uj  UZ 

une  intégrale  de  première  espèce.  Posons 

J -(=.,".) 

la  somme 

W  =  »(-i,  ^^l)  -!-  wC-Sî.  «3)  -r-  . . .  -5-  ff{Zq,  Uç) 

est  une  fonction  du  paramètre  a,  qui  conserve  une  valeur  fini, 
pour  toute  valeur  de  /..  On  a  d'ailleurs 

des  relations 

ÙF^dui        d¥  diij  _ 
ùUi  dk        dzi  d'K 

,  fd'h  dzi        d'I  dui\ 

=  o. 


ôf  dzi        df  dm       ,,  ,   ,   /  d'i  dzi 


dui  dl  / 


on  tire  pour  ^  une  fonction  rationnelle  de  :-i.  m,  a 

Par  suite,  -y-  est  une  fonction  rationnelle  et   symétrique  des  q 


(')  La  démonstration  suivante  est  due  à  M.  Picard  (Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, 2«  série,  t.  XIV;  1890). 
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roupies  de  valeurs  (  v,,  //,)  ...  [Z^,  u^).  Hllc  se  réduit  dune  à  iinr 
fonction  rationnelle  de  ).,  l^A);  or  l'intégrale  d'une  fonction  ra- 
tionnelle 

devient  inliuic  <///  nioiii^  [lour  une  valeur  «le  /.,  à  moins  (jue  II  (  a) 
ne  soit  idenli(juement  nul.  C/esl  ce  qui  arri\e  nécessairement  ici, 
et  la  somme  W  est  cun>taiile  (  '    .  <  )n  a  d«mc 


ih) 


(iz.. 


ifk 


.,.,„«„>-^=o. 


S'il    t\i>te    '/     intégrales     abéliennes    distinctes    de    premiéri 
espèce 


>n  aura  de  mémo 


"•'/=J  ?'/"-'" 


i(-i."i) 


dz, 


dZr, 


?i(-'?'"'/)t7i    =" 


dz^ 


dX 

dz. 


,(-I."l) 


?'/(-'/'"'/) 


Comme  les  points  (:;,,  ;/,),  .  .  .,  (;^,  u,^)  sont  variables  avec  a,  il 
faudra  donc  que  l'on  ait 


?2(S|,"l) 


?1  (-?-"'/) 


et  puisque,  par  hypothèse,  on  peut  choisir  arbitrairement  un  des 
groupes  de  q  points,  ce  déterminant  A  devra  être  nul,  quels  que 
soient  les  q  points  («,,«,),  .  .  . ,  (Zq,  Uq). 

Il  est  clair  que  ceci  ne  peut  avoir  lieu  si  les  q  fonctions  z>{z,  u) 


(')  C'est  un  cas  particulier  du  théorème  d'Abel,  qui  sera  étudié  plus  loin. 
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SDiiI  liiii'iiiromcnl  dlslinclcs.  J'>n  cllcl,  considérons  les  mineurs 
lin  |iiiiiii(  r  ordic,  ohlenus  en  supprimant  les  clémenls  de  la  dcr- 
iiiùrc  coloniu-,  j)ar  exemple  ;  si  tous  ces  mineurs  ne  sont  pas  identi- 
qucmcnl  nuls, quels  que  soient  les  points  (c, ,  //,),  . . . ,  {:-</-\i  "q-\), 
prenons  ces  q —  i  [)oints  de  façon  (|ii('  liiii  :iu  moins  de  ces  mi- 
neurs soit  dillVrent  de  zéro.  En  dé\cluppant  A  par  rapport  aux 
élémenls  de  la  dernière  colonne,  on  a 

A,,  .  .  .  A^  étant  des  constantes  dont  une  au  moins  n'est  pas  nulle. 
Celte  relation  ayant  lieu  quel  que  soit  le  point  (z^,  it^f),  on  voit 
que  les  q  fonctions  z>,  (z,  u),  . .  .  Oq{z,  u)  ne  sont  pas  linéairement 
distinctes.  Si  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  étaient  iden- 
tiquement nuls,  on  raisonnerait  sur  un  de  ces  mineurs  comme  on 
a  raisonné  sur  A,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait,  dans  tous  les 
cas,  à  établir  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre 
</{(]' <i  (])  des  fonctions  'f  i ,  'f  2,  •  •  •  -,  'f  v  j  ^c  qui  est  contraire  à  l'iiv- 
pothèse.  La  proposition  énoncée  est  donc  établie. 

Cela  posé,  supposons  qu'une  courbe  de  genre  /?,  n'ayant  que 
des  points  doubles  ordinaires,  possède  plus  de  p  intégrales  dis- 
tinctes de  première  espèce.  Le  polynôme  de  degré  m  —  3  le  plus 
général  s'annulant  pour  les  coordonnées  de  ces  points  doubles 
sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  de/?  +  i  coefficients  arbi- 
traires au  moins.  On  pourra  disposer  de  ces  coefficients  de  façon 
à  faire  passer  la  courbe  Q(^,  u)^=  o  par/?  points  arbitraires  pris 
sur  la  courbe  donnée  F(:;,  u)  =  o.  Les  autres  points  d'intersec- 
tion seront  au  nombre  de 

m  (m  —  3 )  ~  2d  —  p  =  p  —  2. 

Par  ces  p  —  2  points  et  les  d  points  doubles  de  la  courbe 
donnée,  on  pourra  faire  passer  un  faisceau  de  courbes  de  degré 
m — 3,  chacune  des  courbes  du  faisceau  rencontrant  la  courbe 
donnée  en  p  points  variables  seulement,  et  cela  de  telle  façon  que 
l'une  des  courbes  du  faisceau  soit  la  courbe  déterminée  tout  à 
l'heure,  qui  passe  par  p  points  choisis  arbitrairement.  Il  suit  de 
là  que  la  courbe  F(;,  u)  =  o  aurait  moins  de/j>  intégrales  de  pre- 
mière espèce,  et  nous  avons  vu  qu'elle  en  a  au  moins  /;.  Cette 
contradiction  démontre  le  théorème. 
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1  iO.  iJiiiil  donnée  une  coiirhe  alj,'rl)riqii<'  i],„  n'avant  cpie  des 
puiiils  douMcs  orilinairos,  on  ajipclle  cnurfjc  (idjointc  loiilc 
conrhe  passant  par  les  points  doiiltles  d»-  la  première.  Les  iiiié- 
{îrales  de  preniière  espèce  sont  fournies,  on  vient  de  le  vf)ir,  par 
les  courbes  adjointes  du  de<;ré  m  —  i  \  ces  courbes  adjointes  C,„_:, 
foiinciit  un  svslrnie  p  —  i  fois  incb-terniiin-  et  sont  comprises  dans 
une  ('(pi.ilioii  de  l.i  lonnc 

Q(J',^)  =  À,Q,(a-,J)-^X,QJ(T,7)-f-...~X/,Q,,(r,J)^o, 

les  i>  pol  viiomcs  Qj(vI',jk)  étant  linéairement  indépendants.  Par 
p  —  1  points  pris  à  volonté  sur  C,  il  passe  une  courbe  adjointe  de 
degré  m  —  3,  et  une  seule  en  général.  Par/)  —  i -h /<  points  pris 
au  hasard  sur  C,  (A  >  o),  il  ne  passe  en  gt'-néral  aucune  courbe 
adjointe  de  degré  m  —  3.  Enfin,  toute  courbe  adjointe  C„,..3  ren- 
contre la  courbe  C  en  a/>  —  i  points  variables,  en  dehors  des 
points  doubles.  On  a,  en  effet,  d'après  l'expression  du  nombre  p, 

m  (m  —  3  )  =  •>.  d  -h-  >p  —  2. 

Pour  donner  un  exemple  simple,  prenons  une  courbe  du  qua- 
trième ordre  C,  ;  les  courbes  adjointes  sont  ici  des  lignes  droites 
passant  par  les  points  doubles  de  Cj.  Si  C-,  n'a  pas  de  point 
double,  toute  ligne  droite  est  une  courbe  adjointe;  il  j  a  trois  inté- 
grales distinctes  de  première  espèce.  Si  C/,  a  un  point  double,  les 
courbes  adjointes  sont  les  droites  passant  par  ce  point;  il  y  a 
deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce.  Lorsque  C,  a  deux 
points  doubles,  il  y  a  une  seule  courbe  adjointe  d'ordre  m  —  3, 
la  droite  qui  joint  ces  deux  points  et,  par  suite,  une  seule  inté- 
grale de  première  espèce.  Enfin,  si  C/,  avait  trois  points  dou- 
bles, il  n'y  aurait  plus  de  courbe  adjointe  du  premier  degré  ni 
d'intégrale  de  première  espèce. 

141.  Si  la  courbe  donnée  C,„  présente  des  points  singuliers 
d'une  nature  quelconque,  on  appelle  encore  courbe  adjointe  toute 
courbe  représentée  par  une  équation  Q(-;,  u^  =  o,  telle  que  l'in- 
tégrale abélienne 

(5)  rQ(-,u)dz 

reste  finie   en  tous  les  points  singuliers  de  la  courbe  donnée; 


31-;.. 
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Q{:-i  If)  csl  tin  pnlynonic  adjoint.  On  suppose  loujours,  comme 
plus  liani,  tpic  tons  ces  points  sinj;nliers  sont  à  distance  finie. 
Cette  condition  est  indù|iendante  du  choix  des  axes,  ou,  d'une 
façon  j)lus  gj'^ncrale,  la  définition  |)r<'cédente  est  projectile. 
Imaginons,  en  t-n'el,  <pi'on  edV'ctue  une  Iransfornialion  lioniogra- 
pliique 

az'-\-bu'-^c  a  z  -^  b' u' ->r  c' 


b"  u'  -f-  c" 


ci' z  -~  b" u  ->r  c"' 


la  coiirhc  considérée  C,„  se  clianpo  on    mm  nouvelle  courbe  C^,, 
a_)anl  pour  équation 


(6)  J{ 


, ,        /    „    ,       , „    ,         „ ,     ^/az-hbu-hc      az-k-bu-\-c\ 

z  ,u)  =  (a"c'-t-  b"u'-i-  c  )'«  F     —^, j^r-, „•>  —-. iir-, „ 

\a  z  -\-  bu  -i-  c      a  z  -h  b  u  -h  c  j 


et  de  même  la  courbe  adjointe  Q(c,  '0  =  ^  ^^  degré  u  se  change 


en  une  nouvelle  courbe  de  degré  \i. 


(7)     ^{z\ii)  =  {ci'  z'  +  b"  u  +  d')^Çli-^, 


bu' -^  c        a' z' -T- b' u' -\- c' \ 

a  z  -h  b"  u'  -+-  c"    a"z'  -+-  b"  u'  -+-  c"  j 


Soient  encore  (a,  [j)  un  point  multiple  de  C;„  et  (a',  jî')  le  point 
correspondant  de  C^„.  Tout  revient  à  faire  voir  que,  si  l'inté- 
grale (5)  reste  finie  au  point  (a,  ,3),  il  en  est  de  même  de  l'in- 
tégrale 


(8) 


du  ou 


au  point  (a',  ,3').  De  la  relation  (G),  on  tire 

é'uiiz',  u')  =  (a"z'-h  b"u'^c"y"  I  F 
ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  F'.dz-^-  F„du  =:  o, 
dzS',„(,z,u')  =  ia"z  +  b"u'-r-  o")'«  !^^V^}.  F'„dz'. 


Biz\u')     " 


D'ailleurs,  un  calcul  facile  donne 
D(z',  m')        (^a" z' -h  b" u' -^  c"f 


a  b  c 
a'  b'  c' 
a"    b"    c" 


{a" z  -i-  b" u'  -I-  c")^ 
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A  dt'si|;n:iiil  le  ili'liM-ininimt  de  l.i  -iili-lil  iilimi  Ii<imnm;i|i!iic|uc.  (  )ii 
iltduil  (le  là 


-,\^   <  C'  -    ^  Ù' U' -r-  c' )'"->    V'„(Z,U)' 

il  vuMil  iiiliii 

i'i}{  Z,  it  ni'z  _        /'  ^\  c,  n  t(/z' 

J    l'^A-.")    ~     J  ( a' 5' -I- 6' a' -f-c' )!*-"«+»/„, (5',  a')' 

l'iii->(|ir.m  point  (x'j  'j')  corrcspoiul  un  |)oiiil  (  y.  ,j)  à  flislanco 
iîuie,  le  raclciir  d"  z' -\-  0' u' +  c'  ircsl  pas  mil  pour  :;'=  y.',  //'=  [ii' 
et,  pnr  consé(|uenl,  rintégralo  (8)  reste  finie  au  point  (7.',  |j')  si 
l'intégrale  (^.>)  reste  finie  au  point  (a,  ^3)  et  invcrsenicnt. 

l  i^.  On  j)eut  obtenir,  par  des  opérations  rationnelles,  les  rela- 
tions auxcjuclles  doivent  satisfaire  les  coefficients  d'un  polvnome 
adjoint  0(5,  it)  (').  Ces  relations  sont  linéaires,  et  leur  nombre  est 

,      ,   ,  (  m  —  i)  (m  —  9.  )  1      J     1        '         .1 

égal  a ^ p  pour  une  courbe  de  degré  m  et  de  genre 

p.  Les  courbes  adjointes  du  degré  m  —  3  fournissent  toujours  les 
intégrales  de  première  espèce  et  forment  un  sjstème  {p  —  i  )  fois 
indéterminé.  Enfin,  toute  courbe  adjointe  de  degré  in  —  3  ren- 
contre la  courbe  C,,»  en  ip  —  2  points  distincts  des  points  mul- 
tiples. Nous  allons  montrer,  en  efTet,  que  clans  toiile  transfor- 
mation birationnelle,  le  système  des  points  d'intersection  d'une 
courbe  adjointe  de  degré  m  —  i  et  de  la  courbe  proposée  se 
change  en  un  système  analogue  relatif  à  la  seconde  courbe. 
Soit  Q(s,  u)  une  courbe  adjointe  de  degré  m  —  3  relative  à  la 
courbe  ¥[z^u)  =  o\  une  transformation  birationnelle  change 
l'intégrale  de  première  espèce 

mz,u)dz 


(')  NôTHER,  Ralionale  Ausfûhrung  der  Operationen  in  der  Théorie  der  alge- 
braischen  Funciionen  {Mat/iematische  Annalen,  t.  XXIIl,p.3ii;  1884  );  Iîaffy, 
Thèse  de  Doctorat  (Paris,  i883);  TiKHOiiAymmzKY,  Esquisse  d'une  méthode  pour 
déterminer  le  genre  et  les  courbes  adjointes  d'une  courbe  algébrique  donnée 
au  moyen  des  opérations  rationnelles  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
1898;  Annales  de  l'École  Normale,  1893). 
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en  une  iKnnclIc;  iiil(':;r;il<'  (\r  prcmirrc  espèce 


r- 


*'«'(-',"') 


Q,(c',  1/')  clanl  tin  jjolynonic  de  degré  ij.  —  3  adjoinl  à  la  nou- 
velle eoiirhc  tic  di-yré  u.,  (|iii  a  pour  érpialion  '!>(:;',  u')=^o.  On 
a  donc 

Çi(z,u)dz  _  (ji(j',  if)rlz' 
F;, (:;,«)    ~     <^',„{z',u)   ' 

{z.  II)  el  (;:',  u')  étant  les  coordonnées  de  deux  points  correspon- 
dants. Supposons,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité  (n°  128), 
cjue  les  points  d'intersection  de  la  courbe  C  et  de  son  adjointe, 
autres  que  les  points  multiples,  correspondent  à  des  points  ordi- 
naires de  C  et  inversement.  Cela  posé,  soit  {zq,  Uq)  un  point  d'in- 
tersection des  deux  courbes 

F(-,«)-o,         q_{z,u)  =  o, 

distinct  des  points  multiples,  et  {z'^^^  m|,)  le  point  correspondant 
de  la  seconde  courbe.  On  peut  toujours  choisir  les  axes  de  façon 
qu'en  aucun  de  ces  points  les  tangentes  ne  soient  parallèles  aux 
axes;  aucune  des  expressions 

ne  sera  nulle,  el,  comme  Q(-;oj  "o)  ==  *^i  O"  doit  avoir 


et  aussi,  par  suite, 
d'après  l'identité 


dz'  du' 


<ï»„,(2',  u)        *!,  {z\  u') 
Ceci  ne   peut  avoir  lieu  que  de  deux  manières;   ou   bien 

ou  bien  on  a  à  la  fois 
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Cette  iliriili'ii-  li\  potln'sr  c-^l  iii;i(lmi>>ililc,  >i  l.i  liiiiisfoi  million 

«'st  Ijiratioiim-Ilr.  l!ii  cH'it,  les  il»''\i'l()|>j)cmciil!>  ilc  //' —  z/^,  z' —  z'^ 

njiniiuMK  eraiiiil  |>;ii  mi  Icrnif  cii  [Z  —  Cy)-  on  de  degré  supérieur, 

au  v(ii>iuiij;e  du  point  (^Zq,  h^)), 

z  —  z'^  ^  a„(  j  _  ^îo  )2 -H  ai  (-  —  -o)^ -+-•.., 

Lors(|UC  le  [loini  .iri;d\tii|uc  >  :■.  //')  d.'c  lirait  un  |tclil  «crcle  sur 
la  surface  île  Iliciiianii,  aiiloiir  du  point  (c„,  //„  ),  !<'  point  (c',  //') 
tournerait  plusieurs  l'ois  autour  de  (-'„,  //'„)  et  il  iTy  aurait  [)as 
correspondance  univofpie  entre  les  points  des  deux  surfaces. 

On  a  donc  nécessairement  (),  ( z'^^,  u\^)  =  o,  ce  qui  prouve  que 
le  système  des  points  d'intersection  de  F  =;:  o  avec  son  adjointe 
Q  =:  ()  correspond  à  un  système  analogue  pour  la  courbe  trans- 
formée. Si  la  seconde  courbe  n'a  que  des  points  doubles  ordinaires, 
ce  qu'on  peut  toujours  supposer,  la  courbe  adjointe  la  rencontre 
en  2/>  —  2  points  distincts  des  points  multiples;  il  en  est  donc  de 
même  de  la  courbe  adjointe  à  la  première. 

Remarque.  —  Quand  nous  parlons  du  nombre  des  points 
d'intersection  distincts  des  points  multiples  d'une  courbe  et  de 
son  adjointe,  il  est  entendu  que  les  coefficients  arbitraires  dont 
dépend  la  courbe  adjointe  sont  quelconques;  pour  certaines  va- 
leurs particulières  de  ces  coefficients,  ce  nombre  peut  diminuer. 
Par  exemple,  si  une  courbe  C,„  n'a  que  des  points  doubles  ordi- 
naires, une  courbe  adjointe  peut  être  tangente  à  C,»  en  certains 
de  ces  points  doubles.  Mais  ce  cas  doit  être  considéré  comme  un 
cas  limite,  où  quelques-uns  des  points  d'intersection  variables  sont 
venus  se  confondre  avec  les  points  doubles. 

143.  Nous  pouvons  compléter  dès  maintenant  le  théorème  établi 
plus  haut  (n"  122)  sur  les  transformations  birationnellcs.   Soient 

(9)  ¥{z,u)  =  o 

une  relation  de  genre  p,  et  o{z,u),  •!^{z,  u)  deux  fonctions  ra- 
tionnelles quelconques  de  z  et  de  u.  En  éliminant  z-  et  u  entre  la 
relation  (9)  et  les  suivantes 

(10)  )Z  =  o(.-,«), 
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on  fil   (Irdiiil   rnlrr  Z  cl  Ll  une  rcliilion  iii('ilii(;lihl(j 

(II)  •!>(/.,  U)  =  <., 

de  genre />'.  Si  la  transformation  est  réversible,  on  a //  =  /?.  S'il 
n'en  est  pas  ainsi,  on  a  dans  tous  les  cas  p'^p.  En  cfTct,  toute 
intéf^rale  do  première  espèce  attachée  à  la  courbe  (i  i)  se  change, 
par  la  substitution  (lo),  en  une  intégrale  de  première  espèce  rela- 
tive à  la  courbe  (()).  Par  suite,  la  première  courbe  possède  au 
moins  autant  d'intégrales  de  première  espèce  distinctes  qtie  la 
seconde,  c'est-à-dire  que  le  genre  p  est  au  moins  égal  à  p'.  II  est 
facile  de  montrer,  par  un  exemple,  que  p  peut  être  supérieur  à/?'. 
Prenons  une  courbe  de  genre  zéro,  dont  les  coordonnées  s'ex- 
priment par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  t 

et  remplaçons  dans  ces  formules  t  par  une  fonction  rationnelle 
(|uelconquc  R(^,  il)  des  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  de 
genre  /?,  (p  >•  o).  On  voit  bien  que  l'on  passe  de  la  courbe  de 
genre  zéro  à  la  courbe  de  genre/?  par  une  transformation  ration- 
nelle, mais  ici  la  transformation  n'est  plus  réversible. 

Une  autre  conclusion  à  tirer  de  là,  c'est  qu'o/i  peut  toujours 
passer,  par  une  transformation  simplement  rationnelle,  d'une 
courbe  de  genre  zéro  à  une  courbe  quelconque  ;  cette  transfor- 
mation dépend  d' une  fonction  rationnelle  arbitraire  des  coor- 
données dhin  point  de  la  seconde  courbe. 

Le  même  raisonnement  prouve  qu'une  courbe  dont  les  coor- 
données s'expriment  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre 
est  nécessairement  de  genre  zéro,  car  elle  ne  peut  avoir  d'intégrale 
de  première  espèce  [cf.  n°  130). 

144.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut  obtenir 
les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

Pour  former  l'expression  d'une  intégrale  de  troisième  espèce 
avec  les  deux  points  singuliers  logarithmiques  («,,  6,),  («o,  ^o)^ 
nous  supposerons  que  ces  deux  points  sont  deux  points  simples 
de  la  courbe,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité,  car  une  trans- 
formation biralionnclle  peut  toujours  ramener  le  cas  général  à 
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(•••liii-là  ('§  122).  Adinollous  en  milic  (|ii('  la  dniilL'  (iiii  juinl  (<•> 
ileiiv  points  reuconlif  la  coiiiI)l'  <m  ///  |iuiiiis  di^liiicls.  Les  :j\cs 
de  coordoniu-cs  claiil  clioisls  inmiiir  plii^  h. ml  [ir  130),  considé- 
i()ii>  rmli'j^ralo 

,(z,ti)(/z 


f  (}„,-,(  Z,  Il  )(/z 


az-h  iu-^-'(  =  o 

est  réfjiialion  de  la  droilc  D  qui  joint  1rs  deux  points  sinfjidicrs 
lojjarillmiiqucs  et  Q,„_.,  un  |)tjlvn()nic  adjoint  d(!  dcj^rc  m —  >.. 
(k'ite  intégrale  ne  peut  devenir  iiilinie  qu'aux  points  de  renconire 
de  la  courbe  C  avec  la  droite  D  ;  si  Ton  assujettit  la  courbe  adjointe 
Qm-2  (-,  '0  =  o  à  passer  par  les  m  —  2  points  de  rencontre  autres 
que  {a,,l/i)  et  {a-2,  O-i)-,  rinlégralc  n'aura  évidemment  que  ces 
deux  points  singuliers.  Dans  le  domaine  du  point  («,,6,),  par 
exemple,  on  aura 

(hn-2(Z,U)  _    R(^, ./>»,)  ^  p         _  ^ 


{SLZ-hpU+y)F'Jz,U) 


et  le  point  («,,  ^,)  sera  un  point  critique  logarithmique  de  l'inté- 
grale, qui  pourra  s'écrire,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

r^u/„t,ilog(c  — «1;  -^Pi(-  —  a,), 

Pi  '  r  —  r/,)  étant  régulière  en  ce  point.  De  même,  dans  le  do- 
maine du  point  («21  ^2)?  on  aura  pour  l'intégrale  une  expression 
de  la  forme 

n^a..,o,)\os(.z  -  a.)  -i-  P.i z  -  a,), 

les  résidus  vérifiant  nécessairement  la  relation 

En  divisant  par  R,^^^_,  cette  intégrale,  les  coefficients  des  loga- 
rithmes seront  respectivement  +  1  et  —  i . 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  obtient  ainsi  l'intégrale  de  troisième 
espèce  la  plus  générale  avec  les  deux  points  critiques  («,,  6,), 
(rtoj  ^i)-  Soient,  en  efi'et,  J(  et  L  deux  intégrales  de  troisième 
espèce  avec  ces  deux  points  critiques;  on  peut  toujours  trouver  un 
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nomlirc  A  ici  ijuc  I;i  (lillViciHc 

I,-  \l, 


i"ait  [)\\i>  (le  |)(»inl  siii-ulirr;  A  ('l;inl  clioisi  (Je  celle  l'iiçi 
•si  donc  une  iiilcy^ralc  de  première  espèce 


,         .,    _    rQn,-,(z.,u) 


cl,  par  suile,    en  supposanl  (pie  I,   csl  l'inlégrale  définie   loiil  à 
riiciirc,  on  a 

-      J  {ctz-i-^u-h'i)F;,{z,u) 

e'csl  une  intégrale  de  même  forme  que  la  première. 

Remarque.  —  Le  raisonnement  suppose  que  toute  courbe 
adjointe  de  degré  m  —  2,  qui  passe  par  les  m  —  2  points  de  ren- 
contre de  la  courbe  C  avec  la  droite  D,  autres  que  les  deux  points 
(rt,,  ^,),  («2»  ^2)?  "G  passe  pas  par  un  de  ces  2  points.  S'il  en 
était  ainsi,  toutes  ces  courbes  adjointes  se  décomposeraient  en  la 
droite  D  et  une  autre  courbe  adjointe  de  degré  ni  —  3,  car  elles 
rencontreraient  D  en  plus  de  m  —  2  points.  Le  polynôme 
Qm-2(-j  li)  Is  plus  général  satisfaisant  aux  conditions  énoncées 
serait  de  la  forme  (a:;  -f-  ?ju  4- y)Qw-3(^j  f'),  Q/re-s  étant  un  po- 
lynôme adjoint  de  degré  m  —  3,  et  par  conséquent  dépendrait 
de/?  coefficients  arbitraires.  Or  tout  polynôme  de  degré  m  —  2 

contient ^- h  i  coetficienls;  en  écrivant  que  la  courbe 

Qw-il-^î  II)  =  o  est  adjointe  et  passe  par  [m  —  2)  points  donnés, 

i){m  —  t)  ,  1    .•  ^  cr 

—^ —  p  -\-  m  —  2  relations  entre  ces  coeffi- 


cients. Il  doit  donc  rester 

(  m  —  1  )im  -^^)  (m  —  i)(m  —  \) 

-1-   I ^ 7-  p  —  /?Î-T-2  =  P  —  I 

:>.  1  ^ 

coefficients  arbitraires. 

Si  la  droite  D  ne  rencontre  pas  la  courbe  C  en  m  points  dis- 
tincts ,  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  le  polynôme 
Q_m-i{^i  II)  sont  plus  compliquées;  mais  on  peut  tourner  la  diffi- 
culté comme  il  suit.  Prenons  sur  la  courbe  C  un  troisième  point 
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(«3,  ^3)  tel  (jiic  les  deux  droites  joi^u.mt  cr  jioiiit  .mx  <|,ii\ 
poinls  (flr,,  //,),  («o,  Oj)  rciiconlrciil  cliiiciiiic  (!  en  /;/  puinK  dis- 
tincts. L'intégrale  cherchée  est  v'^iAi'  ;'i  la  diUV-rcncf  de  diiix  inti'-- 
grales  do  troisirnic  espèce  adinellanl  respcclivenuMiL  ])i)iir  |i()iiils 
critiques  K>  points  (r/,,  bf),  («73,  ^3)  cl  (</o,  b.,),  (ri^f,  /> ,)  ;  cliii- 
ciinc  d't'lK>  peut  être  ohlemic  par  la  mt-tliodc  indi(pi('c. 

lio.  Proposons-nous  iiilin  i\r  i'nriucy  imc  intégrale  do  seconde 
espèce,  avec  un  seul  pùlr  au  pniiil  (^/,,  //,  i,  (pic  nous  su|)posc- 
rons  un  |)()iiit  simple  île  la  rourhe.   Soit 

(  D  )  2  :;  -r-  3  «  H-  •;  =  o 

l'équation  de  la  tangente  en  ce  point;  si  celle  tangente  D  ren- 
contre la  courbe  C  en  ///  —  2  jioints  distincts  du  j)oinl  (V/|,  ^,), 
l'intégrale 


h 


'^lt-\-'()V'n{Z,U) 


OÙ  Qot_2(^<  u)  =  o  est  l'équalion  d'une  courbe  adjointe  de  degré 
m  —  2  passant  par  les  m  —  2  points  d'intersection  de  C  et  de  D 
autres  que  (f/,,  ^,),  ne  peut  devenir  infinie  qu'au  point  (V/,,  />,). 
Dans  le  domaine  de  ce  point,  on  aura 


(o,z-^^u-^y)F:A^,u)        {■ 


il  n'y  aura  pas  de  terme  en ,  puisque  la  somme  dos  résidus 

doit  être  nulle.  L'intégrale  sera  donc  de  la  forme 

+P,(.--«,), 

s  —  «i 

P,  (::  —  Of)  étant  régulière  au  point  (rf,,  6,).  En  divisant  l'inté- 
grale par —  A,  on  ramènera  le  résidu  de  l'intégrale  à  la  valeur 
4-  I.  On  voit,  d'après  ce  mode  de  formation,  que  l'intégrale  de 
seconde  espèce  avec  un  seul  pôle  peut  être  considérée  comme 
un  cas  limite  d'une  intégrale  de  troisième  espèce  dont  les  deux 
points  critiques  seraient  venus  se  confondre. 

On  obtiendrait  de  la  même  façon  des  intégrales  de  seconde  es- 
pèce ayant  un  seul  pôle  d'ordre  quelconque. 
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liG.  Intcgrales  normales.  —  Les  inlégralcs  normales  des 
Irois  cspt'ccs  se  dcfiiiisscnl  comme  au  Chapitre  III.  Ainsi,  toute 
courbe  du  genre  p  possède  p  intégrales  linéairement  distinctes 
de  première  espèce  (v,,«v.,,  ,..,  »v,,.  Avec  ces  p  intégrales,  on 
peut  former  une  intégrale  de  première  espèce  (T''*^  dont  toutes  les 
j)ériodes  relatives  aux  coupures  a/,  soient  nulles,  sauf  la  période 
relative  à  la  coupure  «a,  que  nous  prendrons  égale  à  a-rry  —  i. 
En  faisant  successivement  A"  =:  i ,  2,  . .  . ,  /?,  on  obtient  ainsi  lesy> 
intégrales  normales  de  première  espèce,  (v^'^  w'-^  ...,  w^p^. 
Nous  conserverons  pour  le  Tableau  des  périodes  les  notations 
de  la  page  iSa. 

Prenons  maintenant  une  intégrale  de  seconde  espèce  'Q{z^u]  \,-r^) 
ayant  un  seul  pôle  du  premier  ordre  en  un  point  (i,  r,)  à  dislance 
finie,  par  lequel  ne  passe  qu'un  feuillet,  avec  un  résidu  égal  à  -|-  1 . 
Soient  A, ,  Ao,  . . . ,  A^  les  périodes  de  celle  intégrale  l'elativcs  aux 
coupures  a, ,  ao,  ...,«/,;  la  différence 

Uz,  u;  ^,r,)  —  —-.  [Aitv'"  -^  A2w'2'  -h  ...-h  \,,w'i''\ 

admet  le  même  pôle  (E,  y.)  avec  le  même  résidu  et  ses  périodes 
relatives  aux  coupures  a/t  sont  toutes  nulles.  C'est  une  intégrale 
normale  de  seconde  espèce 

Z  (^ .  «  ;  ; ,  T,  ) . 
Plus  généralement,  nous  désignerons  par  la  notation 
Z"\z,u;lr,) 
une  intégrale  de  seconde  espèce  admettant  le  seul  pôle  (i,  t,)  avec 


la  partie  principale 


1 .7. 


(J^ïr^^' 


et  dont  toutes  les  périodes  relatives  aux  coupures  «a  sont  nulles. 
11  est  clair  que  cette  inlégrale  est  complètement  définie,  à  une 
constante  additive  près;  en  effet,  s'il  existe  deux  intégrales  possé- 
dant les  propriétés  précédentes,  leur  différence  est  une  intégrale 
de  première  espèce  dont  tous  les  modules  de  périodicité  relatifs 
aux  coupures  a/i  sont  nuls,  c'est-à-dire  une  constante. 
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P.nii-  (loiiM'i-  Ifs    |»('-iiiii|('^    (le  Cl-",   iiilt'--r,ili  ^  icl.il  i\  is    ,iii\   rt>\i- 
nurcà  ^A,  il  siidil  de    reprciidii-,   en   N;  j;<''in'i  ;ili^,iiil .    !.•   <  ah  ni   du 

M"  7.'».  r/inl»'-r;d(_'  j  xv ''h/V/'Uz,  n  ;  ;,  r.  i,  |.ii^c  le  lon:^  du  (  mil,,,,,- 
iDlal  de  l.i  Miir.icf  '1'  dans  le  sons  dirccl,  est  ('^alt'.  d'une  [«ait,  à 
ait/lU,  Cl»  ;i|>i>'-laiil  l;„  l.i  p/iiodr  dr  '/  '  i  r .  // ;  ;,  y.  i  icd.ilixcà  la 
coupiirc  b/,^  iraiilrc  pari  an  luodnil  de  'A-i  par  la  soiimie  dos  ré- 
sidus do 

,..,  cl'//'  {  z,  «;  ï,  y.) 

*^ — j ^^ — — 

az 

snr  lunlc  L  MirCaco  T'.  {■".n  un  pulnl  de  laniiliralion  (  ./,  />  )  à  dis- 
lanc<-  Uni.-,  la  dôrixôo  *_-  pcnl  hicii  devenir  inlinie.  mais  son 
dévoloi)|)omenl    ne    renfeiine    (ine    des    piiissaiicos   do d'un 

z (l 

(Icgrô  infôiienr  à  I  iinilé.  \)c  niènie,  on  un  point  à  rinfini,  le  déve- 
loppcinonl  i\c  colle  dérivée  coninienct;  par  nii  leiiiio  on  -  d'nn  de- 
gré supérioni'  a  l'uiiilé,  pni-Mpie  l'iiilé^^ralo  Z^"'  doit  rester  finie 
en  ce  i^oint.  Il  n"v  a  dune  (jin;  le  pôle  {l,r^)  qui  puisse  donner 
lin  r('>idii  dilTércnl  de  zéro.  On  a,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

ol,  par  suite, 

dZ'''\z,n;lr,)  _        i  .2.  .  ■  (v  +  i)    ,    ^,.       ,, 

dz       •--   {z-ir^^   ■+-^i- --'.), 

P(^ — l)  et  Q(;  —  ;)  étant  des  fonctions  régulières  au  point 
(i,  7,).  D'autre  part,  en  appelant  'f a(^,  if)  la  fonction  rationnelle 
dont  rintégration  donne  w^^',  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


M)  =    /  o/,{z.u)dz, 


le  développement  de  cette  intégrale,   dans  le  domaine  du  poin, 
(i,  •/;),  est  donné  par  la  formule 

w'k)(z,  u )  =  iv'f'i (i,r,)-i-(z  —  ';)o/,(i,  r,  ) 

^s  — 0 


A.    ET    G. 


?'■('- '■)----7:r-TiT,^.-^?ra..) 
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'j^"(;.  Y,)  dcsij;nant  In  valciii- (h;  la  (I('ri\(''C 

youv  ;  =  ;,  ^/  =  T,.  Le  résidu  cherché  a  donc  pour  expression 
-  Yz-'il:  ■'.)•  ^A^'  siiile,  /('S  périodes  de.  V inlégralc  7/'  {z,u  ;  ;,y,  j 
ri'/((H\cs  aux  coupures  ^,,  60,  .  .  .^  bp  sont  resjicclivcnient 

En  parliculier,  les  périodes  de  Tinlégrale  Z(  ;;,  u]  ç,  t,)  ont  pour 
expressions 

—  ^iC;,--^/),     -?2(;,-l),     •••,     —?/.(;> -^i)- 

On  remarquera  (|uc  loules  ces  périodes  sont  des  fonctions  ration- 
nelles du  point  analytique  (;,  r^). 

147.  Les  formules  précédentes  doivent  subir  des  modifications 
lorsque  le  pôle  de  l'intégrale  de  seconde  espèce  est  un  point  de 
ramification  ou  s'en  va  à  l'infini.  Soit  d'abord  (;,  r,)  un  point  de 
ramification  d'ordre  /• — i  à  distance  finie.  Nous  désignerons 
encore  par 

Z(c,  ?/;î,r,),      Z'(z,u;'i,r,),      ...,      Z'''' (z,  ^«;  ?,  r,) 

les  intégrales  de  seconde  espèce,  qui  admettent  le  seul  pôle  (;,  •/■;) 
iivec  les  parties  principales 


{z-\y      (z-ly  {z-\}'- 

et  dont  toutes  les  périodes  relatives  aux  coupures  Uk  sont  nulles. 
Enfin,  si  le  point  (;,ti)  s'en  va  à  l'infini,  supposons,  pour  em- 
brasser tous  les  cas,  que  ce  point  soit  pour  la  surface  de  Rie- 
inann  un  point  de  ramification  d'ordre  /'  —  i  (/• —  i  pouvant  être 
nul  ).  Nous  désignerons  par  Z(:;,  u)  ;,  ■/•,),  ...,  Z^^'  {z^  u;  ;,  7,),  . . . 
les  intégrales  de  seconde  espèce  qui  admettent  pour  pùle  le  seul 
point  (  ;,  r,)  avec  les  parties  principales 
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rt  dont  l<lul(■•^  If»  ^)(■•|•i()(l^••^  icliiliMs  ;ni\  ((Mipiiros  (t|^  ^ctnl 
nulles. 

Li's  iii'riudt'S  ijf  (•(">  intri;i;il(S  rcliilivis  ;ui\  ciniiiurfs  A/,  s'ulj- 
h'ciiiiciil    riM'oie  fil  (mIciiI.iiiI   Ii'  r.'-<iilii  ilr  la  loiicliuii 

ri'i.ilil"  au  |)(iiiit  (;,/,),  rc  <|iii  irnllrc  aiicnin'  dilliciilh'.  Il  nous 
■^tiflira  d'ônoiicer  le  n'-sidlal  :  Siàl  (^,v,)  un  point  (juclconquc. 
ilr  lii  si/r/(i('i-  (/,'  /l(cni(i/i/i ,  par  /rqurl  pussent  r  feuillets, 
et   suit 

1 
(12)  w'^\z,u\^  u'*'($,T,)-i-(-—  ;/'fA(;,^) 

I  V  t-I 

//'  ilc\eh>pj)enu'nt  de  l' intégrale  de  première  espèce  (V^*J(c,  ;/) 
dans  le  domaine  de  ce  point,  r  étant  égal  à  i  si  le  point  (;,  r,  ) 
//V^^  pas  un  point  de  ramification  et  z  —  ce  devant  être  reni- 

plaeé par  -'  Les  périodes   de    V intégrale   de   seconde   espèce 

Z  '(:;,//;;,  Y,  )  relatives  aux  coupures  h,,  b, bp  sont  res- 
pectivement 

—  9';"il-0,     — 'fT(;, -v»;     ••••     - '■?;y'( ;>■'•, )• 

Lis  (|iiaiillt('S  '^"^^(^^■^^)  ne  sont  plus  ici  les  dérivées  successives 
de  linlé^^rale  de  première  espèce  w'-'^Hz^  a);  leur  significalion 
acUielle  résulte  du  développement  (12)  écrit  plus  haut  pour  celle 
intégra  le. 

J  i8.  L'intégrale  normale  de  troisième  espèce  Ilr.^'  (  c,  u)  se 
définit  exactejnenl  comme  au  n'^  77.  Dans  le  domaine  du  poinl 
I  ;',  y/\  elle  est  de  la  forme 

iog<^-r)-p(^-r) 

et,  dans  le  domaine  du  point  (ç,  7,),  de  la  forme 
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V(z  —  ;')  cl  Q{z — ;)  ('lanl  ilcs  ionclions  régulières;  enfin  les 
périodes  rclalives  aii\  coupures  a/,  sont  nulles.  Les  périodes  rela- 
tives aux  coupures  h/,  se  calculent  comme  au  n"  TH.  On  Irouxc 
ainsi  que  la  période  de  linlégrale  II-:  5  (;,  w  ),  relative  à  la  cou- 
pure h',.   ;i  piMir  valeur 


'U',v.')— «^'■'''(i.v,) 


rinl('grale  étant  prise  le  long  d'un  chemin  situé  sur  T'  ne  ren- 
contrant aucune  des  coupures  a/f,  bh,  C/,.  Il  est  à  remarquer  que 
cette  expression  de  la  période  reste  la  même,  quelle  que  soit  la 
position   des   points  critiques  logarithmiques. 

De  la  définition  de  l'intégrale  normale  de  troisième  espèce  ré- 
sultent immédiatement  quelques  propriétés  : 

i"  On   a  identiquement,   quels   que  soient  les   points   (  ç,  y,), 
(;',  T.'),  (ç,,v.i)' 
(i3)  n;|;J'-^ii;|,J|+ nJl^'j.^j^o. 

En  effet,  la  somme  précédente  est  une  intégrale  abélienne  qui  n'a 
plus  de  points  singuliers;  c'est  donc  une  intégrale  de  première 
espèce.  D'ailleurs,  les  périodes  relatives  aux  coupures  ai  sont 
toutes  nulles;  elle  se  réduit  donc  à  une  constante.  Or,  si  l'on  fait 
coïncider  le  point  (;:,  u)  avec  le  point  (co,  ''o)»  origine  des  inté- 
grales, le  premier  membre  est  évidemment  nul. 

2°  Si  l'on  fait  dans  la  fonnule  précédente  Ç)  =  ;,  r,,  =  y,,  il 
reste 

formule  qui  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la  définition. 

3"  L'intégrale  normale  de  troisième  espèce  H 'i  ^ij  dépend  de 
deux  paramètres  (;,  r,),  (;',•/■/).  On  peut,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, la  mettre  sous  forme  d'une  différence  de  deux  fonctions, 
dont  la  première  dépend  de  (ç,  r,)  seulement,  la  seconde  de  (;',  r/). 
Prenons  en  effet  un  point  analytique  arbitraire,  mais  supposé  fixe 
(;,,  ■/■.!  I.  On  a,  d'après  l'identité  (i3), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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j'  I.,i  r.irmiile  (  I  3  )  peiil  «*lrr  ^'t'iii!' rai !>»(•<•.  l'icimns  un  iininlirc 
.|iirl.-on.iii.-  (le  |tuiiiU  .iiialvti.jm's  i  ;i ,  v.i  >,  (Jj,  r,.,  .  .  .  .  ,  (  '-^,  -f^^)  ; 
iiii  .1 

":b;: -^  "i;:^:    ■  •    "^:'.    "■ 

I  il>.    lin   (l.-(iiiili\.'.  c'c-i    lonjoiiis   |.,éi    I.i   ((iii^iilrral  ion   iriiih- 

-ralt-Mlr  la  lunnr  /"(    ,/\  .    ,.m    I      ,t    \     .unldrux    inU'^i  al.'s   aln- 

licrmcs,  |til>cs  le  Ion-  <lii  . milniir  lohil  ilf  'I".  .|iir  noii>  a\uiis 
oblciui  les  pi'-iioilc-..  .Iiis(|iriri  iioiis  nvon-,  lotijours  pris  j)oiir  U 
une  InU'giali'  de  |iriiiiiii  <•  ( -s  p«  •(•(•.  j'i  einiiis  tiiainl(Mianl  pour  U  une 
inléf^rale  de  troiMriiio  csprcc  avec  Ifs  j)<)inls  ciilicpics  (ç,y,), 
(;',  Y,"t.  l'I  |iiiiir  \  imc  aiilrc  iiil(''}^i-ale  de  IniisiriiK;  cspèrp  avo(; 
les  «l(ii\  |mii)l-  (  iiti(|iics  (a,  ^),  (a',  ,3'),  dillVrcnls  des  |)r<'iiii<rs. 

La   roiictidii  \    -—  n'est   pas  unilorine  sur  la  surlacc    1  ';   pour  la 

rendre  uniforme,  nous  tracerons  sur  1  une  nouvelle  coiipiire  I. 
joignant  les  points  (;,  r,),  (;',  r/). 


Fig.  88. 

•) 

.!&.•> 

-c 


Sur  la  nou\clle  surface  T'  la  fonction  U  —r-  est  uniforme  et  on 

peut  lui  appliquer  le   théorème  général  de  Cauclij.    L'intégrale 

/  L  f/\  ,  prise  le  long  des  coupures  «v,  6v,  Cv,  dans  le  sens  direct, 

est  toujours  égale  à 

p 

y  (Avb;- a;bv), 

Av  et  B.;  désignant  les  périodes  de  U  aux  coupures  ciy  et  by,  et 
A;„  B;^  les  périodes  de  V  aux  mêmes  coupures.  Reste  à  évaluer 

l'intégrale  /  UrA  le  long  de  la  coupure  L.  En  deux  points  infini- 
ment voisins  /?z,  /?i 'sur  les  bords  opposés  de  la  coupure,  les  valeurs 
de  U  difTèrent  de  t-tJ. 


'  m  ^  m 


1-Kl\ 
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riiiléj;ralc  se  irtluil  donc  i"i 

XT.i     /  ^A. 

\\n  cn'ri.  riiil('i:r;ilc  /  \(l\ .  prise  le  long  d'un  petit  cercle  en- 

loiiranl  dijuiiii  di-s  poinls  triliqucs  (ç,'^)?  (ç'?''/)?  Icn^  vers  zéro 
avec  le  ravoii  di-  ce  cercle.  Dans  le  voisinage  du  point  (ç,  y,),  par 
exemple,  celle  intégrale  est  de  la  forme 


J\oz{z-'^)V{z~l)dz, 


V[z  —  ç)  désignant  une   fonction   régulière  dans  le  domaine  du 
point   ;   -  \.  Posons 

Q(^  —  H)  étant  régulière  au  point  ^  et  nulle  pour  ^  =  ;;  l'inté- 
grale proposée  devient,  en  intégrant  par  parties, 


,o,(.-OQ(.-0-/^ 


Dans  la  seconde  intégrale,       '^^t^    ^^^  régulière  au  point  ;  et, 

par  suite,  l'intégrale  prise  le  long  du  petit  cercle  est  nulle.  Quant 
à  la  première  partie 

iog(^-OQ(^-0, 

on  doit  prendre  l'accroissement  de  cette  fonction  lorsque  ,::  dé- 
crit un  petit  cercle  autour  de  i,  partant  d'un  point  E  +  p  et  y 
revenant;  cette  quantité  a  pour  valeur  27:/ Q(p)  et  tend  vers  zéro 
avec  p. 

Quant  aux  résidus  de  U  -t^  sur  la    surface   T",    on   les   évalue 


comme  plus  haut  ;  ils  ont  pour  somme 

U(a\p')-U(.,P)=  f 
Tinlégrale  élant  prise  suivant  un  chemin  qui  ne  rencontre  aucune 


(a',  p') 
'«,3) 
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(Ics  coupures  a,,  h,,,  r,,  !..  Il  \  irnl  (Imic  (iii;ilcinciil 


Les  inléf^ralcs  qui  llf;urenl  dans  le   premier  membre  de  celle 

ëgalilé  sont  supposées  prises  sni\anl  do  (  Ininiii-  m-  se  coupant 

pas  (Milre   eux  el  ne  franchissanl   aucune  des  coupures  r/.^,  h,^,  r.,. 

r  '''■'■'  /''S'ini 

On  voil  (pie  lu  di (J'érence  /  </L  —   /  dW  s'exprime  lou- 

jours  iiit  lunyon  des  pcriodcs  des  deux  intégrales  U  et  \  . 

Supposons  niainlcnaiit  (pie  U  ct  V  soient  des  intégrales  nor- 
nialfs 

U  =  nf;J,        V  =  Il*;f'; 

on  a  Av  =r  A'v  =  o,  et  il  reste 

(•4)  r    "   f/n ''■•;■=    r    "  f/II^f. 

C'est  la  formule  fondamentale  que  nous  voulions  établir;  elle  est 
connue  sous  le  nom  de  formule  de  l'échange  du  paramètre  et 
de  l'argument  dans  les  intégrales  de  troisième  espèce. 

Cette  relation  ayant  lieu,  quels  que   soient  les   points  (ç,  y^)^ 

(i',  ■'/)'  (^5  ?)>  ('^-'5  ?>'):  remplaeons-j  (a,  P)  par  le  point  (^o,  «0), 
origine  des  intégrales,  (a',  [i')  par  (z-,  u);  il  vient 

(•5)  n|  J  (;;,  U)  =  n  j;;;;(r,  r,')  -  n4;;;/ï,  r,), 

en  remarquant  que  n^'.^['  (:;o,  Uq)  =  o.  Si  Ton  ne  tient  pas  compte 
des  chemins  suivis  par  les  variables,  l'égalité  précédente  a  seule- 
ment lieu  à  des  multiples  près  des  périodes. 

150.  Dans  l'intégrale  normale  de  troisième  espèce 

considérons  les  points  analytiques  (ç',  y/),  (s,  u)  comme  donnés, 
et  le  point  analytique  (^,  y,)  comme  variable.  Cette  intégrale 
devient  une  fonction  du  point  analytique   (ç,  y,),   fonction   dont 
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les  jiro|)ri('lt's  n'siillciil  iniiiK'dlalcincnl  (l(>  la  (otiiiiih;  précé- 
(Icnlc  (i5).  (^11  voit  (\\\c,  considérée  connue  f'onclion  du  point 
analyliqiic  (;,  y,  ),  riiil(':;rale  II  csl  encore  éf^aic  à  une  inlé';ra!e  de 
li-oi>irMie  csprcc  a\cc  les  points  (lit icpics  lo:;ari tlnni(|iir'S  (:■,  //), 
[Zn,  //„)•   l*i>l'  suite,  la  (ii'ii\(''c 

csl  une  fonction  rationnelle  du  point  analytique  (ç,  Yj),  admet- 
tant coninic  pôles  les  points  de  ramification  et  les  points  (z,  u), 
(zo,  //,))'  CCS  derniers  étant  des  pôles  du  premier  ordre  avec  des 
résidus  égaux  à  —  i  et  à  +  i  respectivement.  Un  point  critique 
d'ordre  q  —  i  ne  peut  être  un  pôle  d'ordre  supérieur  ii  rj  —  i .  Les 
dérivées  successives 


sont  de  même  des  fonctions  rationnelles  du  point  analytique (;,  r,) 
admettant  pour  pôles  les  points  (zq,  Uq),  (z,  a)  et  les  points  de 
l'amification.  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'elles  ne  dépendent  pas 
de  (^',  t/).  Ces  dérivées  successives  sont  identiques,  nous  allons 
le  voir,  aux  intégrales  de  seconde  espèce  définies  plus  haut. 

Soient  ((/,  b)  un  point  à  distance  finie  de  la  surface  de  Riemann, 
distinct  d'un  point  de  ramification,  et  $(^,  r,)  l'intégrale  de 
seconde  espèce  suivante,  où  (i,  ri)  désigne  le  point  analytique 
variable 

'I>(J,rJ=  A,Z(f,r,;«,6)+A2Z'(i,r,;a,^»)  +  ...-(-Av+,Z'v)(t,T,;«,^.), 

A,,  iVo,  • .  • ,  Av+i  étant  des  constantes  quelconques.  Cette  inté- 
grale admet  un  seul  pôle,  le  point  (a,  Z>),  et  la  partie  principale 
relative  à  ce  pôle  est 

Al  A,  1.9....V 

Considérons  l'intégrale 


/.., 


■o 


di,  "-^ 
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•■[«•rxliic  au  conloiir  I..I.1I  .1.-  la  Mirf.i.c  1'  dnis  |.-  s.-ns  «lir.M  l.  On 
peiil  lui  aj)|)liqii«'r  le  llit'oièiiu'  tlt-  (^aiicliv,  |)iils.|iir,  ikhi-.  m  nous 
lie  le  voir,  Hj  ,''  ,  crmsiJéi-i  r  comme  une  fonction  «lu  point  analv- 
lique  (;,  T,),  est  idrniiciur  à  nin-  intt'-ialc  noiniali-  de  li  oi>irn)e 
espèce. 

Les  périodes  des  drnx  inl.''j;ralt's  «I>(  ;,  y,)  et  II;  ;'^'  relatives  an\ 
coupures /-^  sont  toiilrs  nnllrs;  par  suitr,  rinlégrale  j)réei'-ilenle, 
•'•tendue  au  eonlour  total  <!.•  la  ^ni  lace  T',  c-t  éf^alc  à  zéro.  <  )n  <n 
eonelut  ipie  la  soninii-  tle^  n'sidus  do  la  l'onetion 

cf- 

sur  toute  la  surface  de  Ivicniann  t>l  nulle.  Ces  résidus  ne  peuvent 
provenir  que  des  pùles  (:;,  //  ),  (zo,  ito),  ('/,  f^)-  J^-cs  rc'-sidus  pro- 
venant des  deux  premiers  pôles  sont  respectivement 

l'our  a\oir  le  résidu  relatif  au  pôle  (c/,  b),  écrivons  les  dévclop- 
r/Il 


pemcnts  de  <!>(;,  y,)  et  de  -,j-  dans  le  domaine  de  ce  point 


d\ 


OÙ  (  -TjT  )     désigne    la    valeur   que    prend    la   dérivée    d'ordre   /, 

d^xn-'^' 
J\  -  >  pour  ;  =  rt,  Y,  =  6.  Le  résidu  relatif  au  pôle  {a^b)  est 

donc 

(dn\  /d^u\  .     '  /dy+in\ 

^'[dï).r-^'-[W)a'^---^^'^'\'d^)a 

On  a,  par  conséquent,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  est 
nulle,  et  remarquant  (|ue  fP(-:?07  '^0)  =  <») 
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Kcinplacons  ^^{z,  i/)  p',\y  sa  valnir-  il  vicnl.  ci)  ordnnnani  [larrap- 

|)ort  aux  rocfficicnls  Aj '^/^  i: 

_.„,[..- ..„:„,.,-(-12)J.„. 

Celle   ('-^alilc-   (l«naiU   avoir   lien,    (|iirls  (|iie  soiciil  les  cocfficicnls 
constanls  A|,  Ao,  ....  Av+i ,  on  en  conelul  que  Ion  a 

Z„.„:„,M-(^)^^„,        Z'(=,„:..i,-(|S)^=„.         .... 

Remplaçons  maintenant  (a,  b)  par  (i,"/,)  pour  ne  pas  multiplier 
les  notations;  les  égalités  précédentes  deviennenl 


z 

(-, 

ii: 

;  ;» 

0  = 

z 

'(-: 

,  u 

;?, 

■o-^ 

Ainsi,  lorsque  le  point  (ç,  y,)  est  un  point  ordinaire  de  la  sur- 
face de  Riemann  à  distance  finie,  les  intégrales  normales  de 
seconde  espèce  Z{z.,  m;ç,  r.),  Z'{z,  it;  i,  r,),  . . .,  Z(^^(^,  m;  i,  yi),  ... 
(/ui  admettent  ce  point  pour  pôle  sont  les  dérivées  successives 
de  l'intégrale  normale  de  troisième  espèce  Yù^"!^  par  rapport  au 
paramètre  (i,  vi). 

Par  suite,  toutes  ces  intégrales  normales  de  seconde  espèce  sont 
des  fonctions  rationnelles  du  point  analytique  (ç,  v-,),  admettant 
pour  pôles  le  point  (;,  u)  et  les  points  de  ramification,  et  l'on  a 
aussi 

Z',.-,  „;!,,)=  l^^- «ilO z.v.(..  „:;.,)=  '^'^'V^'-'^' . 

'  Nous  avons  déjà  obtenu,  au  Chapitre  II,  des  résultats  identiques, 
sauf  une  petite  différence  de  notation,  pour  les  intégrales  hjper- 
elliptiques  ^  (t'Oi/'n"*  -43  et  46). 
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l.'i  I  .  I.Drsijiu'  le  I  toi  lit  ((I,  h)  cal  \nt  |m>iiiI  «le  :  ,iiiiilii;ili(iii  .'t  ilis- 
lanc«'  finit',  It's  (lcriv«''cs  successives  de  rinlrgralc  ininiiiilc  Ul'J' 
j>ai-  rappoit  au  païaiiu-lie  f;.  y,")  (Icvirniicnl  iuliiiic--  m  ce  juiinl. 
I)i'  int'mr.  (■<  ^  (|t'ii\  i'i'>  xuit  iiiillfs  en  Idii-  li^  |(uill[■^  à  l'iiiliiii 
tic  la  .surlaet'  (le  lliciiiami;  cllts  ne  |kii\(IiI  di^Wi'  icjn  t'M-iitii  |r> 
intégrales  normales  de  set-onde  espèce  (|ui  ailinelteiil  poiii-  piile  un 
point  lie  rainiliealion  ou  un  point  à  riiilini  «le  la  surlaee  de  j'ue- 
niann.  Il   l'aul  alors  remplacer  ces  di'ii\  (e>  jiar  les  cocdlieieiils  du 

développiiiieiii  (le  11;^'^^  sMi\aiil  li>  |iuissances  de  (  ;  —  r//' dans  le 
domaine  d'un  point  de  ramification  [a,  h)  d'ordre  /•  —  i  à  distance 
finie,  ou  par  les  coefficients  du  di-veloppement  suivant  les  puis- 
sances de  7  (.lans  le  cas  d'un  poinl  à  l'infini  (  '  ).  Ainsi,  soient  («,  (>) 
un  j)oint  de  ramificahOn  dOrdie  /•  —  i  à  distance  finie  et 

le  développement  de  l'intégrale  de  troisième  espèce  dans  le  do- 
maine de  ce  point.  Les  coefficients  II, ,  ITo,  . . .,  Hv^.!.  • .  •  sont  pré- 
cisément, à  des  facteurs  numériques  près,  les  intégrales  normales 
de  seconde  espèce  définies  plus  haut,  qui  admettent  pour  pôle 
le  point  de  ramification  [a.  h).  Ainsi  on  a 

Z{z,u:a.b)=\\i,         Z'{z,i(:a,b)=iU.2, 

et,  en  général, 

Z  •''(;;,  u;  a,  ù)—  1.2.  .  .(v  -+-  i)ri^H.,. 

Enfin,  si  le  point  {(i,l^)  est  un  poinl  de  ramification  d'ordre 
/• —  I  à  l'infini  (/• —  i  pouvant  être  nul),  soit 

1  2  v-t-l 

le  développement  de  l'intégrale  de  troisième  espèce  dans  le  do- 
maine de  ce  point.  On  démontrera,  comme  plus  haut,  que  l'on  a 

Z{z,  u;x)—ni,         ....         Z'^'M-^,  ii;  ûo)  =  i.2. .  .(v -MjIIv-i-i. 


(1)  E.  GoiiRSAT,   Sur  la  théorie  des  intégrales  abéliennes  {Comptes 
rendus,  l.  XGVII,  p.  128 1). 
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Ces  formules  sont  cneorc  ;i  i;i|i|i|(m  lui'  des   roniiiilcs  ol)tciiiics  ;iii 

n°  43. 

Wi'-l.  (  )iu'I(]ii('s  coiisich'i'nl  Ions  de  |)assajj^e  à  la  liniilc  pcniicl- 
Icnl  (le  |)irvi)ir  <'l  dCx |il i(| iicr  la  |ilii|)arL  cics  rcsiillal s  (|iii  |ii'(''(;c- 
(Iciil.  (  Idiisidi  r(»ii>  d'ahoi'd  deux  inU'-i^ralcs  normales  de  troisième 


esjx'ce 

avant  un  point  critique  commun  (l','r/)  et  deux  points  critiques 
indnimenL  voisins  (ç,  r,  )  cl  (^  -+-  h,  r,  -h  A),  que  nous  supposons  à 
distance  finie  et  distincts  des  points  de  ramilication.  La  difTt'-- 
rence 

nj':T.-.,.-n!' 


••1'  _n?''-0' 


est  encore  une  intégrale  abélic^nne  avec  deux  points  critiques  lo- 
garithmiques infiniment  rapprochés  (i,  r,)  et  (^  + /i,  r,  +  A").  En 
tout  autre  point  («,  b)  de  la  surface,  cette  intégrale  est  régulière. 
Faisons  tendre  h  vers  zéro;  la  différence 

—  \os:[^~(;  +  /i)]^'\o^(~-  —  ç) 
h 

a  pour  limite  -^j-??  de  sorte  que,  à  la  limite,  l'intégrale  en  ques- 
tion admet  le  seul  pôle  (ç,  r,)  avec  la  partie  principale j:-  D'ail- 
leurs, toutes  les  périodes  de  (o  relatives  aux  coupui^es  «a  sont 
nulles;  cette  intégrale  to  a  donc  pour  limite  l'intégrale  normale 
de  seconde  espèce  Z(g,  u;  ^,  r, ),  c'est-à-dire  que  l'on  a 


ou  encore 


Z( z,  u;^,r^)  =  \im  y  ■ 


rfnrf 


7.(=,,r,'„,)^ 


Les  périodes  de  Z  relatives  aux  coupures  b/^  se  déduisent  de  la 
lême  façon  des  périodes  de  II.  Ainsi  la  période  dt;  l'intégrale  (o 
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i«'lali\e  à  la  coiiiiui-c  h/,  ol 

h  ' 

•xprcssioii  i|iii  .1  I •  liiiillr 

r/vv  '''(;,  r,) 
77? 


=  -?/.(;.  rj. 


I(ir^(|tic  II  h'iiil  \  ns  z»'ni. 

(  )n  \ri  r;iil  de  l;i  iiit'iiir  rucoii  (|iic  les  inli'g raies  Z'(  r,  ^/  ;  ç,  r,  ),  . . ., 
/  ■'  (  c, // -,  ç.  y,  )  pfiivciil  M-  (l('(|iiirr  (je  riiilf'^ralc  Zf  r, // ;  q,  Y,  )  par 
(les  (liHV'rfiili.ilidii^  >ii(r(>>i\  o  ifl,ili\  cniciil    an    |)ai',iiiir  tic  (';,/■,). 

Heinar(|ii()iis  aii>si  <|iic  les  |)i()|)rit'lt'>  |)rcirdi.;iilrs  «les  icimcnl 
évidentes  jioiir  iiii<"  coiiihc  «le  •;<'nrt'  zéro.  Alors  loiilc  iiili'^^rale 
alx'lioniie  csl  t\:;ale  à  riiil('i;ralc  (riiiic  rtuiclioii  lalioiiiicllc 


/"' 


/  )  (II, 


t  désignanl  le  paranièlrc  qui  correspond  uniforiiiémcnl  aux  poinb 
de  la  courbe.  Il  n'y  a  pas  d'intégrale  de  première  espèce;  ["inté- 
grale de  troisième  espèce  avec  les  deux  j)oints  crilifjiics  ç,  ç'  est 


"i=-.f;zî> 


les  intégrales  de  seconde  espèce  avec  le  pôle  /  ^^  ;  sont  respccti- 
\enu'nt 


z-('^=>  =  „:zv,i^ 


On  a  bien 


5V^  lo3.  On  peut  établir  les  propriétés  de  l'intégrale  normale  de 
troisième  espèce  par  une  autre  méthode,  qui  ofifre  une  application 
intéressante  d'une  formule  de  M.  Ilermite  relative  aux  fonctions 
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reprcscniccs  jKir  (lo^  iiil('^i;il<'>  <l('liiiics  ;i(liiicUiiiil  (les  C()U|)urcs(  '  ). 
Donnons-nous  les  liniilcs  <l(^  Tinh-gralion  (zn,  ito),  (z,  u),  ic  che- 
iniii  (rinli'-ralion  L  joi}^n.inL  ces  deux  points,  ainsi  (|ue  Fiiii  des 
|)oinl>  erilicjues  (^',  V)  supposé  fixe;  rinlégrale 


a  un  sens  bien  défini  tant  que  le  point  variable  (;,  r.)  ne  vient  paî 
sur  le  chemin  d'intégration. 

Nous  admettrons,  ce  qui  est  indispensable,  cpie  c"est  une  fonc- 
tion analytique  du  point  (;, '^i)  sur  toute  la  surface  de  Kiemann 
c'est  justement  ce  qu'établit  la  formule  (i5). 

Fig.  89. 

..^^^\ 


«Vi; 


Pour  voir  ce  f[ui  se  passe  quand  on  franchit  la  ligne  L,  consi- 
dérons deux  points  infiniment  voisins  (;,  r, ),  (;,,  r, ()  ^^  P^rt  et 
d'autre  de  cette  ligne,  et  un  chemin  d'intégration  tel  que  L',  voi- 

sin  de  L  {/îg-  89);  la  fonction  — j^  est  holomorphe  à  l'intérieur 

du  contour  formé  par  les  deux  lignes  L  et  L'  lorsque  le  point 
(;,  Y,)  est  à  gauche  de  L,  comme  l'indique  la  figure.  Par  consé- 
(]uenl, 

vu  contraire,  la  fonction  — —^  admet  le  point  (  ;i,  y,,  )  comme 
pùlc  du  premier   ordre  avec  un   résidu  égala  — ^1.  [On  suppose 


(')  Hermite,  Journal  de  Borchardt,  t.  XCI;    E.  Goursat,   Acta  Matliema- 
tica,  t.  I,  p.  189. 
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«lUc  II-  point  fixe  (;',  r,')  csl  à  l'exli'i  i.iii-  <lii  (omIdui-  fonn.-  p.n  Ii> 
tl«iix  li^'iiL-s  1.  cl  L'].  On  a  donc 

lU'traiiclioiis  (•t■•^  tli'iix  t'i^Mlilés  iiicmhrc  à  incinhic^;  il  vient 

'l'iiii'^  les  •'•li'inriils  (le  riiil('':;r;ilc  du  scconil  iiicinlirc  (Icviciiiiciil 
nuls  lor.s(|iie  Irs  points  (  ;,  r,  )  ct(ç,,Y,))  viennent  coïncider  avec 
un  même  point  de  la  coupure  L;  il  reste  donc 

(i6)  \\vX  —  u\}^'=iT.i, 

cette  égalit»'  c\j)rini;iiil  ([irrii  <lcn\  points  inlinimcnt  voisins  de 
part  et  d'autre  de  L,  les  valeurs  de  Uî'.^'  diflèrcnt  de  •ir.i.  Celte 
ligne  L  n'esl  d'ailleurs  qu'une  coupure  artificielle  pour  cette  fonc- 
tion ;  en  déformant  infiniment  peu  le  chemin  d'intégration,  on 
voit  cjuellc  reste  rt-gulière  en  tous  les  points  de  L,  sauf  aux.  deux 
limites  (;,  u)  et  {z^^  u„).  Si  le  point  (i,'^i)  est  très  voisin  du 
point  (z,  u)^  on  a 

P(:;.  u\  ç,  r,)  désignant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  :^  =  ç, 
«==  r,.  On  en  conclut  que,  dans  le  domaine  du  point  (;;,  ?/), 

ni;j'=iog(ï-^)-Q(?,7i), 

Q(;,  T.)  restant  (inie  au  point  (;,  ii).  On  a,  de  même,  dans  le  do- 
maine du  point  (:;o'  ''o)? 

La  fonction  étudiée  reste  donc  finie  en  tout  point  (q,  y,),  sauf 
aux  points  (:;,  «),  {z^)J  /^u),  où  elle  se  comporte  comme  on  vient 
de  le  voir. 

Il  reste  à  voir  comment  varie  cette  fonction  lorsque  le  point 
(;,  r,)  décrit  un  contour  fermé  quelconque,  en  particulier,  lorsque 


VJfi  m  vi'n m:   \  ii. 

ce  poiiil  franrliil  les  coii|uircs  ^//  et  A/.  Nous  avons  vu  plus  liant 
(  n"  li-i)  coinnienl  on  pouvait  former  une  inl<'-rak'  de  Iroisiônic 
espèce  ayant  les  deux  jioints  crili(pics  logarlllunicpics  (;,  y,), 
(ç',  r,');  celte  intégrale  est  tie  la  forme 


i 


S{z,  u\\,y,)dz, 


S(c.  /r.  ;,r,^  étant  une  fonction  rationnelle  de  (:;,  u)  et  aussi  de 
(  ;,  r.V  l*our  passer  à  l'intégrale  normale  de  troisième  espèce,  il 
faut  ajoutera  cette  intégrale  certaines  intégrales  de  première  es- 
pèce. Soit  ta,(ç,  7.)  la  période  de  l'intégrale  précédente  à  la  cou- 
pure rr/,  période  cpii  est  égale  à  l'intégrale  /  S(;,  u\  ç,  y,)  c/r, 
j)risc  le  long  de  la  coupure  (^<), 

L'intégrale  normale  de  troisième  espèce  est  égale  à 

en  représentant  j^ar  /'f/(-^,  '0  clz  l'intégrale  normale  de  j)remière 

espèce  w^'K 
La  période 

oj,(ï,rJ=  f    S{z.,ir,  \,-r,)dz, 

considérée  comme  fonction  du  paramètre  (;,y,),  est  représentée 
par  une  intégrale  définie  admettant  la  coupure  {l>i)-  Lorsque  le 
point  variable  (;,  T|)  ne  franchit  pas  cette  coupure,  w/(i,  t,)  reste 
une  fonction  uniforme  du  point  (ç,  y,)  el,  en  reprenant  le  raison- 
nement de  plus  haut,  on  voit  qu'en  deux  points  infiniment  voisins 
de  part  et  d'autre  de  la  coupure  bi  les  deux  valeurs  de  co/(;,  y,) 
diflrèrcnt  de  -2-1.  Cela  posé,  reprenons  la  fonction 


f      rs(-'^ï.'.)-~y=i-.'=.Oî,'-«)l 


dz: 


INTKCU  VI.KS     NOHMM.KS.  i}; 

>i  !••  noitil  (;,/".)  «Ii'cril  un  clicniiii  Iriiii'-  fjin.lc  «iiH[Mr  m-  liMvcr- 
saril  aucune  coupure  //,,  ni  la  ligne  I.,  cliatjue  éléniml  tic  linic- 
^rale,  cl,  par  suile,  rinl('f,Male  elle-niriue  rcvicnneiil  à  \(\i\>  \;i- 
leur-i  initiales.  Au  contraire,  <ii  deux  points  inlininient  voisins  de 
part  et  d'autre  de  la  C()U|)nrr  A,,  les  éU'Mnents  correspondants 
des  lieux  inlé,i;rales  dilVènMit  de  'f,(^,  '()•  I-cs  iiil(''grides  clles- 
rnènie-'  diilVreiit  île 


/  Oi{z,  u)dz  —    /  dw  ' 

•>'(l,.//„)    '  -  (.-0.".,; 


l'.n  rt'sunii'.  i'inli'-iale  normale  de  troisième  es|)èce,  considér('<' 
comme  fonction  du  p.namrtre  {\.  /,  i,  pr('sente  les  caractères  sui- 
vants : 

i"  Elle  reste  finie  en  tout  point  de  la  surface  de  Kiemann,  sauf 
au\  points  (c,  w),  (;„•,//„)  qu'elle  admet  pour  points  crilirpies 
logarillimiques; 

2"  Toutes  les  |)criodcs  relatives  aux  coupures  ai  sont  nulles, 
el  la  période  relative  à  la  cou[)ure  bi  est  égale  à 


r 


div^'K 


Ces  propriétés  caractérisent  l'intégrale  normale  de  troisième 
espèce,  avec  les  points  critiques  logarithmiques  (;,  ;/),  (^o;  '^o)- 
On  a  donc 

Pour  déterminer  la  constante  C,  remarquons  que,  lorsque  le 
point  mobile  (;,  -fi)  vient  en  (;',  y/),  le  |)remier  membre  est  nul. 
Il  reste  donc  l'égalité 

uh^liz,  H)  =  n^;;'"(£,  Yi)-  n^;;'"($',  v.'), 

qui  est  identique  à  la  formule  (i5). 

loi.  Avant  de  revenir  aux  intégrales  abéllennes  les  |)lus  géné- 
rales, il  nous  faut  expliquer  le  sens  d'un  mot  qui  sera  souvent 
employé.  Etant  donné  /•  intégrales  u,,  î^o,  •  «  -,  "^ri  n'ayant  aucun 
point  critique  logarithmique,  et,  par  suite,  composées  uniquement 

A.    ET    G.  22 
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(rinl('j;ralcs  cl<'  prcmirrc  cl  de  seconde  espèce,  on  dira  que  ces 
intégrales  sont  dl^rbriqucmcn t  (fistinctes  s'il  n'existe  aucune 
combinaison  Inn-aiie  à  focflicients  (•()n>latils,  telle  (jiie 

^V  =  A,;,-t- A,r.,  +  ...-^A,^,, 

(|ui  se  réduise  à  une  fonction  rationnelle  de  :;  el  de  //  (sauf,  bien 
cjjleridu,  lorsque  tous  les  coclTicienls  A/  sonl  nuls  K 

Si  l'on  a  une  équation  algébrique  de  ijonrc  /),  Tintégralc  pré- 
cédente W  admet,  en  général,  9.p  périodes  cycliques;  pour  que 
W  se  réduise  à  une  fonction  rationnelle  de  :;  el  de  «,  il  faul  el  il 
suffil  que  les  2/j  périodes  soienl  nulles,  car  cette  intégrale  esl 
alors  une  fonction  uniforme  du  point  analytique  {:■,  ii),  n'admel- 
lant  que  des  pôles  sur  toute  la  surface  de  Riemann.  En  écrivanl 
ces  conditions,  on  a  2/)  équations  linéaires  et  homogènes  entre 
les  /•  coefficients  A|,  Ao,  .  .  .,  A,.;  ces  équations  admettent  certai- 
nement un  système  de  solutions,  non  toutes  nulles,  dès  que/*  est 
supérieur  à  2/?.  Par  suite,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  :ip  intégrales 
algébriquement  distinctes  de  première  et  de  seconde  espèce. 

Nous  dirons  que  2/?  intégrales    algébriquement  distinctes   w,. 

To "^^p  forment  un  système  fondamental.  Pour  qu'il  en  soil 

ainsi,  il  faut  et  il  suffil  que  le  déterminant  d'ordre  ip  formé  par 
les  (2/>)-  périodes  de  ces  ip  intégrales  soil  différent  de  zéro:  on 
aurait,  en  effet,  pour  déterminer  les  coefficients  A/  tels  que  toutes 
les  périodes  de  l'intégrale  A,  ^, -h.  • --^  Aoy..^^^,  soient  nulles, 
2/>  équations  linéaires  et  homogènes  dont  le  déterminant  n'est  pas 
nul.  Toute  intégrale  abélienne  r,  11  ayant  aucun  point  cri- 
tique logarithmique,  est  égale  à  une  combinaison  linéaire  à 
coefficients  constants  des  2/>  intégrales  J^4  ,  •  ••,  ^2/75  formant 
un  système  fondamental,  augmentée  d\ine  fonction  ration- 
nelle de  z  et  de  u.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  qu'en  éga- 
lant à  zéro  les  ip  périodes  de  l'intégrale 

(     -Al   ^1  -^^2-:2 ••• -^2/)-2/> 

on  a  2/)  équations  linéaires  el  non  homogènes,  dont  le  détermi- 
nant n'est  pas  nul.  On  en  déduit  donc  pour  les  coefficients  A,, 
Ao.  ...,  Ao/,  un  système  de  valeurs  finies;  ces  coefficients  étant 
ainsi  déterminés,  la  différence  c  —  A,  ^1  — . .  .—  \ip'^.2p  n»  pl"S 


l.NTK(;il  \l.  i;s     M)  H  M  Al.  K 
■iHl>i'([ll(lll, 
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ne  iniH'tiDii  l'.ilKiii- 


tlc  périodes,   cl  se  iiHltiii,  j>;ir 
lu'IIe  de  z  cl  di.'  //. 

Kn  particulier,  (nutcs  irs  iiili'i; idlcs  (ihriii-iiiu's  di-  jncinitii 
et  de  deuxième  espèce  attdc/ires  à  une  courhc  ali:rhri(jitr  di 
fjenre  p  se  réduisent  à  ■//>  intéa^iales  distinctes. 

l'oiir  roriinr  un  ^\  ^ti'iiic  fonil.miciil.il,  prciiuns  pour  !^,  ,Xj "tf 


,lr..l. 


;/.4-l 


|irciiiiiMi'  espèce  ^  ,      w 
■•  C-'/"  /'  iiil('';^r;ile^  muii 


lies  de  seconde 


Ics/y  inU'^r.ile> 

;^=iv'/',  cl  p 

es|)ècc,     '/,(  c. // ;  rt, ,  A,  I,     ....     7a.z,  u\  a  pjt,,).,    adinclhuil    pour 

pôles  j)  poiuls  ordinaires  à  distance  finie,  tels  cpie  le  détei  inina  ni 


©I  («1,  ^1  ) 
©t  (  «1.  h^  I 


<5/>("l.  ^1 


O, ,{(!,„  bp) 


ne  soit  pas  nul  (n"  130).  Ces  o.p  intégrales  forment  hien  un  syslcmc 
fondamental.  \'a\  cfTet,  si  l'on  désigne  par  a,,  y.^ y.p  les/?  pé- 
riodes dune  intégrale  r  relatives  aux  coupures  c/,,  a-,,  •..,  o p, 
la  différence 


(a,(ï^(i'-+-. 


a„  iv^P^  ) 


a  toutes  ses  périodes,  relatives  aux  coupures  <^//,,  nulles.  En  écri- 
\anl  (pie  11  nl('-i;rale 


).i  Z(  z.  u  :  rt,.  bi 


Ip  Z(:..  u:  cip,  bp) 


a  égalemenl  toutes  ses  périodes  relatives  aux  coupures  b^  nulles, 
les  coefficients  A,  sont  déterminés  par />  équations  linéaires  dont 
le  déterminant  esl  précisément  A. 

U  est  clair  cpi'on  peut  remplacer  ce  svstème  de  o.p  inl(''grales  par 
un  système  composé  de/?  inlégrales  distinctes  de  première  espèce 
«',,  (Va,  .  .  . ,  (v^  et  de  /?  inlégrales  de  seconde  espèce  admettant 
les  pôles  du  premier  ordre  («,,  ^i),  . . . ,  {ap^  bp),  caries  intégrales 
normales  sont  des  combinaisons  linéaires  de  celles-là,  et  inverse- 
ment. On   peut  aussi  supposer  que  quelques-uns  des  pôles 

(ai,bi).      ....     {ctpjj,,} 

sont  venus  se  confondre;  par  exemple,  si  ces  p  points  sont  tous 


confondus  cv 
lèmr    foiKliinirnl.il 
/;  iiili'^ralcs  iionii;) 
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|u)iiit  (  <■/,  //  ',  on  prcntli 


,  «le 


)n(K'  espèce 
,i.ln.       ...      /  / 


;i,  pour  former  un  sys- 
<lc  première  espèce,  les 


Ce  sjslènie  osl  funiKiMu-nlal  pi»iir\ii  (pic  le  d 


At  = 


I  ç,  (a,  b)     o\{a,h) 
\  <:t.i(a,  b)     c>'.,{a,  b) 


''i  --.//:  c/,  b). 
•IcrmuKtnt 
•>(a,6) 


o,j(o,b)     rs'f,ia,b) 


^\a,b) 


ne  soil  pas  nul.  Çc  délerminant  ne  peut  cire  identiquement  nul 
pour  loul  point  analytique  (a,  b);  en  efiTet,  les  éléments  de  la 
/"""  C(donne  sont  les  dérivées  d'ordre  i  des  éléments  correspon- 
(laiils  de  la  première  colonne  par  rapport  à  la  variable  a.  D'après 
un  lliéorème  bien  connu,  j)our  fpie  A,  soit  identiquement  mil.  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  entre  les  éléments  de  la  première  co- 
lonne une  rclalion  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants, 
l'un  au  moins  de  ces  coefficients  étant  différent  de  zéro, 


("i  O]  (a,  h)  -r-  C2  02(0.  b)  A-, 


Cp  'f/,{a,  b)  =^  o: 


ceci  est  impossible,  puisque  'fi(;,  u),   ...,  'f /,(■;,  i/)  sont  les  dé- 
rivées par  rapport  à  ;  des/;  intéj^rales  normales  de  première  espèce. 


loo.   Soit 


1( 


une  intégrale  abélienne  quelconque;  les  points  critiques  loga- 
lilhmifjues  de  cette  intégrale  sont  les  points  de  la  surface  où  le 
résidu  de  R(-^,  //)  n'est  pas  nul,  et,  en  général,  ses  points  singuliers 
proviennent  des  pôles  de  R  (r,  u)  et  des  points  à  l'infini. En  procédant 
comme  au  n"  44,  on  peut  exprimer  f  par  une  somme  d'intégrales  de 
première,  de  deuxième  et  de  troisième  espèce.  Soient  (a,,  ^3,),  ..., 
(a^,  jB^)  les  q  points  critiques  logarithmiques  de  cette  intégrale, 
R(,  R2,  ...,  R^  les  résidus  correspondants  de  R(z^u),  dont  la 
somme  R,  4-  Ro  -h-  •  .-f-  Ry  est  nulle  ;  la  dilTérence 
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n'ailinct  plii-^  «If  poiiil  ciiliiiuc  In-.n  illmi  i.|iif.   V.Wr  priil  ;i\uii(|cs 
liùlfs  l'ii  iiDiiiliif  (|iirl(()ii(|iic.  Son  ni   i  //.  />  •  un  >]<•  ces  |)ùlrs  cl 

z  —  a       {t  —  a)*~^'"^{z  —  a)'' 

la    parlio    |>i  iiaipiili'    (!<■    .1    d.iii-;    !<•    ilom.iiiic    ilii    |i(iiiil    (a,   h). 
L'e\pressii>ii 

Il       J  —  Vl  A,  Z(  z.  //:  a,h> 


-f-  Al  //  (  z.  Il  \  (t.  h  I  -4-  ...  -H '-^' '/^''  -^   (Z.  ir.  Il .  I)  \\. 

I.-2...(V  —  I)  j 

«)ù  le  signe  >   osl  rlfiidu   ;'i    Ions   les   piMcs  de  J.   csl  iin<>  iiih'^iiilc 

abélicniic  régulière  en  lotis  1rs  [loinls  di;  la  siirl'iK c  de  rvieiiiaiii), 
c'esl-à-dire  une  intégrale  de  prcinlrie  cs|)èee  a,  (t''^ -•-...-{-  '/.^iv^P  . 
On  en  dc'diiil  pour  rinU'gialt-  I  la  \aleiii'  sui\aiilc 


f 


l\tZ,  U)(/Z 


2  "'•"";:  ?;'=■" 


'1[ 


A. 

\,  Z(  c.  Il  ;  a,  />)—..  .H '' Z"''-i'(c,  w:  c/.  0 ) 

i.v....(v  — I) 


Les  cocflleienls  R^,  A,,  ...,  Av  sont  connus  ininiédialemcnL  si 
Ton  connaît  les  résidus  de  l\{z,  «),  el  les  parties  principales  au 
voisinage  des  pôles  de  l'intégrale;  ces  coefficients  dépendent  donc 
algébriquement  des  coefficients  de  la  fraction  rationnelle  K{z,u). 
Il  n'est  pas  de  même  de  A,,  . . .,  ),^;  A/,,  par  exemple,  est  égal  à  la 
période  de  l'intégrale  I  à  la  cou[)ure  d/,,  divisée  par  2r.i. 

On  pourrait  encore  arriver  à  la  formule  de  décomposition  (17) 
de  la  façon  suivante.  Sur  la  surface  T',  traçons  un  contour  fermé  G 
renfermant  à  l'intérieur  tous  les  points  critiques  logarithmiques 
de  l'intégrale  ;  soit  T"  la  surface  limitée  par  C  et  par  les  bords  des 
coupures  «v?  ^v?  Cy.  La  fonction 

T(,^rJ=I(,^rJ— -^ 
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csl  une  fonclion  uniforme  du  |)()inl  anal^liriiie  (;,''i)  ^"r  '^ 
face  T".  En  applitiuaiil  le  lli('<)rème  de  (kuchj  à  l'inlégralc 


,/ 


Til-rOdl 


prise  Ir 
(mIchI.m 

Ion-  du 
■,   d'un.' 

coulni 
,url,  .. 

tir  tolai  de  T"  dans  le  sens  direct,  on  i  ,  ^ 
elle  intéjjrale  prise  le  long  du  conlour  '^  Jg 
C  el  le  long  des  coupures,  d'autre  part  les  résidus  de  ï(ç,  r^).  3  ^| 
l'on  icduil  le  conlour  C  à  une  suite  de  petits  cercles  décrits  autoil,p 
des  points  critiques,  réunis  l'un  à  l'autre  par  des  fentes  de  largeui 

inliniment  i)etile.  le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  et  l'or  , 

•Il  ^'' 

retrouve  ainsi  la  loriiiiih;  m  7  ). 

loG.   Toutes  les  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce  se 
ramenant  à  2/?  intégrales  distinctes,  on  peut  ne  laisser  dans  le  se-  i 
cond  membre  de  la  formule  (17)  que  ces  2/>  intégrales.  Imaginons, 
pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  choisi,  pour  former  un  système 
fondamental,   avec  les  p  intégrales  de  première  espèce,  p  inté-  , 
grales  de   seconde  espèce,  admettant  respectivement  ])our  pôles  ( 
du  premier  ordre  les  y;»  points  (<7,,/v,),  ...,  [ctp^bp).  Soient  (v^ , 
Hj.  . .  .,  iV/,,  X(c,  u\  a  X,  b^),  . .  .^'t{z,  u  ]  a  p^  bp)  ces  ip  intégrales. 
Si  l'on  remplace  chaque  intégrale  normale  Z'"'^  par  son  expression 
au  moyen  des  2/?  intégrales  précédentes  et  d'une  fonction  ration- 
nelle de  ;  et  de  //,  la  formule  (17)  peut  s'écrire 

^   1=  f"'\(z,u)dz  =  ^^{z,u)  +  yK,\\l''l' 

-4- Al  Ç(j,  m;  «1,  6,)-f-..  .-^  Xp^{z,  u;ap,  b,,) 
-+-  Bi  (l'i  -H  Bo  «'2-+-. .  .-f-  B/,  (ï'/, 
ou  encore 

()8)  I  ==*(:;,«)-(- Il -+-I2, 

^{z.  II)  étant  une  fonclion  rationnelle  de  ;;  et  de  u,  I,  et  L  dé- 
signant deux  intégrales  abéliennes  dont  la  première  n'admet  que 
des  points  critiques  logarithmiques,  tandis  que  la  seconde  L 
n'admet  que  des  pôles  du  premier  ordre  qui  sont  pris  parmi  les 
p  points  (a,,  ^,),  ...,  {cip.bp). 

Ces  deux  intégrales  I,  et  L  ne  sont  pas  complètement  définies, 
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(]u;iiul  on  coniiin'l  la  foiu-lion  ralloiiiicllc  M(w,//i,  car  on  peut 
ajouter  à  Tnne  ir«.'lles  une  inlt'j;ral<"  (|ui'lcon(jnc  de  promirrc  es- 
pèce, à  contlilion  de  relranclicr  la  nicnie  intégrale  de  ranlrc  Mais, 

si  les  points  (//,,  A,  ) ((tp,  Op)  onl  élc  choisis  une  fois  pour 

toutes,  /(i  partie  (dgébriquc  de  l'intégrale^  *I'(-j  «)?  est  compb)- 
tcmenl  déterminée,  à  une  constante  addilivc  près. 

Supposons,  en  cfTet,  qu'en  opérant  d'une  autre  faron,  on  ait 
mis  I  sous  la  l'orme 

(19)  I  =  «!•'(-,  «)-r-r,-+-i;, 

1,  et  r,  jouissant  des  mêmes  j)ropriétés  (|uc  i,  cl  L;  on  en  déduit, 
en  retrauclianl  membre  à  membre, 

^Hz,  »)  — 'I''U,  »)=  i;  —  I,—  I,-  I2. 

Il  est  clair  ([uc  les  points  critiques  iogarillimi(|ues  disparaissent 
dans  le  second  membre,  et  la  fonction  rationnelle  <!>  —  <I>'  ne  peut 
avoir  pour  pôles  que  quelques-uns  des  points  (r/,,  ^,),  ...,  («p,  6^^), 
ces  pôles  étant  du  premier  ordre.  Soit 


la  partie  principale  de  <I>  —  <I>'dans  le  domaine  du  point  («/^  ^/); 
la  difléreuce 

est  régulière  en  tous  les  points  de  la  siu'face  de  Riemann,  et  ses 
périodes  relatives  aux  coupures  ah  sont  toutes  nulles.  C'est  donc 
une  constante,  et  ses  périodes  relatives  aux  coupures  hk  doivent 
être  nulles  également.  En  écrivant  qu'il  en  est  ainsi,  on  établit 
entre  les  coefficients  H,,  ...,  H^,  un  système  de  p  équations 
linéaires  et  homogènes  dont  le  déterminant  A  est  essentiellement 
différent  de  zéro  (n°  139).  On  a  donc  H,  =  Ho  = .  .  •  =  H^,  =  o, 
et  les  deux  fonctions  <I>  et  <!>'  ne  diffèrent  que  par  une  constante, 
qu'il  est  évidemment  permis  de  négliger. 

Il  paraît  probable,  d'après  cela,  que  cette  partie  algébrique 
<ï>(^,  il)  peut  être  obtenue  par  des  opérations  rationnelles,  c'est- 
à-dire  des  additions,  multiplications  et  divisions  de  polynômes.  11 


lOUS 


^  1  i  I  II  \prrui:   vu. 

ne  sciiililr  im^  (iiic  I'ipii  iko-tiIc  jiis(|ii'i(i  i\i'  mclliode  f^cn('ralo 
|M.iii-  <n((lii.r  ce  ciilcnl.  L:i  (|iic.sli()n  a  (-Lé  résolue  par  M.  llcrmilc 
(l;iii>  Ir  cas  |.ai  1  Iciilicr  des  inlrj;ralcs  livpcrcllipliqiics  (');  n( 
rap|icllrrons  siiriii)ck'incnl  sa  mclliodc. 

I",laiit  (loniK-c   une  relation  (If  <;cm-c  p,  de  la  forme 

où  les  (jiiaiililés  //  sonl  loiiles  dillerenles,  toute  intégrale 

^n(z,u)dz, 


f' 


où  11(2,  //)  est  une  fonction  rationnelle  de  z  cl  de  ?/,  se  ramène, 
par  des  calculs  élémentaires,  à  des  intégrales  de  l'une  des  formes 
suivantes 

rvdz       rz">dz       rXjdz 
J  'W   J     "    '   J   x«?i  ' 

l',  X,,  X,  Q  étant  des  polynômes,  dont  les  deux  derniers  sont  pre- 
juiers  avec  leurs  dérivées.  La  première  intégrale  est  égale  à  une 
fonction  rationnelle  de  z,  que  l'on  peut  calculer  sans  avoir  à  ré- 
soudre aucune  équation  de  degré  supérieur  au  premier,  et  à  une 

-  '    " ,  OÙ  Vf  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  Q,  qui 

est  égale  à  une  somme   de  logarithmes.  De  même,  les  intégrales 

/   ,    /   -;r: — ^sc  ramcncnt,    par  des  calculs   élémentaires,   a 

J         a        J     X"  «  '    '  ' 

une  partie  rationnelle  en  z  et  i(,  à  des  intégrales  de  la  forme 


r\  dz 


où  Y  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  X,  et  où   X  est  premier 
avec  le  polynôme  F(^)  (intégrales  qui  n'admettent  que  des  points 

critiques  logarithmiques)  et  enfin  aux  intégrales  /  ~ -^  où  m  a 

une  des  valeurs  o,  i,  2,    .  .  . ,  ip.  Pour  m  =  o,  i ,  9. ,  .  .  . ,  /?  —  i, 
on  a  les  p  intégrales  de  première  espèce  (v,,  (Po?  -  •  •»  «'^>-   Pour 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2"  série,  t.  VII,  p.   36.  Cours  pro- 
fessé à  la  Faculté  des  Sciences,  rédigé  par  Audoyer. 
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ni=/>,  (Ml  a  mir  mlt'-gralc  de  lioisicme  espèce  a\cc  deux  |)uiiils 
(■rili(|ii»'s  l()garilliiiii<|iies  à  riiiliiii.  I^iilin,  >i 

on  a  une  inU'<;rale  (jul  admet  encore,  en  général,  deux  points  cri- 
ticpies  I(»i,Mrilhmifjiics  à  rinlini;  en  cliolsissanl  convcnableineni 
le  coeflieieni  ).y.  la  dilTérence 

ZP^'î—laZP     , 

clz 


^'-/-^ 


admet  les  di'u\  points  à  linlliii  pour  pôles  d'ordre  q.  \'a\  déliiii- 
livc,  l'inlégrale  proposée  csl  décomposée  en  une  partie  ration- 
nelle en  z  et  «,  en  une  somme  d'intégrales  de  troisième  espèce, 
et  des  ip  intégrales  <r, ,  (r^,  .  .  . ,  Wp,  ^, ,  .  .  . ,  ^^. 

Ces  ip  intégrales  forment  hien  un  système  fondamental.  En 
d'autres  termes,  il  n'existe  aucune  combinaison  linéaire  à  coeffi- 
cients constants 

.\.,(r,-+-. . .—  kf,w,,  -i-  Biri-t-. . .-}-  B/,^/,, 

qui  se  réduise  à  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  (sauf  pour 
A,-  =  B,-  =  o).  En  efTet,  cette  fonction  rationnelle  n'aurait  pour 
pôles  que  les  points  à  l'infini,  d'ordre  p  au  plus,  et,  d'après  les 
expressions  des  intégrales  'Cq^  les  coefficients  des  parties  princi- 
pales dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  pôles  seraient  égaux  et  de 
signes  contraires;  il  en  résulte  (n"  27)  que  cette  fonction  ration- 
nelle serait  de  la  forme  mQ(s),  Q(3)  étant  une  constante  ou  un 
polynôme.  Or  les  points  à  l'infini  sont  des  pôles  d'ordre  p  -}-  i 
au  moins,  pour  une  telle  expression. 

loT.  Nous  allons  montrer,  dans  ce  paragraphe,  comment  on 
peut  trouver  la  partie  algébrique  ^(:^,  u)  d'une  intégrale  et  les 
coefficients  de  la  formule  (i8),  quand  on  connaît  les  points  singu- 
liers de  l'intégrale  avec  les  parties  principales  du  développement 
dans  le  domaine  de  chacun  d'eux.  Soient 

^•i=J  '^i{z,it)dz,       (v.2=  f'h2{z,u)dz,      ...,      wp=  j'bp{z,u)dz 
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I>  iiil('m-;il('s  lim'.iirnncMl  disl  incics  de  |ii'cniièr(' cspôcc,  'j^n'^^?  •••, 
Y/,  (•liini  i\r-  (■(inciioii'.  r.iiioiincllcs  coiitiiics  de  ;  cl  de  u.  Prenons, 
pour  lixcr  les  idées,  p  poinls  analvliqucs  («i ,  ^i),  .  .  . ,  (rt^,  b p)^  à 
disi;ui(<'  liiiic,  cl  dislincls  des  points  de  ramification,  tels  que  le 

ihici'ininaiil 

i|/,(a,,6i),     ...,     ^^{ap,bp) 


ne  soit  pas  nul.  On  a  vu  plus  haut  (n"  14o)  comment  on  pouvait 
former  une  intégrale  de   seconde  esj^èce  admettant  le  seul  pôle 

{cfh  bi)  avec  la  partie  principale  ■; ;  soient 


^i  ""//i(-'  ")^^-' 


^.P=  fvj'i-^^Od^ 


les /j  intégrales  de  seconde  espèce  ainsi  formées,  admettant  res- 
pectivement pour  pôles  du  premier  ordre  les  points  (a,,  6,),  .  . ., 
(«y,,  bp).  D'après  les  explications  qui  ont  été  données  (n°  154), 
les  2/>  intégrales  (v,,  .  .  .,  (Vy,,  "Ci,  .  .  .,  ^^  forment  un  système  fon- 
damental, car  les  intégrales  normales  (t'",  (V^-^,  .-.,  n'^i'', 
'/(r,  1/ ;  Oi,  />,),  ...,  Z(;,  it;  dp,  bp)  s'expriment  linéairement  au 
moyen  des  premières,  et  inversement,  et  le  déterminant  o  ne 
diffère  du  déterminant  analogue  où  ')i{z-^  u)  serait  remplacé 
par  '■^i{z,  u)  que  par  un  facteur  différent  de  zéro.  Nous  dési- 
gnerons encore  par  ra|'^  Tintégrale  de  troisième  espèce  avec  les 
deux  j)oints  critiques  (i,  v^,),  (ç',//),  que  l'on  a  appris  à  former 
plus  haut  (n"  144). 

Cela  posé,  soient  (a,,  ^3,),  ...,  (a^,  |ii^)  les  points  critiques  lo- 
garithmiques de  l'intégrale  abélienne  I  =  f  i^{:,  i/)dz,  etR,,  ..., 
R^  les  résidus  correspondants  de  R(:?,  if).  La  différence 


J  =  f        n(z,  U)  dz  -  Wiwt}-h  —  R,7u^^"' 


r  -...-K« 


'^Vh 


n'admet  plus  de  points  critiques  logarithmiques.  La  dérivée 


cU 


7  —  1        1   0 


^  =  n(.-,„,-2« 
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rsl  iiiip  fonclioM  rationiicllf  S(;,  // )  dont  loiis  les  r<'^iilii-.  >oiil 
nuls.  L"iiilt':;ral('  J  peut  donc  sexpriincr  par  la  sonune  d'une  fonc- 
tion rationncll»'  de  ;  cl  de  ii  et  d'une  cond)inaison  linéaire  à  coeffi- 
cienls  constanls  des  2/^  inlégralcs  tv, ,  —  tv^,  w, ,  .  . .,  X.p, 

(ao)  J  -^  *(J,  //)  ^  ).,;,--...—  >.;,^/,-f-  ;jt,ir,-T-..  .—  IV»',,. 

Clierclioiis  d'abord    à    dt'lerminer  les    coeflicients  /., a^, 

jx,,  ...,  {jLp.  Pour  cela,  niulliplions  les  deux  membres  de  Téqua- 
tion  (20)  par  '!>/(",  w),  el  é;;alons  la  somme  des  ré'sidus  des  deux 
membres  de  régalitt-  obtenue  sur  toute  la  surface  de  lliemann. 
Les  résidus  du  produit  J  •!/,(;,  //)  s'obtiennent  sans  difficultt',  con- 
naissant les  pôles  de  l'intégrale  J  et  les  parties  principales  dans 
le  domaine  de  chacun  de  ces  pôles.  En  effet,  en  tout  point  où 
l'intégrale  J  est  régulière,  le  résiilu  de  J -^ ,■(::,  u)  est  nul;  car, 
•!/,(:?,  u)  étant  la  dérivée  d'une  intégrale  de  première  espèce,  son 
développement  dans  le  domaine   d'un  point  à  l'infini  commence 

par  un  terme  en  -  d'un  degré  supérieur  à  l'unité  cl,  eu  un  point 

de  ramification   («,  b)  à   distance  finie,   '},(;,  u)  ne  contient  que 

des  puissances  de d'un  degré  inférieur  à  l'unité.  Suivant  une 

t^  z  —  a  ° 

notation  employée  par  Cauchj,  désignons  par  C[^S'li{z,  «)]  la 
somme  de  ces  résidus.  La  somme  des  résidus  de  la  fonction  ration- 
nelle ^{z,  u)'li[z^  u)  est  nulle.  Les  résidus  de  la  fonction 
J^A'ii/(w,  u)  se  réduisent  au  seul  terme  '}/(«/v,  bk)  provenant  du 
pôle  («A?  bii)  de  ^a.  Enfin  le  produit  (Va'!/,(;,  ;/)  n'admet  aucun 
résidu.  Il  reste  donc  les  p  relations 

/    ,x  {Ki'li{ai,bi)^...---Kp'li{a,„bp)  =  C[i'bi{z,u)\ 

^     '  i  {i=i,9.,...,p), 

qui  déterminent  les  p  coefficients  a,  ,  .  .  . ,  '/.p.  car  le  déterminant 
de  ces  équations  linéaires  est  précisément  0. 

Pour  obtenir  les  constantes  jj-i,  ...,  u.^,  multiplions  de  même 
les  deux  membres  de  la  relation  (20)  par  '/j(z,  u),  et  égalons  la 
somme  des  résidus  des  deux  produits,  La  somme  des  résidus  de 
^k'/ji^i  u)  est  égale  à  y /(«a,  b/ç)  —  '/^k{ai,  bi);  celle  des  résidus 
de  (V'A'/i(-,  u)  est  égale  à  —  '^^(«n  b/);  enfin  la  somme  des  résidus 


3  iS  <:ii  M'iTni:   vu. 

(le  la  fonclioii  ralioiiiicll.'  'l'ir.  ii)-/,iz,  //)  csl  nulle.  Il  viciil  flonc 

'    [A,  «1/,  (  ai.  hi  )    -  ;x., 'li{ ai,  li )-■-...-+-  ;//, '!//, (  «/  />,  ) 

(<■  =  1,2,  ...  /?j; 

ces  équations  dt'lcrniinrnt  ;X|,  a^,  ....  ;J-;,,  carie   tlélerminanl  csl 
encore  égal  à  o. 

En  définilive.  lonl  revicnl  à  calculer  les  soinines  des  résidus 
des  produits  J'}/(;^,  u)  el3'/i{z,  u);  les  résidus  de  J'}/(^,  u)  pro- 
viennent uniquement,  on  l'a  déjà  remarqué,  des  pôles  de  l'inté- 
grale J.  Soit  (<7,  h)  un  de  ces  pôles  que  nous  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  à  dislance  finie  et  distinct  des  points  de  ramifica- 
tion ;  écrivons  le  développement  de  la  fraction  rationnelle  S(^,  li) 
dans  le  domaine  de  ce  point 


s(-^  «)  =  ^-j^^,  +  (j^r^-. -•  • -(T^ -^-^■('-'"- 


On  en  déduit 

fs(z,  u)dz.  =  C 


J 

A. 


m  —  i)(^  — a)' 


Soit 


^i{z,  u)  =  'li(o,  b)'^(z  —  a)<!^'i(a,  b)  -^- 


i.-x.  .  .{ni  —  2) 
le  résidu  du  produit  J'|i(c,  u)  au  point  (a,  b)  est  donc 

Nous  voyons  que  ce  résidu  se  calcule  au  mojen  des  seuls  coef- 
ficients des  développements  de  S(^,  u)  et  de  '^i{z,  u)  dans  le  do- 
maine du  point  («,  b).  Il  en  est  de  même,  on  le  vérifie  facilement, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  («,  b).  Les  résidus  du  produit 
i'fji'-,  II)  proviennent  des  pôles  de  J  et  du  point  («/,  b,)  qui  est 
un  pùlc  du  second  ordre  de  y/(;,  u)  ;  le  résidu  relatif  à  ce  point  est 


INTKliU  \Li;.S     Non  M  \  LES.  Jji, 

«'•gai  à  —  S(//,,  Oi),  cai-,  (l.tns  It-  domiiiiic  tic  ce  poinl,  <>ti  .t 

S(  V,  m)  =  S(rt,,  ùi)  -t-  (z  —  a{)S'((ii,  ùi)-^ 

J  =  ji^iz.  uuiz  =  C-r-(z~ai)S{a„ù,)-^.  ..., 

Les  résidus  pro\rii;iiil  des  pôles  de  J  se  calculent  connue  (oui 
à  rheure.  l'"n  (lélinili\t'.  /mur  ralculer  Irs cooj/icicnis  A,,  .  . .,  /.,,, 

;JL,,  ;i.j '}.,,  <l('  hi  fonniili-  (■'.<)),  //  siij/it  de  connailrc  :   \"  les 

copJJicientsdcsdrKclojiiionicnlsdcs  fonctions  rationne  llesS^z,  u), 
•li(z-,  u),  yi(z,it)  dans  le  domaine  de  chacun  des  pôles  de  J; 
•.î"  les  iHtleurs  de  la  fonction  rationnelle  S(v,  ii)  aux  p  pointa 
analytiques  (a,,  b,),  . . .,  (a^,  hp). 

Reste  à  déterminer  la  fonction  rationnelle  ^{z,  u).  Nous  con- 
naissons les  pôles  de  celle  fonction  qui  sont  les  pôles  de  J  et  les 
poinls  (^/,,  ht).  Dans  le  voisinage  d'un  pôle  de  J,  la  partie  princi- 
pale est  la  même  que  celle  de  J;  au  point  (r/,,  ^/),  la  partie  princi- 
pale est  — ^-^ —  Nous  sommes  donc  amenés  au  problèn)e  sui- 

\anl  :  Déterminer  une  fonction  rationnelle  ^I*(;,  u),  connaissant 
les  pôles  et  les  parties  principales  dans  le  domaine  de  chacun  de 
ces  pôles.  Cette  question  sera  discutée  au  Chapitre  suivant. 

158.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  cherchons  les  con- 
ditions pour  qu'une  intégrale  abélienne 


=/ 


?,iz,u)<lz 


soit  une  fonction  algébrique  de  :?.  Il  fàul  évidemment  que  cette 
intégrale  n'admette  ni  périodes,  ni  points  critiques  logarithmiques. 
S'il  en  est  ainsi,  elle  est  une  fonction  uniforme  du  point  analy- 
tique [z,  u),  n'ayant,  sur  toute  la  surface  de  Riemann,  que  des 
pôles  pour  points  singuliers,  c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle 
de  :;  et  de  u.  On  déduit  de  là  le  théorème  suivant,  du  à  Abel  :  Si 

une  intégrale  (^{z,  u)  dz,  oii  K{z,  u)  est  une  fonction  ration- 
nelle de  deux  variables  z  et  u  liées  par  la  relation  algébrique 


3  CH*HTtE    TH. 

F   --.  .    —    .  ....     ....  même  une  fonction       .         ,  ;,  elle 

est  égale  à  une /onction  rationnelle  de  ^  et  de  u. 

Pour  qu'il  en  soît  ainsi,  il  faut  d'abord  que  tous  les  résidus  de 
la  fonction  rationnelle  R(  ^,  u)  soient  nuls.  Celle  condilioii  étant 

supposée  satisfaite,  on  a  R(z,u}  =  S(^jU}y,  I  =  J;  il  faut,  en 
outre,  que  tous  les  coefficients  îi»,  ...^  i.^,  ji|y  -..,  î^p  ^^  1*  for- 
mule i^o)  soient  nuls,  c'est-à-dire,  d'après  les  équations  (21)  et 
(22)^  que  la  somme  des  résidus  de  chacun  des  produits  J  <^i(^,  tf) 
el  i'/ci^T  w)  i'^  >  '  ^- P}  ^^  nulle  séparément. 

DonCy  pour  que  Vintég-  -nne  I  =  /Rf-r  ")  ^^  *«  '^^- 

duise  à  une  fonction  r^  '  u>.  ^  ei  de  u,  il  faut  et  il  suffit  : 

i"'  Que  tous  les  r<-:  ■  x  fonction  rationnelle  Rfs^  a) 

soient  nuls: 

a"    Que    la  5  résidus  du  produit  I'&(s,  m),    oit 

f'^i^r  «}  dz  est  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce, 

soit  nulle; 

3"  Que  la  somme  des  résidus  de  chacun  des  produits  I  /#(-?,  u) 

.«>//  nulle^  X«C^ï  ''^' "  '/j'i.'^ii  "}  ayant  le  même  sens  que  plus 

haut. 

j^îons  ferons  remarquer  de  nouTcau  que  les  conditions  trouTées 
sont  tontes  algébriques.  Si  la  première  condition  seule  est  satis- 
faite. rielé^raJIe  1  ne  contient  aucune  int^^ale  de  troisième  es^ 
pèce.  Si  les  deux  premières  conditions  senles  sont  satisfaites,  Finté- 
a;rale  I  est  ésale  à  ttîte  fonction  ralionjoelle  des  et  de  tf,  aus:mentée 
d'une  intégrale  de  première  espèce.  Remarquons  enfin  qu^au  lieu 
de  prendre  pour  yn(s.  m).  — -  '/^{--j  ")  les  dérivées  de  p  inté- 
a:Tales  de  seconde  espèce  n'ajant  qu'on  pôle  du  premier  ordre,  on 
pourrait  p^rendre  les  dérirées  de  p  intég-rales  quelconques  de  se- 
conde espèce^  formant  avec  «r^,  . ..^  Wp  un  STStème  fondamental. 

159.  Les  deaix  deTiiières  conditions  peurent  être  mise^^  imii 
one  atitre  forme.  De  ridenlîlé 

</(i  I  Wi^i  =  I  ^S^i■(  r.  H  I  rf-  H-  Wg  R(s,  «) dsr 
on  dédtrit 


fi  •i.f  ;,  «>  «fc  =  —  f^i  R(f;r,  H  >  d:^. 
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chacune  des  intégrales  éunl  prise  le  long  da  rontoor  total  de  T. 
Or  la  première  intégrale  est  égale,  a  un  facteur  près,  à  la  somme 
des  résidus  de  I  y;'  -.  u  ).  et  la  seconde  est  égale,  au  même  fac- 
teur près,  à  la  somme  des  résidus  de  «vR('z.  u ).  La  deuxième 
condition  peut  donc  être  remplacée  par  la  suivante  :  La  somme 
des  résidus  de  «r  R(r,  w)  sur  toute  la  surface  doit  être  nulle, 
tv  étant  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce. 

On  voit  de  même  que  la  dernière  condition  peut  être  énoncée 
comme  il  suit  :  La  somme  des  résidus  de  chacun  des  p produits 
I/Ri  r.  U)  doit  être  nulle  (*). 

On  trouverait  immédiatement  ces  conditions  par  une  méthode 
un  peu  différente  en  écrivant  que  toutes  les  périodes  de  l'intégrale 

/  R(5,  u)dz  sont  nulles.  Il  suflGt,  pour  cela,  d'appliquer  le  théo- 
rème de  Cauchv  aux  2p  intégrales 

prises  lejong  du  contour  total  de  T'.  en  se  servant  de  Texpression 
de  ces  intégrales  au  moven  des  périodes  (n°  65). 

160.  Prenons  comme  exemple  les  courbes  algébriques  telles 
que  Taire  limitée  par  deux  ravons  vecleors  et  Tare  de  la  courbe 
compris  entre  les  deux  exlrémités  de  ces  ravons  soil  une  fonction 
algébrique  des  coordonnées  des  deux  extrémités.  Celle  aire  est 
représentée  par  rinl^rale 


=i/„rf--_ 


du. 


et,  comme  on  a  j  a  d:=  uz  —  j  z  du^  le  problème  revient  à  re- 
chercher les  relations  algébriques 

telles  que  rinlégrale  /w«fs  soit  elle^nème  une  fonction  algébrique 


(•)  Hœbebt,  Acm  JtatkemaSioa^  X.  \.  p.  ^gi.  Oa  pomira  ccvusiilter  aussi  ser 
ce  snjet  :  LiHstmîiE,  divo^  Mémoires  dans  1«  J^mrmal  de  Matkèwhatiqites ; 
Zecthes,  Comptes  remdus,  iSSo;  Ratit,  /"Aèse  de  DociiOT'at,  i«S5. 
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(Il-  r.  Hornons-nous  ;ni  cas  où  la  coui  1)C  (2.')),  tlo  dci^rc  /??,  a  m 
n.>ini>  (lisiincl-^  à  riiiliiii;  on  |)ciil  prendre  les  axes  de  telle  façon 
.|n"aucnnc  des  ///  asMnplolos  ne  soil  parallèle  à  l'a-xe  des  u.  Soit 

Il   =  CiZ-r-  di-\-  -_—    -^   —^{    -^•■• 

r«-qualion  qui  représente  une  branche  infinie  asymptote  à  la  droite 
„  z=  az-  -\-  </,  ;  tous  les  coefficients  tels  que  a[-"  doivent  être  nuls. 
Géométriquement,  cela  signifie  que  le  point  à  l'infini  dans  la  di- 
rection précédente  est  un  point  d'inflexion.  En  effet,  effectuons  la 
transformation  homographique 


à  la  branche  infinie  correspond  une  branche  de  courbe  issue  du 
point  ;'=o,  u'=^Cij 

Si  ai''^o,  on  voit  que  la  tangente  u' =  Ci-\-  c/iz'  rencontre  la 
courbe  en  trois  points  confondus. 

Lorsque  la  courbe  considérée  est  du  genre  zéro,  ces  conditions 
sont  suffisantes.  Donc,  j)Our  que  l'aire  d'une  courbe  unicursale 
de  degré  m,  qui  a  m  points  simples  à  V infini,  soit  algébrique, 
il  faut  et  il  sujfit  que  les  m  points  à  Vin  fini  soient  des  points 
d'inflexion  ('  ). 

Si  la  courbe  est  de  genre  p  >■  o,  il  faudra,  en  outre,  que  ip  con- 
ditions nouvelles  soient  remplies.  Prenons,  par  exemple,  une  cu- 
bique avec  trois  points  d'inflexion  à  l'infini;  si  l'on  prend  pour 
axes  de  coordonnées  deux  des  asymptotes,  l'équation  de  cette  cu- 
bi(]ue  est  de  la  forme 


On  en  li 


u  z(  u  —  az  —  b)  —  / 
iz---b 


/■■ 


nz 


v/. 

H  az 

+   b  )2 

-^^k-^z 

■iz 

1 

N^^ 

Haz- 

^byi- 

i/- 

■- 

dz. 

4  1  1  J  Z 


(')  Appell  et  E.  Picard,  Thèses  de  Doctorat. 


iNTi:r.i\\Li:s   NoriM  vi.i:';. 


Si  le  |t()lviitiiiir  S(m>.  le  r.uliciil  .1  iiiic  iMciiif  iluiililc,  la  cuiirl)»; 
osl  unicursalc,  tt,  ir;i|>rès  ce  (|ui  prt'cècic,  riiilé<,'i;ilL'  tloil  «'Ire  ;il- 
f;ébriquo,  ce  ([u'il  csl  facile  de  vérifier.  Dans  loiil  aulie  cas,  riiiU'- 

^'ralc  

I  -  f\/i*(a--^b)^-^.\k^z  ^^_  ^   Tv/R  (  z  )  ^^_ 

n'est  pas  alg;c'l)ri(|iic.   En  cfTct,   considérons   l.i    K'Ialion   auxiliaire 
//-==  \\(z'\  fl  li's  diMix  intégrales 

Hz 


j  sfHi)       J  z^R{z) 


de  première  et   de  seconde    espèce,   attachées    à    celle   rolnlinn. 

IVaprès  la  lliéorie  générale,  la  somn;e  des  résidus  de  l  — — ^-  et  de 

^R{z) 

—      —  devrait  être  nulle.  Formons  cette  somme  ])0ur  le  second 

produit   Les  points  à  linlini  sont  des  pôles  du  second  ordre  pour  I, 
et  l'on  a,  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points, 

a     z 


h     i 


\/\\(z)       '     z^  \a        cfi  z    '   ■■■/ 


les  signes  ±  se  correspondant  dans  les  deux  formules.  La  somm( 
des  résidus  pour  les  points  à  l'infini  est  donc  égale  à  —  i.  Dan; 
le  domaine  de  l'origine,  on  a 


z^R{z)       2/t  s^i  "^■•■' 

le  résidu  du  produit  est  donc  égal  à  4-  Pour  toute  aulre  valeur  de 
z,  le  résidu  est  nul.  Par  suite,  l'intégrale 


/ 


\/z- {rt z  ^  by--h  /i/c'z    ,^ 


ne  peut  être  algébrique,  lorsque  le  polynôme  sous  le  radical  n'ad- 
met que  des  racines  simples. 

A.    ET   G.  23 
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101.  !><'  l(\^arill)iiio  (Tiinc  fonclion  ralionncllc  de  :;  et  de  u  esl 
une  Inh'-ralc  abéliennc  (lui  ik;  possède  que  des  points  critiques 
l(>gaiilluiii(|ues  (n"  iS).  Celte  remarque  nous  conduit  à  nous  poser 
la  quesli(Mi  suivante  : 

i'jnut  (loiincc  une  iiilêgrale  abélienne  I  =  /R(^,  (i)clz,  qui 

iiadmcl  que  des  points  critiques  logarithmiques,  comment 
peut-on  reconnaître  si  elle  s'exprime  par  une  sonune  de  loga- 
rithmes de  fonctions  rationnelles  de  z  et  de  u  et  d'une  inté- 
grale de  première  espèce? 

Soient  (rt,,  bi),  («o,  h-;,).  •••,  («y,  ^^)  les  points  critiques  lo- 
i^aritlnniques,  R|,  Ro,  ...,  R^  les  résidus  correspondants  de 
l\{z,  u),  qui  vérifient  la  relation 

(24)  Ri-f-R2-^...+ R(7  =  o. 

Supposons  que  l'intégrale  considérée  s'exprime  de  la  façon  in- 
di([uée,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(•25)         I  =   /  R(-^>  ")  (^l^  =  "X  'Og?!  -*-  W2l0gÇ2-ï-.  •  •-(-  W,.  logo,.  'i-w{z,  U), 

oj,,  Wo,  ...,  (.Or  étant  des  constantes,  C3|,  'Jo.  ...,  o,.  des  fonctions 
rationnelles  de  z  et  de  u,  et  ip{z,  u)  une  intégrale  de  première 
espèce.  On  peut  toujours  admettre  qu'il  n'existe  entre  les  con- 
stantes to,,  Wo,  ...,  (Or  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  entiers;  si,  en  eOfet,  il  existait  une  pareille  relation, 

niiMi  -h  m^Mo-h  .  .  .~-  771  i-o),.  =  o, 

où  Inn  au  moins  des  coefficients,  m,-,  par  exemple,  est  différent  de 
zéro,  ou  en  tirerait 


7/1  r 

et  l'expression  (33)  pourrait  s'écrire 

I  =  i^  log  f?!:  )  H- . . .+ ^^  log  (^  4- ..  (.,  u  ). 

771  r  \<?'"'/  771  r  V'f"       '/ 

La  nouvelle  formule  contient  un  logarithme  de  moins  que  la 
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précédi'iilc.  Si  «loiir  un  siip|)()>,-  (|ii\)ii  ;i  ri'iliiil.  ilc  <i-Ur  Ticoti, 
autant  (jiic  |)»)s.sil)lc  le  nonihre  des  l()j;arillim('.s,  il  tn-  pcnl  exister 
entre  les  conslanlcs  (.),  aiicime  relation  ilc  la  forme  indi(jiiée  ;  c'est 
ce  que  nous  adiiielltons  dé>orniiiis. 

Cela  posé,  les  zéros  et  les  infinis  des  /•  fonctions  'j,,  c:^,.  ...,  ■:,,. 
fonl  nécessairement  partie  des  </ points  («7, ,  A,),  ...,  (V/,,,  h,.).  Si, 
en  elTet,  un  autre  point  (y.,  JîJ)  était  un  jiolc  ou  un  zéro  de  quel- 
ques-unes de  ces  fonctions,  dans  le  domaine  de  ce  point,  le  second 
membre  de  la  formule  (•^5)  serait  iiilini  ((imme 

(W|iot  —...-)-  m,.(.j,.)  log(  z  —  2), 

/«i,   ///j ///,  étant  des   nombres  entiers  dont  l'un  au   moins 

n'est  pas  nul.  Or  rint('-i,Male  I  est  régulière  au  point  fa,  [j);  il  fau- 
drait donc  que  l'on  eiU  nu  o),  +. . .+  w^-oj^  =  o,  contrairement  à 
riivpotlièsc  qui  vient  d'être  faite.  Soit  niki  un  nombre  entier,  égal 
à  zéro  si  le  point  («/,  bi)  n'est  ni  un  pôle  ni  un  zéro  de  '^k{^i  «), 
égal  à  -+- n  SI  le  point  («z,  bi)  est  un  zéro  d'ordre  ri  de  C5>;,  et  à 
—  n'  si  {cti,  bi)  est  un  pôle  d'ordre  n'  de  'j>a.  Dans  le  domaine  du 
point  (<7/,  6/),  le  second  membre  de  la  formule  (25)  est  de  la 
forme 

( niiiOii  -r-  niiitoo  ^. .  .-H  m,.,- M,-)  'og(-^  —  ai)  -h  P  ( z  —  «,), 

P(-  —  cti)  désignant  une  fonction  régulière.  On  a  donc  entre  les 
résidus  R,,  Ko,  . ..,  R^  et  les  constantes  co,,  oj^,  . . .,  to^.  les  q  re- 
lations 

(26)  Pyi  —  niiiOJi-\-  /)l2it02  -^  .  .  .-i-  /n,iO)r  (i  =  I,  2,   . .  .,  o), 

où  tous  les  coefficients  /;?a/  sont  des  nombres  entiers. 

162.  Nous  voyons  que  les  ^  résidus  R,,  R,,  ...,  R^  s'expriment 
par  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  des  /•  quantités 
oj,,  (02,  •  •  -j  ov.  Il  n'en  résulte  pas  qu'elles  ne  puissent  s'exprimer 
de  la  même  façon  au  moyen  de  moins  de  r  quantités,  et  nous 
sommes  conduits  à  traiter  d'abord  la  question  suivante  : 

Etant  données  q  quantités  quelconques  R,,  R.2,  ...,  R„, 
réelles  ou  imaginaires,  les  exprimer  par  des  fonctions  li- 
néaires et  homogènes  à  coefficients  entiers  du  plus  petit 
nombre  possible  de  quantités. 


3JG 


^upp 


(27) 


i:ii  V  i-n m;    \  1 1. 
irohlrmc  rosolii  cl  soiti 

1  =  "ii'i      ■  •  --^  ^ 
,  =  «,2  5,  -K.  ..-4-  / 


1^7=  'iir/<yi 


rigr/  !I.î 


les  fonmilcs  qui  donnent  une  solution  du  problème,  les  nombres 
/?,A  t^'lanl  tous  entiers.  D'après  la  relation  (24),  le  nombre  5  est  au 
plus  égal  ày  —  I  ;  il  est  clair  aussi  qu'il  est  au  plus  égal  à  /•,  mais 
il  peut  lui  être  inférieur.  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  toujours 
ramener  les  ;•  logarithmes  de  la  formule  (20)  à  s  logarithmes 
seulement  ('). 

Par  hypothèse,  il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  liomogène 
à  coefficients  entiers  entre  a-,,  o-o,  ...,  o-^.  De  plus,  tous  les  dé- 
terminants d'ordre  s  que  l'on  déduit  du  tableau 
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//•: 


/«< 


en  prenant  s  lignes  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  En  effet, 
supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  tous  les  déterminants 
d'ordre  supérieur  à  s'(s'.<Cs),  déduits  du  tableau  précédent  en 
supprimant  un  certain  nombre  de  lignes  et  de  colonnes,  soient 
nuls  cl  que  l'un  au  moins  des  déterminants  d'ordre  s',  par  exemple 

I  «11 
D  = 


soit  différent  de  zéro.   Chacun  des  déterminants  d'ordre  s' -+■  \ . 

tel  que 

«11      ...      ris'i     Ri    I 
n,,      ...     «,-2     ri2  ! 

riis'     .  .  .      ris's'     R4' 
nu      .  . .      risi      R/ 


(')  E.  Coursât,  Comptes  rendus,  t.  CWIII,  5  mars 


I  N  1  l.i.  il  \  1.  l.S    Ndll  M  \l.rs.  ]i7 

où    /■   est   iiii    ilc^i  mmiliios     v' 4-  i v.  !•■,[    I(liiitii|ii<iii<  ni    nul. 

roimnt'  on  If  voil.  tn  i  cinplaraiil  1» , .  IL 1'»,.    l!,  nir  l<iir^  \  ;i- 

Iciirs  liri'L's  (li'>  loiiiiulrs  (•>-).  j-'.n  (lt'V('l(.j»|..inl  ce  tl.-lcrinin.inl  p.ii 
rappoit  aux  ('•It-mciilN  de  la  diMiiirn-  colonin-,  on  on  dt-.liiii 

ni;,        I>,i{,-^...-f-D,.R,.  =  o, 

D|,    D^ D^    ('tanl    (les    iioinhrcs   cnlicrs.    On    \oil   (juc    I»,, 

lij Ky  s"ex|)riincrai('nl  au  mo^cn  de  s'  quaiilitcs 

I  r I  r  ' 

par  des  formules  linéaires  el  lionioj;»nes  a  coefficienls  enlieis;  le 
nombre  s  ne  sérail  donc  pas,  contrairement  à  notre  hyj)otlièse, 
le  plus  petit  nombre  entier  donnant  la  solution  du  problème. 

Ou  démontrera  de  la  inùme  façon  (pie  I  un  au  moins  des  déter- 
minant>  tl'ordn'  ,s-  (b'duils  du  Tableau 

j  m,,     nin      .  .  .     m,\   ! 


est  difTércnt  de  zéro;  les  écpiations  ('>.6)  p'cuvenl  donc  être  réso- 
lues par  rapport  à  s  des  quantités  (o,,  .'.  .,  w,..  On  en  tire,  |)ar 
exemple^  to,,  Woi  •••■,  Wj- en  fonction  de  R|,  ...,  11^  etdew^^,,  ..., 
(0,.,  et,  en  y  remplaçant  R),  ...,  R.^  par  leurs  expressions  tirées 
des  formules  (27),  on  obtient  des  formules  de  la  forme  suivante 

asi        , 


tous  les  coefficients  à,  )v,  \x  étant  des  nombres  entiers. 

Imaginons  maintenant  qu'on  substitue  dans  les  formules  (26) 
les  valeurs  de  R, ,  Ro,  . . .,  Ry,  oj,,  . . .,  to^  tirées  des  relations  (27) 
et  (28);  on  devra  obtenir  des  identités,  c'est-à-dire  que  les  coeffi- 
cients de  to^^i,  ..  .,  (0^  devront  être  nuls  dans  les  seconds  mem- 
bres, et  les  coefficients  de  o-,,  . .  .,  o-^  devront  être  égaux  de  part 
el  d'autre.  En  effet,  si  le  coefficient  de  co^+i,  par  exemple,  dans 
l'un  des   seconds    membres  n'était  pas  nul,  on  en  tirerait  pour 
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(«Vf^i    nnr  fôiirtion  linr;iin-  cl    liomo-^nc   à  coefficients  commcn- 

suraMis  lie  (■\^.. fi),,  7, Tç.  lui    ;ij()iilanl  celle   r(|Uiilioii 

nn\  «'(iiialidiis  ('.S)  on  aurail.v-f-  i  é([ualions  dislincles  entre  to, ,  .  . ., 

(.),.,  7, Tf    et  rélimlnalion  de    a-,,  o-o,  ...,   o-^  conduirait   au 

moins  à  nn(<  rclalion  linéaire  et  liomogène  à  coefficients  entiers 
entre  (.),,  . . .,  (o,-.  De  même,  si  les  coefficients  de  a-,,  ...,  o-ç 
n'étaient  pas  égaux  de  part  et  d'autre,  on  aurait  une  relation  de 
même  forme  à  coefficients  entiers  entre  <7,,  g-o,  .  .  .,  c-ç. 

Après  la  substitution  précédente,  le  coefficient  de  0)^+/,  dans  le 
second  membre  de  la  relation  (aG)  est 

ms+h,i  -+-  niti  - ^-  -+-  moi  -^  '^•"'^  ^^'  'a"  ' 
le  coefficient  de  s-/,  est  /?/,,  dans  le  premier  membre  et 

/"  1  ;  \Mk -^  in^iixu- -4-  .  .  .  -i-  /».</  \Xsk 

A 

dans  le  second  membr(^  ;  on  a  donc  les  relations  suivantes  entre  ces 
nombres  entiers 

mu'kih  -^ . . .  +  /?i,/X.,/,  / i  =  1 ,  2,  . . . ,  7 

(29)       nis+h,,-^ -  ~ 


A  \/«  =  I,  2,  . . . .  /•  —  5 


(3o)  «A-,  ,  .  , 

Dans  ces  relations  les  nombres  /ihi  sont  supposés  connus  par 
les  formules  (27),  mais  les  nombres  m^i,  X,  [jl,  A  sont  complète- 
ment inconnus. 

Dans  la  formule  (aS),  remplaçons  to,,  (Oo,  .  .,,  w^  parleurs  ex- 
pressions tirées  des  formules  (28);  il  vient 

I  ^1     1  1  '''s-     1  I  W.Ç+1     1  1  W;.    ,  , 


Il  =  oHiiçpH^îi.  .  .cpi; 


'^s  = 

cp^.cp^.. 

••?^'. 

•^s+l 

=  o>M        . 

•  •?]■'■ 

?.^+, 

<l,. 

=  oKr^s   . 

.  .  a'i'r 

-,roA 

INTKt.  nVLES    NOnSIALKS.  SI»» 

Les  fondions  ratiuiincllfs  1,,^,, , 'vr  st^-  n'duisciil  ;"i  des  ooii- 

slantes.  Kn  ciVcl,  'Is+Zi  n'adnicl  pour  pôles  cl  poiir/.iros  (pu-  cpiel- 
(jucs-uns  des  points  (</,,  />,  »,  ...,  (/i^,  /y,,).  Dans  le  domaine  du 
point  (rt/,  hi)  elle  contient  en  facteur  une  certaine  puissaiicr  dcr 
(z  —  Oi)  dont  l'exposant  est,  d'après  la  si^'nification  des  nom- 
bres ni/,,. 

c'est-à-dire  /('ro,  d'après  la  formule  (:>(j  ).  Le  point  (<-//, A/)  n'est 
donc  ni  un  pè.lc  ni  un  7.<'ro  pour  'Is+z,]  celle  fonclion,  n'admettant 
ni  pôles  ni  /cros,  se  réduit  forcément  à  une  constante,  et,  par 
suite,  l'intégrale  I  ne  contient  cpio  s  logarithmes,  comme  nous 
l'avions  annoncé, 

(3i)  1=  ^Iog^,^...--^Mogi5.,-.e(c./0. 

Pour  déterminer  les  fonctions-},,  .  .  .,  •!/,,  cherchons  les  ordres 
des  pôles  et  des  zéros  de  !>,,  par  exemple;  ces  points  font  parlie 
des<7  points  (a,,  b,).  .  .(>/,,,  bç).  Dans  le  domaine  du  point  («,, /;/), 
log'!/(  est  infini  comnic 

( "i  1/ ;j^i  1  -^ •  • . ^-  "f.w" H^ii )  log (  c  —  ai), 

c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (3i),  comme  A/?,,log(r  —  ai). 
Les  nombres  aîa/  sont  supposés  connus;  si  l'on  connaissait  A,  on 
voit  que  les  pôles  et  les  zéros  de  -i;, ,  .  . . ,  'Ig  seraient  connus,  avec 
leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs.  C'est  l'indétermination  de 
ce  nombre  entier  A  qui  fait  la  difficulté  de  la  seconde  parlie  An 
problème. 

163.  En  résumé,  la  question  que  nous  nous  sommes  proposée 
comprend  deux  problèmes  distincts.  Si  l'on  veut  chercher  le 
nombre  minimum  de  logarithmes  auquel  une  intégrale  abélienne 
peut  se  réduire,  en  supposant  celle  réduction  possible,  il  faut 
chercher  le  plus  petit  nombre  possible  de  quantités  au  moyen  des- 
quelles les  résidus  R,,  . .  . ,  R^  peuvent  s'exprimer  par  des  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  à  coefficients  entiers.  Si  ce  nombre 
est  égal  à  s,  le  nombre  minimum  des  logarilhmes  est  aussi  égal 
à  5;  on  remarquera  que  ce  nombre  ne  dépend  que  des  résidus. 


•JCo  ni  MMTRK    VII. 

Celle  pr.Miiirr<'  (iiicslioii  rlanl  supposée  résolue,  on  a  ensuile  à 
résoudre  un  ou  plusieurs  pn)l)lèiiies  du  ly[)C  suivant  : 

h'ntiK  </()/iiirs  sin-  uni'  surface  de  liicinann  rj  points 

{oi.bi),     ....     {a,„Oq) 

et  q  nombres  entiers  /?,,  n.,  •  •  -,  n^,  dont  la  somme  est  nulle, 
e.riste-t-il  une  fonction  rationnelle  o{z,  u)  et  un  nombre  en- 
tic/-  M,  tels  que  log'f  (c,  u)  soit  régulier  en  tous  les  points 
de  la  surface  de  Riemann,  sauf  aux  points  {ai,bi),  ..., 
((7^,  bç),  et  soit  infini  comme  M/?/log(v  —  a/),  dans  le  domaine 
du  point  (ai,  b,)'? 

Si  le  nombre  M  était  connu,  le  problème  reviendrait  évidem- 
ment à  reconnaître  s'il  existe  une  fonction  rationnelle  'i(-,  t/), 
admettant  des  pôles  et  des  zéros  donnés,  avec  des  degrés  de  mul- 
liplicité  déterminés,  problème  dont  on  s'occupera  plus  loin  et  qui 
n'offre  que  des  difficultés  algébriques.  Mais,  aussi  loin  que  l'on 
aille  dans  la  série  des  essais  en  faisant  successivement M=i,  2,3,..., 
sans  jamais  réussir,  on  ne  peut  affirmer,  du  moins  dans  le  cas 
général,  que  le  problème  est  impossible.  Pour  prendre  un  exemple 
simple,  supposons/?  =  i,  et  supposons  de  plus  qu'il  n'y  ait  que 
quatre  points  critiques  (rt,,6,),  («2>  ^2),  («s?  ^s)»  («-.•  ^0?  ^^ 
enfin  que  l'on  ait  /?,=  «2  =  1,  /?3=  «-.  =—  i-  Tout  revient  à  trou- 
ver s'il  existe  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  admettant  les 
seuls  zéros  («,,  6,),  (a^,  60)  et  les  seuls  pôles  («3,  63),  («4,  64), 
chacun  au  degré  M  de  multiplicité,  M  étant  un  nombre  entier 
indéterminé.  Soit  iv{z,u)  l'intégrale  de  première  espèce  ;  pour 
que  la  fonction  cherchée  existe,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  théo- 
rème d'Abel,  qui  sera  étudié  en  détail  dans  un  des  Chapitres  sui- 
vants, que  l'on  ait 

M[«'(«i.  bi)-h-  iv{a-2,  62)]=  M[«'(a3,  63)-^  "-'(«i»  ^i)]» 

le   signe   ^   indiquant  l'égalité  à  une  période  près.  II  faut  donc 
que  la  différence 

t»(  «1,  ^1  )-T-  ^^•(a2,  62)  —  tp(«3,  b^) —  w(a:,,  b:,) 
soit  commensurable  avec  une  période  de  "\c,  u).  Le  problème 
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itinr 


en  (jiu'slioii  osl  donc  ilc  m«"iuo  iialiirc  (|iii-  rclui-ci  :  lù.inl  dot 
(lt*u\  nombres  que  l'on  penl  calculer  avec  une  approximation  in- 
liélinie,  reconnaître  si  leur  rapport  est  commensurahle.  Aussi 
loin  (pie  l'on  pousse  les  opérations,  il  n'est  jamais  permis  de  c(jn- 
elure  négativement,  par  cette  seule  considération.  Pour  plus  de 
détails  sur  ce  sujet,  nous  renverrons  le  lecteur  aux  dernières  pages 
du  Tome  II  du  Traite  des  fonctions  elliptiques  d'Halphen,  où 
l'éminent  géomètre  fait  ressortir  très  nettement  la  difficulté  du 
problème. 


Trouver  toutes  les  intégrales  de  la  forme    i  --,S1-,  où  z  et  R 

J     ^ 


16i.   Comme  application   de   lu    liiéorie  précédente,  reprenons 
le  problème  suivant  traité  par  Abel  : 

sont  deux  polynômes  entiers  en  z,  H  étant  premier  avec  sa  dé- 
rivée, qui  s'expriment  par  une  somme  d' un  nombre  fini  de 
logarithmes  de  fonctions  rationnelles  de  z  et  de  u. 

L'intégrale    /  ~^  ne  doit  posséder,   comme  singularités,   que 

des  points  critiques  logarithmiques.  Or  celte  intégrale  est  régu- 
lière pour  toute  valeur  finie  de  c;  si  R  est  de  degré  impair,  le  dé- 
veloppement de  ~  dans  le  domaine  du  point  de  ramification  à 

l'infini  ne  contient  que  des  puissances  fractionnaires  de  z,  et,  par 
suite,  le  point  à  l'infini  ne  peut  être  un  point  critique  logarith- 
mique pour  l'intégrale.  Il  faut  donc  que  R  soit  de  degré  pair  2/?-ho. 
La  surface  de  Riemann  présente  alors  deux  points  distincts  à  l'in- 
fini; dans  le  domaine  de  chacun  d'eux,  l'intégrale  doit  être  égale 
à  un  terme  logarithmique,  augmentée  d'une  fonction  régulière, 
ce  qui  exige  que  p  soit  de  degré  p.  Si  ces  deux  conditions  sont 
remplies,  les  deux  résidus  R,,  Ro  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires; le  nombre  s  est  égal  à  l'unité.  Par  suite,  lorsqu'une  inté- 
grale de  la  forme    1  ~=^-  est  exprimable  par  logarithmes,  elle 

s'exprime  au  moyen  d'un  seul  logarithme. 
Soit 


/ 
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\  il('si-ii;ml  une  (■()11>1;imI <■  ri  I',  (^),  S  ('liiiil  Iroi.s  polynômes,  la 
Inrinnic  (iiii  «Inniic  l.i  \  ;il(iir  de  celle  inU'gralc  A  cliaciiic  valeur 
(le  r.  conesi.oïKl.nl  |)<>iii    1<'  loi;;iiillinic  deux  valeurs 

log s .      log g—    ; 

tlonl  les  dérivées  — ^  et ^—-  onl  une  somme  nulle.  La  somme 

Ay/K  Av/H 

de  CCS  deux  logarillimcs  et,  par  suite,  le  produit 


/p_i^Qyj_A  /p-Qv/h\ 


doit  donc  se  réduire  à  une  constante  K 

P2_  RQ2  =  KS2; 
on  peut  alors  écrire 


,,^^Z^Q^  ^l,Jv^Q^)^UoA^-=^ 


ou  encore 

Employant  les  notations  d'Abel,  on  voit  que,  si  l'intégrale  considérée 
est  exprimable  par  logarithmes,  elle  a  une  expression  de  la  forme 

a  et  ^  étant  deux  polynômes.  On  peut  évidemment  supposer  a 
et  ^  premiers  entre  eux  ;  on  peut  aussi  supposer  a  premier  avecR. 
En  effet,  si  a  et  R  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  N,  on  a 

a  =  aiN,         R=R,N, 
a,  étant  premier  avec  R^  nous  pouvons  écrire 
g  +  iJy/R  _  ai_v/N^-^_v{H,  , 


log 


2     ^Va'-[i'v/K 
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cxnres>i()ii  tli'  iiiiinr  foiiiir  i|iu'  la  |>riMniric,  où 

a'=aîN-r- 3îR,,         '^' =  vl,'^. 

Los  deux  |ii)lvii()mos  y.'  cl  II  <u\\[  |»i  riiiitrs  ciilre  eii\  :  m  cHcl ,  15 ,  oi 
premier  avee  .N  et  avec  a,,  iS  esl  premier  avec  R,  et  avec  [i,  car  il 
divise  a,  et  a  et  (3  sont  supposés  premiers  entre  eux. 

Cela  élant,  >i  la  foiiclion  ralioimcllc  ^-^   satisfait  à  la  rrla- 

a  -  8  v/K 

lion  (32),  elle  a  un  seul  piMc  <•!  ni)  seul  /.<'ro,  tous  les  deux  reje- 

lés  à  rinlini;  autrement,  le  logarillime  aurait  des  points  criliqucs 

logarithmiques  à  distance  finie.  Le  produit 

ù-t-3/K)(2-3v/r{)=  a2-;i2R 

no  peut  s'annuler  pour  aucune  v.deur  Unir  de  z:  en  vl\\:[,  une  ra- 
cine ;  =  rt  de  cette  équation  ne  peut  annuler  à  la  fois  les  deux 
facteurs  y- -r  ^  \/l^,  ^ —  |^  V^^'  ^^^  ^'^^  annulerait  la  somme  a  a  et 
la  différence  2j5y/R,  et  nous  avons  vu  qu'on  peut  supposer  a  pre- 
mier avec  |5iR.  Il  faut  donc  que  a- — p-R  se  réduise  à  une  con- 
stante et,  comme  il  est  permis  de  multiplier  a  et  j3  par  un  même 
facteur  constant,  on  peut  supposer  cette  constante  égale  à  l'unité  ; 
par  conséquent,  les  trois  polynômes  a,  ^  e^  R  doivent  vérifier  la 
relation 

(33)  a^— ^2R  =  i. 

Inversement,  si  trois  polynômes  a,  [i,  R  donnent  lieu  à  l'iden- 
tité (33),  on  en  déduit  une  solution  du  problème  proposé.  Il  est 
clair  d'abord  que  R  est  de  degré  pair  2/?  -r  2  et  que  a  est  premier 
avec  [îiR;  on  peut  supposer  aussi  que  R  est  premier  avec  sa  déri- 
vée; s'il  contenait  un  facteur  multiple  tel  que  {z  —  ^o)'^î  on  pour- 
rait faire  passer  (:; — ^0)*  dans  !j  ;  s'il  était  divisible  par  (;  — ^^o)'*"*"'  1 
on  multiplierait  ^  par  (^ — :;o)^  et  il  ne  resterait  dans  R  que  (:; — ;:o)- 
Cela  posé,  la  fonction  rationnelle  de  z  et  de  y/R, 

a  — p/K 
n'admet,  d'après  la  relation  (  33  ),  ni  pôles  ni  zéros  à  distance  finie  ; 
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elle  iuliiui  im  seul  pôle  cl  un /.«'lo,  lous  les  doux  rcjelc-s  à  linfini. 
La  dérivée  l()i;iirllliiiii<]nc  csl  donc  cj;alc,  à  un  facteur  numérique 
près,  à  une  inh'--;!»!!'  de  Iroislèmc  espèce  avec  deux  points  cri- 
tiques logaritlimi([ues  à  l'infini,  c'est-à-dire  qu'on  a  une  relation 
de  la  forinc 


p  étant  un  polynôme  de  degré  /;. 

Pour  résoudre  de  la  façon  la  plus  générale  l'équation  indéter- 
minée (33),  on  peut  se  donner  arbitrairement  le  polynôme  a.  La 
théorie  des  racines  égales  permet  alors  de  mettre  le  polynôme 
a-—  I  sous  la  forme  [B-R,  R  étant  premier  avec  sa  dérivée,  par 
des  opérations  algébriques  élémentaires,  l^ar  exemple,  si  l'on  a 

les  polynômes  X/ n'ayant  aucun  facteur  multiple,  ni  aucun  facteur 
commun,  on  prendra  R  =  X,X3,  [â-— XoXaX^.  La  valeur  de  p 
se  calcule  ensuite  sans  dilliculté;  on  trouve 

p  =  7/filV-l-2(a.3'— a'pjR. 

Abel  s'est  proposé  aussi  la  question  suivante,  qui  est  en  quelque 
sorte  l'inverse  de  la  précédente  : 

Étant  donné  an  polynôme  R,  premier  avec  sa  dérivée,  de 
degré  pair  ip  -h  2,  reconnaître  si  l'on  peut  trouver  un  autre 

polynôme  p  tel  que  Cintégrale  j  ^^-—^  s'exprime  par  un  loga- 
rithme. 

Ce  problème  est,  d'après  ce  qui  précède,  équivalent  à  celui-ci  : 
Peut-on  trouver  deux  polynômes  ol  et  [5,  satisfaisant  à  la 
relation  (33)  ? 

Si  l'on  connaissait  a  priori  le  degré  de  l'un  de  ces  polynômes, 
on  pourrait  toujours,  par  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés, reconnaître  si  le  problème  admet  ou  non  une  solution.  Mais, 
ici  encore,  on  voit  s'introduire  un  nombre  entier  indéterminé. 
Abel  a  rattaché  la  solution  de  ce  problème  à  la  théorie  des  frac- 
tions continues  algébriques;  il  est  arrivé  à  la  proposition  suivante. 
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[loill-  1,1  (It-muii^liMiiiiii  lie  l;i(|ii(llc  luMi-,  rrii\  ciiinis  ,i  v,,m  M»-- 
mnirc  :  l'mir  (ju'il  c.risti-  un  fmlrnonn'  ^  ii  i<i,iitlii  n  I  n  hiijitis- 
tion,  il  f<ntl  ri  il  si/Jfil  <iiii'  If  ilr^'flnpfx'inrnl  ilr  ^  lî  rn  j'rmliun 
continue  <ili:i'l>ri(jiic  suit  /iiri(>(li(iiic. 

Loixjiic  le  polynôme  H(^Cj  est  du  <|nali'i»''rn(*  (Ifgr(>,  p  doit  »"lr(; 
(lu  premier  déféré.  Dans  ce  cas  spécial,  le  prohièmc  a  t'té  étudié 
depuis  par  M.  Tcliel)vchc(r(' )  et  par  .M.  Zololarefl' (-),  lors([ue 
les  coeflicienlsde  H  (s)  sonlcommensurahles  ou  sont  des  nombres 
entiers  complexes.  Ces  deu\  mélhotles  supposent  (pic  iOn  ((ui- 
naîl  les  racines  de  I\(r)  ;  elles  permetlcnl  de  reconnailrc,  <iu  Ixnii 
(V  un  nombre  fini  d'opénitions,  \\{z)^^  c'  -^az'^  -\-  bz-  -{-cz  \-(L 
('■lanl  (lonni-,  s'il  existe  une  constante  A  telle  cpie  l'on  ;iil 


Il  faut,  pour  ccl.i,  (piil  existe  une  fonction  rationnelle  de  c  et 
de  ^  K(-)  avant  un  seul  [xjlc  et  un  seul  zéro,  tous  les  deux  à  Tin- 
fîni;  pour  c[ue  ce  problème  admette  une  solution,  il  l'aiiL  et  il 
suffit,  d'après  le  théorème  cité  à  la  fin  du  n"^  163,  que  la  dillé- 
rence  des  valeurs  de  l'intégrale  de  première  espèce  aux  deux 
points  à  l'infini  soit  commensurable  avec  une  période.  Tout  re- 
vient donc  à  reconnaître  si  cette  différence  est  de  la  forme 


où  /??,  m\  n  sont  des  nombres  entiers,   et  v,  lo'  les  périodes   de 
l'intégrale  de  première  espèce. 

165.  On  a  vu  (n°  loi)  qu'une  somme  d'un  nombre  (juelconrpK! 
d'intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce  se  ramène  tou- 
jours à  2/>  intégrales  distinctes  et  à  un  terme  algébrique.  Il 
n'existe  point  de  proposition  aussi  simple  pour  les  intégrales  de 
troisième  espèce;  le  théorème  suivant  offre  cependant  une  cer- 
taine analogie  avec  le  théorème  qui  vient  d'être  rappelé  : 

Ktnnt  donnée  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'inté- 

(')  Journal  de  Liouville;  1884. 

(^)  Voir  Bulletin  des  Sciences  matliéniatiques,  1879;  p.  470-478. 
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i;-/-<i/<'s  (le  li-oisirinc  espèce,  niullipliécs  par  des  fdcteiirs  dont 
1rs  /•(//)/)<)/■/ s  soiil  cotnmensurables,  on.  peut  exprimer  celle 
somnii'  (iii  moyen  du  logarithme  dUine  fonction  rcilionnelle 
de  z  et  de  //,  et  de  p  intégrales  de  troisième  espèce,  l'un  des 
/Hiinfs  erili(/ues  de  cJiacune  de  ces  intégrales  de  troisième  es- 
pèce ()<>u\-<nii  être  choisi  arbitrairement. 

Soit  1  -^  f  ^^{'-i  ft)  ^^'-  ""*^  intégrale  n'admcllanl  que  des  points 
critiques  logarithmiques,  et  telle  que  tous  les  résidus  deR(^,  u) 
soient  commcnsurables  entre  eux.  En  multipliant  Il(^,  u)  par  un 
facteur  constant  convenable,  on  peut  supposer,  ce  que  nous 
ferons  désormais,  que  tous  ces  résidus  sont  des  nombres  entiers. 
Soient  (rt|,  6,),  ...,  (c/y,  /;,/)  les  points  critiques  pour  lesquels 
les  résidus  z»,,  m.,.  ...,  ;??^  sont  des  nombres  entiers  positifs, 
(a,,  (3,).  ...,  (a^,  jS,-)  les  points  critiques  pour  lesquels  les  résidus 
sont  des  nombres  entiers  négatifs,  —  /?,,  —  «o,  . . .,  —  /?,-.  Pour 
ne  pas  interrompre  la  suite  des  idées,  admettons  le  théorème  sui- 
vant, qui  sera  démontré  un  peu  plus  loin,  sans  rien  emprunter  à 
cette  théorie  :  il  existe  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  qui 
admet  les  points  (ai,  bi)  pour  zéros  d'ordre  tn^,  . . .,  m^  respecti- 
vement, les  points  (a/,  [i/)  pour  pôles  d'ordre  /?,,  . . .,  /?,-,  et  (pii 
est  en  outre  infinie  du  premier  ordre  en/?  points  (C),  r/|),  ..., 
(Cyp,  dp)^  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement.  Soit  <I>(j,  //)  cette 
fonction  rationnelle,  qui  admet,  en  outre,  p  zéros  distincts  des 
premiers  (c', ,  <:/',),  . . .,  (c^,  d'p).  La  différence 


\o^<^{z,u)-jK{z,u)dz 


admet  donc  les  seuls  points  critiques  logarithmiques  (c/,  <://), 
(c,,  dl)  avec  les  multiplicateurs  4-  i  et  —  i  respectivement;  elle 
est  donc  égale  à  une  somme  de  p  intégrales  de  troisième  espèce, 
telles  que  TrT'''<  («■  =  I ,  a,  ...,  p)\  ce  qui  établit  la  proposition. 
Pour  prendre  un  exemple,  considérons  la  relation  de  genre  un 

(34)  «2  =  Z  =  Ao^''-f-A,^5  +  Ao^2+A3:;-^A4, 

l'équalion  Z  =  o  n'ajanl  que  des   racines  simples,   et  l'intégrale 
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-lli|)li(Iiio 


■lf,7 


(35)        L--«/v;c-    '"^'L^^'^^...^_^'A/_^K; 
z  —  ai       s  —  at  z  —  Uq 

II.  /i, />,,    soiil    (1rs    nombres  entiers   posilif^    «m    néj^'alifs, 

Ui,  ....  iff  sont  (lislincts  des  racines  de  Z  =  <>,  ciiliii  on  a 
6'=  Aq^// -H- • --r  Vj-  L'intégrale  I  n'admet  ([iic  des  points  cri- 
tiques logarillimiqiics  («,,  bi),  (ai,  — /^/)  et  les  deux,  points  à 
l'infini.  l<^s  miilliplicatcurs  étant  précisément  zhn,,  ±n  (n'"  35 
et  3G).  On  pinit  donc  lui  appliquer  le  théorème  précédent.  L'in- 
tégrale de  Iroisièmo  espèce  la  [)lus  générale  avec  les  deux  points 
criti(jncs  (  r,  cl),  (c',  d')  est  (n°  'SI) 


J     f.U  \  z  —  c  z  —  c  I 


Si  l'on  choisit  convenablement  la  constante  /.et  les  deux  [)oints 
(c,  d),  [c' ,  d'),  on  aura 


J    a  J    -laXz  —  c  z  —  c  /  " 


/ 


i^- dz  =  alog'I'C^,  «)-^  logl^  -  c;—  log(^  -  c' ) 


en  posant 

(36)  T=-^^l--^-/.. 

z  —  c        z  —  c 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  fonction  rationnelle  L  de  la  forme  (35), 

on  peut  toujours  trou^-er  une  fonction  T  de  la  forme  (36), 

a  L  -^  T 
telle  que  - — —  soit  la  dérivée  logaritlimicjue  d" une  fonction 

rationnelle  de  z  et  de  u  ('  ). 
(  '  )  Halphex,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  638. 
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On  verra,  dans  r()iivraf;r  (rHalpln-ii,  commcnl  on  pcul  calculer 
T,  ainsi  <|ii.-  la  fonclion  ralionnclU-  dont  le  logarilhme  a  pour  dé- 
rivée il^— ^  lorsfiuc  L  est  donnée.   In   des  points  (c,  d),  (c',  d') 

u  ' 

peut  èlrc   pris  arbitrairement;  si  Ton  a  pris  pour  (c',  d')  un  point 
de  ramificallon,  d'  =  o,  et  l'expression  de  T  se  simplifie 


z  —  c 


IGC).   Lorsque  rinlégralc  abélienne  ji^-i:-,  ii)dz  est  égale  à   une 

fonction  rationnelle  de  z  et  de  «,  ^{z,  ii),  ou  au  logarithme  d'une 
fonclion  rationnelle  A  log  <!>(;,  i() ,    le   changement   de   variable 

<i>(z.  II)  =  (  ramène  l'intégrale  proposée  à  la  forme  /  dt,  ou 
1  '-  ^  ..  On  peut  se  poser  une  question  plus  générale  : 

Étant  donnée  une  intégrale  abé/ienne  /R(;,  u)dz,  rela- 
tive à  une  courbe  de  genre  /?,  dans  quels  cas  existe-t-il  une 
substitution  algébrique  qui  change  cette  intégrale  en  une 
nouvelle  intégrale  abélienne  relative  à  une  courbe  de  genre 
p\  inférieur  à p? 

La  solution  de  ce  problème  général  paraît  difficile.  Nous  mon- 
trerons seulement,  par  un  exemple  simple,  comment  la  question 
est  liée  à  la  réduction  du  nombre  des  périodes.  Considérons  une 
courbe  de  genre/?,  supérieur  à  un,  et  une  intégrale  de  première 
espèce 

w  =  /  o(z,  u)  dz 

attachée  à  celle  courbe  :  si  les  ip  périodes  de  cette  intégrale 
se  ramènent  à  deux  périodes  distinctes,  on  peut  ramener  cette 
intégrale  à  une  intégrale  elliptique  par  une  substitution  ra- 
tionnelle. Soient  w,  et  w,  les  deux  périodes  auxquelles  se  ramè- 
nent toutes  les  périodes  de  (v;  la  période  relative  à  la  coupure  Oi 
est  égale  à  m,(i),  +  n,  to^,  et  la  période  relative  à  bi  est/)<w,  +  qi  Wa, 
m/,  /?/,  Pi,  qi   étant   des    nombres   entiers.    Séparons  les   parties 
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nclUs  et  les  coenîcicnls  de  y  —  i  ;  soil 


toi  =  a  -+- 


D'iipns  la  formule  ilo   Uifiiiaiin.  la  somme 
=  (ao  —  Pv)^  {niiqi  —  mpi) 


"•■( 


esl  essentiellement  positive.  On  ne  peut  donc  avoir  ao  —  ,3 

c'esl-à-dirc  que  le  rapport  —  est  nécessairement   imaginaire;   le 

mémo  raisonnement  prouve  d'ailleurs  cpic  les  2/?  périodes  de  (v  ne 
peuvent  se  réduire  à  une  seule.  Soil  a((T')  une  fonction  doublement 
périodique  de  (v,  avec  les  deux  périodes  w,,  Wo,  admettant  deux 
jiùles  simples  dans  un  parallélogramme  élémentaire  (' );  celte 
Ibnction  satisfait  à  une  équation  difTérentielle  de  la  forme 

(37)  (^^y  =  AXv+BX3^.GX^-^DX  +  E, 

A.  B,  C,  D,   E  étant  des  constantes.  Imaginons  que,  dans  A  (c^')» 

on  remplace   (v  par  l'intégrale  1 'f{~-,  if)<Jz]   À(tv)   devient  une 

fonction  uniforme  du  point  analytique  (z,  u),  puisque  toutes  les 
valeurs  de  «^cn  un  même  point  de  la  surface  de  Riemann  s'ob- 
tiennent en  ajoutant  à  l'une  d'elles  des  multiples  entiers  de  co,  et 
de  Wo-  Soit  À((v)  =  $(:;,  u);  appelons  ç  et  -^  les  deux  pôles  de 
a((v)  dans  un  parallélogramme  élémentaire.  La  fonction  ^{z,  u) 
ne  peut  cesser  d'être  régulière  que  pour  les  points  de  la  surface 
de  Riemann  où  l'intégrale  w  prend  une  valeur  de  la  forme 
;-f-  m  co,  -\-  rnùo  ou  ri  -f-  m'w,  +  /l'coo,  et  l'on  reconnaît  aisément 
que   ces  points    sont  des   pôles   pour  <I>(^,  u)\  c'est   donc    ime 


(')  Nous  supposons  connus  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques. 

A.    ET    G.  24 
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ronclloii  liilioiiiirllc  (le  r  cl  de  //.  Cela  pose,  tic  la  rclalion 

/.((C  )  =  ']'(Z,  II), 

on  (Jcduil,  en  diUV-rcnlianL  par  rapporta  z, 


en  remplaçanl  À'((t)  par  sa  valeur   liréc  de   la  relation  Ci'),  et 

n  a  r 


-r:  par  'o{z,  u),  il  vient 


o{z,u) 


d^ 

~dz 


on 


.(38)  (o{z,  u)dz=  Ç 


v/ A  **-+-...  4- E 


On  voit  donc  qu'en  prenant  pour  nouvelle  variable  la  fonction 
rationnelle  <!>(;.  «),  rintcjj;ralc  proposée  se  change  en  une  inté- 
grale elliptique  de  première  espèce,  comme  nous  l'avions  an- 
noncé. 

167.  Considérons  maintenant  en  particulier  le  cas  oij  /?  =  2,  et 
supposons  qu'une  courbe  de  genre  deux  possède  une  intégrale  de 
première  espèce  <r,,  ayant  seulement  deux  périodes  distinctes  w,, 
wo;  soient 

niiiMi-^  n^^^i■^,     /?i2  0ii -l- «o  Wo»    /'i  ^i -r- </iC02,     /^oWi-l-^oWî 

les  périodes  de  (X',  relatives  aux  coupures  a^,  a^,  ^i,  ^o.  Soit  w-, 
une  seconde  intégrale  de  première  espèce,  distincte  de  la  pre- 
mière, et  A,,  A2,  B,,  Bo  ses  périodes  relatives  aux  mêmes  cou- 
pures. D'après  la  relation  générale  qui  lie  les  périodes  de  deux 
intégrales  de  première  espèce  (n°  67),  on  a 

(  /«i  wi  —  «1  W2)  Bi  —  Aif/JiWi  -^  '71 W2) 

-~  (m^oii-h  n2tx>2)^-2  —  Ai>ip2Mi-\-  q-itUi)  =  o 
ou 

j    tOi(miB,  — />iA,-r-7?l2B2— /JoA,) 

i  -^  W2("lBi—  <7,\i-^/i2B2—  <72A2)  =  0. 
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On  |)<Mil  siipjioscf  i|iir  les  |)(''iii>(lcs  A,,  Aj,  I),.  1'.^  Miili.nl  l.i 
r.'hitiMii 

(  jo)  niihi  —  pi\,    i  m,  H.  —  Pi\i  —  <>; 

rn  ('(Tft,  si  Ton   remplace  w-,  par  l'intégrale  (\^  -f-  K  t\  ,,  m'i  |\  est 
une  constante,  les  périodes  de  cette  nouvelle  intégrale  suni 

A',  =  A|  —  K(mi  (0|  -^  «I  tu»), 
A',  =  Aj-T-  K(/n2tO|  -!-  «2^4  ), 
lî',  =  B,  --  K  (/?i(0|  —  7i  wj  ), 

Hj    =-   IJo—   k  (  7^2  (0|  -!-  72^2), 

el  ri.ii  :i 

///,  15 ,  —  /(|  A',     -  /«îH.,  — />2  A',  T-  /«i  1)1  —  />i  A|  -  -  m,  I!..  --/^2  Ao 

—  K coii  //J|  yi       //|/M  -  -  "i.,f/2—  "iPi  )• 

Le  coefficient  de  K  dans  le  second  membre  n'est  pas  nul,  d'aj)rès 
In  relation  de  Hiemann  rappelée  plus  haut;  on  peut  donc  choisir 
la  constante  K  de  façon  ([ue  la  relation  (4o)  soit  vérifiée  j)()iir  la 
seconde  intégrale.  La  formule  (39)  donne  alors 

(4')  "i^i  —  71  Ai-i- «2^2  — 72  A2=  o. 

Les  deux  nombres  />?i7,  — /?i/>i  et  ni.,rj._,—  n.,p.,  ne  pcuvenlèlrcî 
nuls  en  même  temps;  supposons,  par  exemple,  que  oit  (/,  —  /l^/f^ 
ne  soit  pas  nul.  On  tire  alors  des  équations  (4o)  et  (4i) 

B  3^  (/^2  7i  — /^ly^lAy— r/>i»,  —  7, /;?2)B2 

_  (pifii  —  q-,nit)  Xy-i-  (nii/in — //|W2)B2 
■^~  /?ii7i  — «,/;, 

On  voit  que  toutes  les  périodes  de  la  seconde  intégrale  se  ra- 
mènent à  deux  périodes  distinctes, 

A,  ,  B, 


niif/i—  /lipi  -       /Hi7i—  iiipi 

et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  dû  à  AL  Picard  (')  : 


(  '  )  Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  dans  les  intégrales  abéliennes, 
et,  en  particulier,  dans  le  cas  des  courbes  du  second  genre  {Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  t.  XI,  p.  25). 


•}-i  ciiM'iTui:   VII.  —   iNTiir.nAi.ns  noiïmales. 

Si  iinr  rniirhi-  ilc  ^cnrc  deux  possède  une  intégrale  de  pre- 
niirrr  espère,  (trani  seulement  deux  périodes,  elle  en  possède 
nécessdirenu'ul  une  seennde  Jouissant  de  la  même  propriété. 

Voici  deux  exemples  où  l'on  connaîllcs  cJcux  intégrales  de  pre- 
niii'if  espèce  qui  se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques.  Les 
deux  inl(\^ raies  de  première  espèce 

dz  r  zdz 


f         '"  f 


yjz''  -H  as*  -\-hz^-\-c 

rclalives  à  la  courbe  de  genre  deux,  w^  —  -6  _^  ^^-'.  _^  ^-2  _j_  ^^  se 
ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  parle  même  changement  de 
variable  :;-  =  t. 

Les  deux  intégrales  de  première  espèce 

r dz_ r zdz^ 

J  \/{zi^az-^b){z^-^pz^-^q)'  J  \/{zi-^  az -^  b){z^-^  pz'^-i- q)' 

OÙ  Ion  a 

^7  =  46+  3  «y- 

se  ramènent  de  même  à  des  intégrales  elliptiques,  en  posant  res- 
pectivement 

_z^+az  +  b  z^-^pz'^-^q_ 

^  =        iz-p      '  az^—Zbz'-    ~    ■ 

On  remarquera,  sur  ces  exemples,  que  le  degré  de  la  substitu- 
tion à  faire  est  le  même  pour  les  deux  intégrales.  C'est  là  une 
propriété  générale,  dont  on  trouvera  la  démonstration  dans  le 
Mémoire  de  M.  Picard  ('  ). 

(')  Le  lecteur,  désireux  d'approfondir  ce  sujet,  pourra  étudier  aussi  les  tra- 
vaux suivants  : 

Kœmgsberger,  Journal  de  Borchardt,  t.  LXIV;  Kowaleski  (Sophie)  .-1cm  ma- 
thematica,  t.  IV,  p.  894;  Poixcaré,  Sur  la  réduction  des  intégrales  abétiennes 
(Bulletin  de  la  Société  matliématique ,  t.  XII,  p.  \-'\');  Picard,  Remarque  sur 
ta  réduction  {id.,  p.  i53);  Goursat,  Sur  ta  réduction  des  intégrales  hyperel- 
liptiques  {Bulletin,  t.  XIII,  p.  147). 
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Expression  d'une  fonction  riitionnclle  au  moyen  (l'intégralcs  normales  de  seconde 
espèce.  —  Thcorèmc  de  Hicinann-Kocli.  —  Fondions  spéciales.  —  Fonctions 
d'ordre  niiniiiiuin.  —  Courbes  liypcrcllipliques.  —  Helations  entre  les  pôles  et 
les  zéros.  —  Kx{)rcssion  générale  d'une  fonction  uniforme  avec  un  nombre  fini 
de  points  singuliers. 


u^ 


108.  On  a  déjà  fait  icmaif|iicr.  à  j)ltisicurs reprises  (n"'  io,  155), 
ijiiime  lonclion  ralionnellc  \\{z,  u),  où  ;;  cl  u  sont  liées  parla 
relation  al^éhrique  F(-,  //)  =  o,  est  égale  à  une  somme  d'inté- 
grales abéliennes  de  première  et  de  seconde  espèce,  relatives  à 
celte  courbe  algébrique.  Ce  mode  de  décomposition  étant  d'une 
importance  capitale,  il  est  nécessaire  de  l'étudier  d'une  façon 
plus  approfondie.  Pour  simplifier  les  notations,  nous  supposerons 
que  les  pôles  (a,,  jj,),  . .  .,  (a^,  [4/i)  sont  des  points  de  la  surface  de 
Riemann  à  distance  finie  et  distincts  des  points  de  ramification. 
Soit 

la  partie  principale  de  la  fonction  considérée  V\.{z-,  u)  dans  le  do- 
maine du  pôle  (a/,  [j/).  La  différence 

A- 

Riz,  «)— y  [A'/'  Z{z,  u:  oci,  ^,) +. . .+  At^' Z'''.-"(^,  «  ;  a,-,  p,)] 

i=l 

est  une  intégrale  abélicnne  régulière  en  tous  les  points  de  la  sur- 
face de  Riemann,  et  dont  les  périodes  relatives  aux  cotipures  Oh 


(')  Auteurs  à  consulter  :  Riemann,  AbeVschen  Functionen,  §  8;  Roch,  Journal 
de  Crelle,  t.  64;  Brill  et  Nother,  Mathematische  Annalen,  t.  VII;  Klein, 
Théorie  der  elliptisc'hen  Modulfunctionen,  t.  I,  p.  5^0  et  suivantes 
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sont  loiilrs  nulle-.:  rllc  se  n'dtiil   doiu;  à  une  conslanlc  (n"  118) 

cl  Ton  :i 


(I) 


R(  -,  »  )  =  G  -4-  y  [AV'ZC-,  Il  :  a,,  p,-)  -f-. . .-+-  A^^  Z(v.-')( -,  „;  a,-,  p,)]. 


Tfdlc  rsl  la  f'oniuilc  forulamcnlalc  de  dcconiposition  que  nous 
voulions  oblcnir;  elle  met  on  évidence  les  pôles  elles  parties  prin- 
cipales de  R(:?,  //).  11  est  à  remarquer  que  la  fonclion  qui  joue  le 
rôle  d'élémenl  simple  Z(;,  it  ;  ç,  r,)  n'esl  pas  uniforme  sur  la  sur- 
face de  Iliemann, 

La  formule  (i)  montre  immédiatement  que  les  coefricient> 
A'/'jA^",  ...  ne  peuvent  pas  être  pris  arbitrairement.  11  faut,  en 
effet,  que  les  périodes  du  second  membre  de  cette  formule  rela- 
tives aux  coupures  b/i  soient  toutes  nulles.  Or,  la  période  relative 
à  la  coupure  bk  est  (n"  140) 

les  coefficients  A','  ,  A^,  ...   doivent  donc  vérifier  les />  relations 

/  =  /. 
(•2)  2  [A'.'^/.C^'/,  P/)  -•  •  •+  AtVç^r'-''(«^  M  =  o. 

h  =  ux p. 


Ces  relations  sont  d'ailleurs  suffisantes  pour  qu'il  existe  une  fonc- 
tion rationnelle  R(g,  u)  admettant  les  A"  pôles  (a,,  pi).. .,  (ayt,  [51^), 
avec  les  parties  principales  données.  En  effet,  le  second  membre 
de  la  formule  (i)  représente  alors  une  intégrale  abélienne  dont 
toutes  les  périodes  sont  nulles,  c'est-à-dire  une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  de  u. 

Remarque.  —  La  somme 

Al-  on(o^i,  ?/)  +  A^)  cp;^'(«,,  p,)  -+-. .  .+  A;^'o^'-"(a,,  PO 

représente  le  résidu  du  produit  R(;,  u)oh{^-i  n)  relatif  au  pôle 
(a/,  1^/).  Les p  relations  (2)  expriment  donc  que  les  sommes  des 
résidus  des  p  fonctions  rationnelles 

T{{z,  u)Oi{z,  u),     ....     ï{{z,  u)o,,{z,  u) 
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sont  nulles,  car  tous  CCS  rt'>lilii-«  provicniutii  des  j)ôlcs  de  \\{z,  u). 
En  résume,  les  p  re/titions  linrdircs  (juc  <loi\ont  vérifier  les 
coejficients  des  parties  principales  de  R(;,//)  s'obtiennrnt  en 
écrivant  que  la  somme  des  résidus  de  tnitti-  fonction  rntionnclli- 

R(5, //;  3(:;,  «),  oit   f  o{z,  u)dz  esl  une  intégrale  (juclconijue 

de  première  espèce,  est  égale  à  zéro. 

C'est  lîi,  au  fond,  une  façon  condensée  (récrire  lcs/>  relations 
qui  existent  entre  ces  coeflicients,  qui  s'applique  aussi,  il  est 
aisé  de  s'en  assurer,  (|U(lk'  (]iie  soit  la  position  des  pôles.  11  est 
clair,  d'ailleurs,  que  ces  relations  peuvent  toujours  être  écrites 
explicitement  quand  on  a  obtenu  l'expression  générale  des  inté- 
grales de  première  espèce  (Cï.  n"  121)).  ^/ 

1G9.  Nous  sommes  maintenant  conduits  à  traiter  le  problème 
suivant  :  Former  l'expression  générale  d'une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  de  u,  admettant  k  pôles  donnés  (a, ,  [5,),  . . . ,  (a^,  'pk) 
avec  des  degrés  de  multiplicité  déterminés,  v,,  Vo,  ....  v/;. 

Les  coefficients  arbitraires  A'",  A,",  ....  dont  dépend  la  fonc- 
tion cherchée  R(-,  ?/),  sont  au  nombre  de 

M  =  V,-r-V2-i-  ...  -H  VA. 

Ces  coefficients  doivent  vérifier  p  relations  linéaires  et  homo- 
gènes. Si  nous  supposons  ces  relations  distinctes,  le  problème 
n'est  possible  que  si  M^^-h  i,  et  la  fonction  cherchée  dépend 
alors  de  M — p  constantes  arbitraires,  abstraction  faite  d'une 
constante  additive.  Mais  il  peut  arriver  que,  pour  certaines  posi- 
tions particulières  des  pôles,  les  p  relations  linéaires  se  réduisent 
à  moins  de  p  relations  distinctes.  Ce  point  demande  un  examen 
particulier  et  nous  allons  nous  j  arrêter. 

Supposons  d'abord  qu'on  veuille  former  une  fonction  ajant  un 
seul  pôle  arbitraire  (a,  ,3)  d'ordre  v.  Le  problème  n'est  possible 
que  si  v  est  ^/>+  i.  Le  point  (a,  jj)  étant,  par  hypothèse,  un 
point  arbitraire  de  la  surface,  on  peut  le  supposer  à  distance  finie 
et  distinct  des  points  de  ramification.  Soit 

Al  Ao  1 .2. . .  (v  —  i)Av 
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I;i  naiiic  |)riiHl|);il('  (l:ins  le  domaine  (Ic  cr   pùlc;  les  v  cocfficicnls 

A,,Am,  ...,  Av  (loivenl  vrrilier  les />  relations 

A,(p/(a.  p)  -t-  .\2^;(a,  [i)  -t-  . .  .  -h  Avc-^^'U^.  P)  =  »  (t  =  i,  2,  ...,/?  ). 

Si  V  est  inférieur  à  /?  +  i ,  les  équations  précédentes  n'admettent 
pas  d'autre  solution  que  A,  =  Ao^  •  •  .  =  Av=  o,  à  moins  que 
tous  les  déterminants  d'ordre  v  contenus  dans  le  Tableau 

ne  soient  nuls  en  même  temps.  On  démontre,  comme  au  n"  154, 
que  ces  déterminants  ne  peuvent  être  nuls  pour  un  point  arbi- 
traire (a,  [3)  de  la  surface  de  Ricmann.  Par  conséquent,  si  une 
fonction  rationnelle  de  ;;  et  de  u  admet  un  seul  pôle  sur  la  surface 
(ce  pôle  pouvant  être  cboisi  arbitrairement),  l'ordre  v  du  pôle  ne 
peut  être  inférieur  à  /?  -j- 1 .  C'est  de  cette  façon  que  M.  Weierstrass 
définit  le  genre  d'une  relation  algébrique  (Cf.  n°  28). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'on  veuille  obtenir  l'expression 
générale  d'une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  m,  admettant  v  pôles 
du  premier  ordre  (a,,  j3,), .  . .,  (ay,  [iv)-  Afin  d'éviter  les  difficultés 
accessoires,  nous  supposerons  qu'on  a  effectué,  s'il  est  nécessaire, 
une  transformation  birationnelle,  de  façon  que  les  conditions  sui- 
vantes soient  remplies  :  1°  la  courbe  considérée  C,  représentée 
par  l'équation 

(3)  V{z,u)=o, 

supposée  de  degré  m,  a  m  points  distincts  à  l'infini,  et  aucune 
asymptote  n'est  parallèle  à  l'axe  des  a;  2°  les  v  points  (a,,  ^^),  . , ., 
(av,  ^v)  sont  des  points  simples  de  cette  courbe  et,  en  aucun  d'eux, 
la  tangente  n'est  parallèle  à  l'axe  des  u.  Toute  fonction  ration- 
nelle R(:^,  w),  infinie  du  premier  ordre  en  ces  v  points  seulement, 
est  représentée  par  une  somme  d'intégrales  normales  de  seconde 
espèce, 

R(-3,  «)=  C-hAiZ{z,ii:  ai,  ^i)  +  .  . .—  \^Z(z,  «  ;  a,,,  pv)- 
Soient,  d'autre  part,  Qi{z,  u),  Q^i^,  u)-,     •  ••>  Qp{^i  «)  les/?polj- 
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nomes  adjoints  distincts  de  dej;rL-  m  —  3,  df  fiirim  (|ii<-  r.'(ni;ili»Hj 
L'énérale  tles  courijes  adjointes  de  degré  m  —  .'5  soit 

>iQi(-,")-^  X,Qî(5,«)-^...-+->'/>Q/.(-,  ")=o- 
On  a  les/)  intégrales  distinctes  de  première  espèce, 

et  les  p  relations  (2),  que  doivent  vtrificr  les  v  coefficients  A,, 
Aj,  .  .  . ,  Av,  peuvent  s'écrire 

(i  =  1,2,  ..../)); 

si  Ton  pose  A,  =  B,  F^fa,,  .fi,).  •  •  •.  -^v=  BvFi^av,  |3v),  ces />  re- 
lations deviennent 

j   B,Q,(a,,p,)--  B,Q,(a2,  ^,)  +  .  .  .-4-  B,Q,(a,,  ?.,)  =0, 

^î»  : ' 

En  général,  si  les  v  pôles  (a,,  (j,),  .  .  .,  (av,  ,3v)  sont  pris  arbitrai- 
rement sur  la  courbe,  les  p  équations  (4)  sont  distinctes,  ce  (\y\G 
l'on  voit  en  reprenant  les  raisonnements  du  n°  154.  Pour  qu'elles 
admettent  un  système  de  solutions  autre  que  B,^  B2..  .=  Bv=  o, 
il  faut  donc,  en  restant  dans  le  cas  général,  que  v  soit  au  moins 
égal  à /)  H- I ,  et,  s'il  en  est  ainsi,  v — p  des  coefficients  B,  peu- 
vent être  pris  arbitrairement.  Il  n'existe  donc  pas  de  fonction 
rationnelle  admettant  moins  de /?  +  i  pôles  simples  donnés  arbi- 
trairement. 

Approfondissons  davantage  la  question.  Il  peut  se  faire  que  les 
p  équations  (4)  se  réduisent  à />  —  7  équations  distinctes,  par 
exemple  que  les  a-  dernières  équations  soient  des  conséquences 
des/?  —  a-  premières.  Si  cette  circonstance  se  présente,  tous  les 
déterminants  d'ordre /j  —  7  -f-  i  que  l'on  peut  déduire  du  Tableau 
rectangulaire 

!  Qi(a.,?i)    Qi(«2.  132)    ...    Q.(av,3v) 
(E)  I 
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par  la  sii|ipn>ssi(m  d'im  ci  riaiii  iiuiuhrc  de  lignes  cl  de  colonnes 
soiii  nids,  mais  j'im  an  moins  des  délcrminants  d'ordre /?  — 7  est 
dill.'iciii  de  zéro.  <  )r  rr  Taldean  (E)  se  présente  dans  une  autre 
(picsiidii.  Snpj)osons  (\\\r  l'on  \ mille  obtenir  l'équation  générale 
des  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  qui  passent  par  les  v  points 
donnés,  on  a  à  déleiniiner  les  y;  coefficients  }v,,  ^2)  ••■•,'^p  au 
niovcn  des  v  ('(pialions  de  condition 

(5)  ).,Q,(a,-,  p,)  +  ...+X,,Q„(o(,,  P/)=o       (t  =  i,2,...,v). 

D'après  la  lliéoric  des  équations  linéaires,  si  le  premier  déter- 
minant du  Tableau  (E)  qui  n'est  pas  nul  est  d'ordre/?  —  t,  t  des 
coefficients  A/  restent  arbitraires,  ce  qu'on  exprime  encore  en  di- 
sant que  par  les  v  points  (a,,  (j,),  .  .  . ,  (av,  (^v)  il  passe  <t  courbes 
adjointes  de  degré  m  —  3  linéairement  indépendantes.  En  résumé, 
les  p  équations  {^)  se  réduisent  à  p  —  a-  équations  distinctes, 
1  désignant  le  nombre  des  courbes  adjointes  linéairement 
distinctes  d'ordre  m  —  3,  qui  passent  par  les  v  points  consi- 
dérés. 

Si  V  n'est  pas  supérieur  à/?  —  o-,  il  n'existe  pas  d'autre  solution 
que  B,  =  60:=.  . .  =  Bv=  o;  mais,  si  v  est  plus  grand  que/>  —  o-, 

V  — p  +  0-  des  coefficients  A),  Ao,  .  .  . ,  Av  restent  arbitraires  et, 
en  comprenant  une  constante  additivc,  la  fonction  rationnelle 
cherchée  dépend  de  v — />  +  a- +  i  constantes  arbitraires.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  le  théorème  général  suivant,  qui  est  connu 
sous  le  nom  de  théorème  de  Riemann-Roch  (')  : 

Etant  donnés  v  points  sur  une  courbe  algébrique,  la  fonc- 
tion rationnelle  de  z  et  de  u  la  plus  générale  qui  devietit  infi- 
nie du  premier  ordre  en  quelques-uns  de  ces  points,  et  cjui 
reste  régulière  en  tout  autre  point  de   la  surface,  dépend  de 

V  — p  -H  0-  +  I  constantes  arbitraires,  le  nombre  a-  ayant  la  même 
signification  que  plus  haut. 

Cet  énoncé  donne  lieu  à  quelques  remarques  : 

I.   La  fonction  rationnelle  cherchée  n'existe  que  si  le  nombre 

V  —  />  +  a-  +  I  est  au  moins  égal  à  2  ;  cette  fonction  n'est  pas  né- 


(')  Riemann  n'avait  considéré  que  le  cas  général  où  c  =  0;  c'est  Roch  {Jour- 
nal de  Crelle,  t.  Gi)  qui  a  étudié  le  cas  où  z  a  une  valeur  quelconque. 
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ccssaircnicnl  mlimc  ilii  pitinur  nnlii'  in  «  li;i(iiii  di  ••,  v  iidjnis 
(ï,,3iV   •  •  •  >  (^v,  ?v)}  car  il   pi'iil   Si'   f.ilir   (|n.     t|iicl(Hics-iiiis  des 

cocfficicnls  A,,  A.j Av  soient  nuls,  mais  il  en  reslo  toujours 

V — p  -\-  7  d'arhilraircs. 

II.  Le  cas  où  (juelques-uns  des  pôles  sont  d'oidiv»  mipc'rieiir  an 
premier  est  à  eDUsitlércr  comiuc  cas  limiti-  du  pi/ci'diiii .  Si.  |i;u 
exemple,  /•  des  points  (a,,  [j|),  .  .  .,  (^v,  [jvj  sont  venus  se  con- 
foiulre  en  un  point  (a,  li),  la  fonction  ll(-,  ;/)aura  un  pôle  d'ordre  r 
au  plus  en  ce  |)oint;  au  lieu  de  considérer  les  courhes  adjointes 
qui  j)assenl  par/-  points  dislinels,  il  faudra  considérer  les  courbes 
adjointes  avant  un  contact  tloiilio  /• —  i  avec  la  conrlir  proposée 
au  point  (^a,  'j  ). 

170.  Une  courbe  adjointe  de  dcfj;ré  m  —  li  ne  rcnconlif  la 
courbe  proposée  qu'en  •>./)  —  2  points,  en  dehors  des  points  mul- 
tiples, l'ar  consécpienl,  si  v  est  supérieur  à  2p  —  2,  le  nombre  7 
est  égal  à  zéro  et  la  fonction  R(-,  n)  contient  toujours  v  — p  +  i 
constantes  arbitraires,  quelle  que  soit  la  position  des  pôles  sur  la 
surface  de  Riemann.  Si  v  est  inférieur  ou  égal  à  2/?  —  2,  d'autres 
circonslancrs  peuvent  se  présenter  :   i"  supposons  d'abord 

70  — 1<  V  ^  2/?  —  '2  ; 

il  ne  passe  pas,  en  général,  de  courbe  adjointe  de  degré  m  —  3 
par  ces  V  points,  s'ils  sont  pris  arbitrairement  sur  lacourbc(n"  140). 
Mais,  s'il  en  passe  une  ou  plusieurs,  nous  dirons  que  ces  points 
forment  un  groupe  spécial.  11  existe  toujours  de  pareils  groupes; 
il  suffît,  en  effet,  de  considérer  une  courbe  adjointe  quelconque 
de  degré  m  —  3  et  de  prendre  p  —  i  -\-  h  de  ses  points  d'intersec- 
tion avec  la  courbe  donnée;  2°  soit  y^p  —  i;  par  ces  v  points 
passe,  en  général,  un  faisceau  d'ordre  p  —  v  —  i  de  courbes  ad- 
jointes de  degré  m  —  3.  Mais,  pour  certaines  positions  de  ces 
V  points,  il  peut  se  faire  que  l'ordre  du  faisceau  soit  plus  élevé, 
p  —  V  —  i  -\-  h  par  exemple.  On  dira  encore  que  les  v  points  for- 
ment un  groupe  spécial.  En  résumé,  un  groupe  spécial  est  carac- 
térisé par  ce  fait  que  la  multiplicité  des  courbes  adjointes  d'ordre 
m  —  3  qui  passent  par  les  points  de  ce  groupe  est  d'ordre  plus 
élevé  qu'on  ne  devrait  s'y  attendre  d'après  le  nombre  des  points 
de  ce  groupe.  Il  est  clair,  d'après  cela,  que  v  points  pris  au  hasard 
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sur  une  ci)iiil»c  al^H'briijuc  (v;  'ij)  —  :>)  ne  (onuenl  pas  un  groupe 
spécial. 

KtanI  (InntK'  un  groupe  spécial,  il  existe  toujours  une  fonction 
lalioniullc.  (|iii  n"a(liii(i  que  dcs  pôles  du  premier  ordre,  apparte- 
nant tous  à  ce  groupe.  11  suffit  évidemment  de  supposer  v</?-l- i . 
Si  >=:/>,/?  >>i,  on  a  un  groupe  àc p  points  sur  une  même  courbe 
adjointe  de  degré  m  —  3;  le  nombre  <s  est  au  moins  égal  à  un  et 

—  p  -\-  ij  -{-  i  est  au  moins  égal  à  deux.  Donc  la  fonction  ration- 
j  clic  existe.  De  même,  si  l'on  a  un  groupe  spécial  de  moins  de 
p  points,  le  nombre  o-  est  égal  à  p  —  v  4-  A,  h  étant  un  nombre 
entier  positif,  et  le  nombre  v — p  +  a-  H-  i  est  égal  à  A  H-  i ,  qui 
est  au  moins  égal  à  deux.  Les  fonctions  rationnelles  ainsi  obtenues 
s'appellent  àcs  fonctions  spéciales. 

Inversement,  si  une  fonction  rationnelle  admet  moins  de  p  -\-  i 
pôles,  tous  du  premier  ordre,  ces  pôles  forment  un  groupe  spé- 
cial. En  eflel,  si  cette  fonction  admet/;  pôles  simples,  le  nombre  a- 
doit  au  moins  être  égal  à  l'unité,  et,  par  suite,  ces  p  points  doivent 
être  situés  sur  une  même  courbe  adjointe  de  degré  m  —  3.  Si  la 
fonction  admettait  v  pôles  simples  (v^/»)  ne  formant  pas  un 
groupe  spécial,  on  aurait  (j=p  —  v,  et  la  fonction  rationnelle  dé- 
pendrait de  V — P -h{p  —  v)-f-i  =  i  paramètre  arbitraire;  or, 
nous  avons  remarqué  que  cette  fonction  n'existe  que  si  le  nombre 
des  paramètres  dont  elle  dépend  est  au  moins  égal  à  deux. 

171.  On  doit  à  MM.  Brill  et  Notlier  une  loi  de  réciprocité  ve- 
marquable,  relative  au  cas  oîi  a-  n'est  pas  nul.  Prenons  les  2.p  —  'i 
points  d'intersection  de  la  courbe  donnée  avec  une  courbe  adjointe 
d'ordre  ni  —  3,  et  partageons  ces  points  en  deux  groupes  Gv,  Fv , 
composés  respectivement  de  v  et  de  v'  points  (v  -}- v'=  2/j  —  2). 
Soit  0-  le  nombre  des  courbes  adjointes  linéairement  indépendantes 
d'ordre  ni  —  3  qui  passent  par  les  points  du  groupe  Gv,  et  a-'  le 
nombre  analogue  relatif  à  Fv'.  Soit  encore /(^,  ?<)=  o  l'équa- 
tion de  la  courbe  adjointe  d'ordre  m  —  3  qui  passe  par  Gv  et  Fvs 
et(p(;;,  w)^o  l'équation  générale  des  courbes  adjointes  d'ordre 
ni  —  3  qui  passent  par  Gv;  '^{z,  u)  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène  de  a-  constantes   arbitraires.  La  fonction   rationnelle 

■yr-^ — ■  est  infinie  du  premier  ordre  aux  v'  points  de  Fv'  seulement 
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(on  «-n  (|nel<|ues-nns  <lo  ces  |)»)iiits^  ri  di'pernl  de  t  |i,ir;irnrlr(s  ar- 
hilraires.  On  a  tliinc,  d'aprrs  le  lli»'()r»"'im'  ^«•m'i.il  ilf  liicmanri- 
Rocli, 

v'  —  /)  -+-  7'  -4-  I  ^  ff, 

égalité  qui  subsiste  alors  même  (jnc  t  serait  éf^al  ,'i  un  :  ni  inicr 
vertissant  les  deux  f,M-oii[)es  de  points  dans  le  raisoniiiniriil.  on 
voit  (le  inrnir  (|tn'  l*(»n  a 

•I  —  yj  -f-  7  -r-  I  ^  7' . 

En  ajoiilanl  ces  deux  inéj;alités  nKMnhre  à  nieiid)ie,  il  vient 

V  —  •/—   Xp  -)-  5!  j  (i; 

or  V  4- v' =^  9.p  —  ■>,  et,  par  conséquent,  le  signe  ^  doit  être 
exclu  des  relations  précédentes.  Il  reste  donc  les  deux  égalités 

v' p  -f-  7'-!-  I   =  7, 

V  — />  -4-  7  -H  [  =  7', 

qui  se  réduisent  d  ailleurs  à  une  seule 

v'  —  V  =  2(7  —  7'): 

c'est  la  loi  de  réciprocité  de  Hrill  et  Niithcr. 

17^.  On  peut  se  proposer  de  former  explicitement  l'expression 
de  la  fonction  rationnelle  la  plus  générale  ne  devenant  infinie  du 

premier  ordre  qu'en  v  points  donnés  (a,,  jB,) (x;,  jjy)   ou 

en  quelques-uns  de  ces  points.  Lorsque  ces  v  points  forment 
un  groupe  spécial  Gv,  la  solution  est  contenue  implicitement 
dans  le  paragraphe  précédent.  Ces  v  points  sont  situés  sur  une 
courbe  adjointe  Om-^i  qui  rencontre  encore  la  courbe  donnée 
en  v'  points  formant  un  groupe  T./.  L'équation  générale  des 
courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  passant  par  les  v'  points  de  F,/, 
dépend,  nous  venons  de  le  voir,  de  v  — p  -{-  y  -\-i  paramètres  ar- 
bitraires. Soit  (p(:î,  ?f)=  o  celte  équation  générale  et /(::,  u)  =o 
l'équation  de  la  courbe  particulière  C,„-3  qui  passe  par  les  points 
de  Gv  et  de  T,/.  La  fonction  rationnelle  ^  "'  "    dépend  de 
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conslauU's  cl  no  (Icvieiil  indnicî  du    |iicmlcr  ordvc  (ju'aux    points 

donnés;  c'csl  rcxprcssion  i^M'iu'-raic   dcmandcc. 

On  voit,  d'aprùs  cela,  (pic  lonh'  fonc  lion  spccialc  ll(^,  u)  se  pré- 
scnlc  sous  l'orme  du  (piolicnl  de  de  ii\  |)()lynonics  adjoints  d'ordre 
///  -  3.  \  oici  une  autre  (h'monslralion  très  sini|)lc  de  ce  résultat, 
(pii  est  due  à  M.  Klein.  Etant  donnés  v  points  formant  un  groupe 
spécial,  soii  ()  =  o  l'équation  d'une  courbe  adjointe  d'ordre 
m  —  .'»  jiassant  parées  v  points  et  R(v,  i/)  une  fonction  spéciale  ne 
devenant  infinie  du   premier  ordre  qu'aux  v  points   considérés. 

Linlégrale  /  -^  dz  reste  finie  aux.  v  points  de  ce  groupe,  puisque 

la  courbe  Q  :=  o  passe  par  ces  points;  elle  est  finie  également 
|)()iir  les  points  à  l'infini,  car  la  fraction  \\{z,  u)  reste  finie  en  ces 
points,  et  le  polynôme  Q  est  du  degré  m  —  3.  Cette  intégrale  est 
donc  une  intégrale  de  première  espèce,  et,  par  suite,  le  produit 
QR  est  égal  à  un  autre  polynôme  adjoint  Qi  d'ordre  m  —  3. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  v  pôles  donnés  ne  forment 
pas  un  groupe  spécial;  le  nombre  v  est  plus  grand  que  />,  et  les  v 
points  ne  sont  pas  situés  sur  une  courbe  adjointe  d'ordre  m  —  3. 
Nous  supposerons,  pour  plus  de  netteté,  que  la  courbe  considérée 
n'a  que  des  points  doubles  ordinaires.  Choisissons  pour  u.  un 
nombre  entier  satisfaisant  aux  inégalités 

[ji  >  /«,         [JL  m  >  2  f/  -4-  V, 

et  formons  l'équation  d'une  courbe  de  degré  '^  passant  par  les  d 
points  doubles  de  C  et  par  les  v  points  donnés  (a, ,  |3,),  . . . ,  (a,^,  ,3v)- 
Cette  courbe  C'^  rencontre  la  courbe  donnée  en 

/.•  =  n  m  —  ad  — / 

autres  points  (a-,  [S]).  L'équation  générale  des  courbes  de  degré  {j., 
Cjl,  passant  par  les  d  points  doubles  de  C  et  les  k  points  (a^,  [3') 
dépendra  de 

h  —   — h  I  —  y.  /?^  -h  rf  +  V 

2  ' 

paramètres.  Soit 

o{z,  u)  =  o 

l'équation  générale  des  courbes  Cj^.  et 
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rL>(|uatiou  lie  la  cuuil)i' ji.iilK  iilii'ii-  (!,j_;  la  lunclluii  ralionncllr 

ii'.idiiH't  [iniir  pùlcs([Ui'  l( '^  |Miiiils  (Idiim'-;  mi  (|iitl(|iics-im>.  (rmlic 
eux;  car  clK'  conserve  iim-  \altiic  liiiic  |)iim-  h -^  |i(iiiil>  tloiiMcs  cl 
les  A  points  (a|,  ^j). 

Celle  fonclion  ralionnclle  parait  ((nilciili-  un  inuiil)!»'  de  con- 
stantes arbilraires  supérieur  à  celui  qu*in(Ji(|ue  la  théorie.  Pour 
expli(|uer  ce  paradoxe,  remarquons  (juon  ne  diminue  pas  la  gé- 
néralité cil  rciiipla»  aiit  '^(:,  u)  par 

ç,(c,  u)=o{z,  u)  —  'l(z,  u)F(z,  u), 
•l{z-.  Il)  élanl  un   polynôme  arbitraire  de  degré  a  —  m. 

On  peut  proliler  des \ h  i  coefficicnls  indé- 
terminés dont  dépend  •L(c,  //)  pour  attribuer  une  valeur  déter- 
minée à  un  pareil  nombre  de  coeflicients  de  '^t{:-,  "}■  H  restera 
dans  ce  polynôme 

.u^fi-h  3)        (|Ji— m)(;ji— m -f- 3) 


(m  —  i)(m  — 9.) 


-/)  +v  =  V  — /?  +  ! 


coefficients  arbitraires,  comme  l'indique  la  théorie. 

Berna/que.  —  Le  cas  où  quelques-uns  des  pôles  sei-aicnt 
d'ordre  supérieur  au  premier  est  toujours  à  considérer  comme 
cas  limite  et  se  traiterait  de  la  même  façon.  Au  lieu  de  prendre 
des  courbes  adjointes  passant  par  les  v  pôles  donnés,  on  aurait, 
d'une  façon  plus  générale,  à  prendre  des  courbes  adjointes  ayant 
avec  la  courbe  donnée,  en  des  points  donnés,  des  contacts  d'un 
certain  ordre. 

La  même  méthode  permet  d'obtenir  explicitement  une  fonction 
rationnelle  dont  on  connaît  les  pôles  avec  les  parties  principales 
correspondantes.  Si  l'on  a  formé  l'expression  générale  des  fonc- 
tions rationnelles  admettant  les  pôles  donnés,  cette  expression 
contient  un  certain  nombre  de  constantes  arbitraires.  En  écrivant 
que  les  coefficients  des  parties  principales   ont  des  valeurs  don- 
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ik'c-.  <hi  .1  iiii  ccrlaiii  noinhrc  (l\'qualions  linéaires  pcrmcllanl 
(le  (li'h  riiiiiur  ces  conslanles.  On  opérerait  de  la  même  façon 
pour  oljlciiirunc  fonction  rationnelle,  dont  on  suppose  connus  à 
l'avance  les  pôles  et  les  zéros. 

173.   Toulc    lonclioii    ralionnellc    \\{:-,  if)   admettant   v  pôles 

si  milles  se  présente,   d'après  ce  qui  précède,  sous    la  forme  sui- 

\;int.' 

o(z,  u) 


niz,u)  = 


/(--,«)■ 


o( :■,  u)  et  /(:;,  //)  élant  deux  polynômes  du  même  degré-,  tous 
les  points  communs  aux  deux  courbes  F  =  o,  /=  o,  sauf  les  v 
pôles  donnés,  appartiennent  aussi  à  la  courbe  o  =  o.  Il  suit  de 
là  que  le  faisceau  de  courbes 

-^-i-  X'^  =  o 

rencontre  la  courbe  donnée  en  v  points  seulement  variables  avec  A, 
ce  groupe  de  v  points  venant  se  confondre  avec  le  groupe  des  v 
pôles  pour  ).  =  o.  Inversement,  d'un  faisceau  de  courbes  rencon- 
trant la  courbe  donnée  en  [j.  points  variables  seulement,  on  déduit 
une  fonction  rationnelle  devenant  infinie  du  premier  ordre  en  tji. 
points  seulement. 

On  a  vu  qu'il  n'existait  pas  de  fonction  rationnelle  admettant 
moins  de  />  +  i  pôles  simples,  si  ces  pôles  sont  pris  arbitraire- 
ment. Far  conséquent,  s'il  existe  un  faisceau  de  courbes  rencon- 
trant la  courbe  donnée  en  v  points  variables  seulement,  l'un  de 
ces  groupes  de  v  points  pouvant  être  choisi  arbitrairement,  v  est 
au  moins  égal  à /? -h  i .  Nous  retrouvons  une  proposition  déjà 
établie  directement  (n°  139). 

174.  Soit  F(:;,  w)  =  o  l'équation  d'une  courbe  de  genre  supé- 
rieur à  zéro;  il  ne  peut  exister  pour  cette  courbe  de  fonction  ration- 
nelle de  ::  et  de  u,  admettant  un  seul  pôle  du  premier  ordre.  En 
efiel.  s'il  existait  une  pareille  fonction  ç  r:=  'f{^,  «),  à  toute  valeur 
de  ç  correspondrait  un  seul  point  analytique  (z,  u)  et  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  considérée  seraient  des  fonctions 
rationnelles  du  paramètre  ç.  Ceci  prouve,  soit  dit  en  passant,  que 
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les  courbes  adjointes  tronirc  m  —  i  n'ont,  en  drliors  dis  points 
MiullipU's,  aucun  point  fixe  commun  avec  la  courbe.  En  ellcl,  si 
l'on  av. lit  pour  un  point  (a.  |j  )  de  celle  courbe 

Q.(3,  ?)  =  Qî(ï,  ?;=•••  =  Q/>(a,?)  =  o, 

l'intégrale  normale  de  seconde  espèce  Z(c,  //;  a,  [i)  aurait  toutes 
ses  périodes  nulles;  elle  serait  donc  égale  à  une  fonction  ration- 
nelle de  z  el  de  ;/,  avant  un  seul  pôle  du  premier  ordre. 

11  suit  lie  là  que,  pour  une  courbe  donnée,  le  nombre  des  pôles 
d'une  fonction  lalionnelle  (tous  ces  pôles  <'taiil  >nppos(''s  du  |»rc- 
mier  ordre  )  ne  |)tMil  descendre  au-dessous  d'un  certain  inininiiirn. 
CiC  nombre  ininininni  /",  qui  se  conserve  évideniinenl  diiiis  lonic 
transformation  birationnelle,  paraît  devoir  jouer  un  rôle  impor- 
tant dans  la  tbéorie  des  courbes  algébriques.  On  peut  encore 
(n"  173)  le  délinir  comme  le  nombre  minimum  de  points  d'inter- 
section variables  de  la  courbe  donnée  avec  les  courbes  d'un  fais- 
ceau. Le  nombre  /' se  présente  aussi  quand  on  chercbc,  parmi  les 
différentes  relations  algébriques  de  même  classe  qu'une  relation 
donnée,  celle  qui  est  du  plus  petit  degré  possible  par  rapport  à 
une  des  variables.  Soit 

(6)  'I.(Z,  U)  =  o 

une  équation  algébrique  se  déduisant  de  la  relation  F(;,  ;<)  =  o, 
au  mojen  des  formules  de  transformation 

,;)  Z^f(z,u),         V=o(z,u): 

chacune  des  fonctions /(:;,  m),  '-^{z,  u)  admet  au  moins  /•  infinis, 
et,  par  conséquent  (n"  119),  la  relation  (6)  est  au  moins  du 
degré  /■  par  rapport  à  chacune  des  variables. 

Inversement,  supposons  que  la  fonction  rationnelle/ (c,  w) 
ait  /•  pôles  du  premier  ordre  (a,,  |î,),  .  .  . ,  (a^,  jS^);  prenons  pour 
■s.{z,  u)  une  fonction  rationnelle  ajant  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  commun  avec/(r,  u),  par  exemple  le  point  (a,,  {3,  ).  Les 
formules  (7)  définissent  bien  une  transformation  birationnelle, 
car  la  courbe  transformée  (6)  a  une  direction  asymptotique 
non  parallèle  aux  axes  de  coordonnées;  au  point  à  l'infini  dans 
cette  direction  ne  correspond  qu'un  point  unique  de  la  courbe 
A.  ET  G.  20 
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piimilivc,  le  point  (a,,  ,3,).  D'uillciirs,  la  nouvelle  ('qualion  (6) 

csl  bien  de  degré  /•  par  rapport  à  U. 

Examinons  les  cas  les  plus  simples.  Si/>=  i,  il  existe  toujours 
une  fonction  rationnelle  admettant  deux  pôles  simples,  pris  d'une 
façon  arbitraire;  donc  r  ^=  i.  Si  /?  =  p.,  on  a  encore  /•  =  o.  ;  en 
elToJ,  soient  (^i  et  Qo  deux  polynômes  adjoints  distincts  d'ordre 

m  —  3.  Le  «piotlent  ^  n'admet  que  deux  pôles  du  premier  ordre. 

D'iiiio  manière  générale,  lorsque  p  est  supérieur  à  un,  /■  est  au 
plus  égal  à  /?;  car,  si  l'on  considère  deux  courbes  adjointes 
d'ordre  m  — 3,  Q,  z=  o,  Qo  =  o,  ayant,  avec  la  courbe  proposée, 
p  —  -2  points  communs  en  dehors  des  points  doubles,  le  quotient 

^  a  au  plus/?  pôles  du  premier  ordre.  Lorsque  p  est  plus  grand 

que  3,  on  peut  encore  trouver  pour /•  une  limite  inférieure,  comme 
on  le  verra  plus  loin.  Mais,  pour/?  =  3,  on  peut  avoir  /•  =  2,  ou 
/•  =  3.  U  est  facile  de  donner  des  exemples  des  deux  cas.  Ainsi, 
une  courbe  du  cinquième  degré  avec  un  point  triple  est  du  genre  3 
(n°  129);  une  droite  passant  par  le  point  triple  rencontre  la 
courbe  en  deux  points  variables  seulement,  /•  1=  2.  Une  courbe 
du  quatrième  degré  sans  point  double  est  encore  du  genre  3, 
mais  ici  on  a  r  =  3.  En  effet,  s'il  y  avait  une  fonction  rationnelle 
admettant  seulement  deux  pôles  du  premier  ordre  (a,  ^i),  (a',  Tj'), 
on  devrait  avoir  pour  ce  groupe  de  deux  points  s- =  2,  c'est-à-dire 
qu'il  v  aurai  t  une  i nfinité  de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  passan  t 
parées  deux  points;  or  ces  courbes  adjointes  sont  des  lignes  droites. 

'17o.  Après  ces  généralités,  considérons  en  particulier  les 
courbes  algébriques  pour  lesquelles  ;-=2.  Soient  (a,,^3,)  et 
(ao,  ^2)  les  deux  pôles  du  premier  ordre  d'une  fonction  ration- 
nelle R(:;,  u)j  qui  n'admet  pas  d'autres  pôles  que  ces  deux-là.  Ces 
deux  points  (a,,  p,  )  et  (a^,  l^o)  doivent  former  un  groupe  spécial, 
c'est-à-dire  que  les  deux  équations 

>.iQi(a„pi)-...+  ).;,Q;.(a„  ?,)  =  o, 

doivent  se  réduire  à  une  seule.  On  a  donc 

Ql(a-2,  P2)  _       ^  ^p(^^.,  h) . 
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en  lan;,':)j;e  f;ot)iii.'lric|iii-,  cela  sij^nifie  fiuc  loiilcs  les  courhcs  ad- 
jointes d'ordre  m  — .i  qui  passent  ();ir  le  |ii)iiii  (-/,,  j,  )  noiiI 
passer  par  un  second  point  Hxc  {y.-,,  ';j-,).  Or,  le  point  (-/,,  ^j,;  peni 
ôlre  pris  arhitrairoincnl,  j)tiis(nie  c'est  un  des  deux  points  d'inter- 
section  variables  de  la  courho  donnée  avec  les  romlxs  d'un  fais- 
ceau. Les  eourhes  considérées  jouissent  doue  di-  l;i  piopili'ié  sui- 
vante : 

Toutes  les  eourhes  adjoiiiles  d'n/f/re  m  —  .>  y'"  /)t/sse/it pr/r 
un  point  <pielcontpie  de  la  courhf  donnre  ro/il  passer  pur 
un  second  point  fixe  de  cette  courbe  ('). 

Inversement,  si  une  courbe  C  possède  cette  propri('lé,  prenons, 
surC,  p —  3  points  fixes  arbitraires.  Les  courbes  adjointes  d'ordre 
m  —  .')  qui  passent  par  ces /> —  y,  points  fixes  vont  passer  par 
p  —  2  autres  points  fixes  de  C;  le  faisceau  de  ces  courbes  ren- 
contre donc  la  courbe  C  en  deux  points  variables  seulement.  Soit 

(8)  /-+-À'f  =  o 

réf[uation  de  ce  faisceau;  les  coordonnées  des  deux  points  d'in- 
tersection variables  s'obtiennent  par  la  résolution  d'une  équation 
du  second  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels  en  )..  On  a 
donc,  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  C,  les  expressions  sui- 
vantes 

I  .-  =  A  4-  B  v/lM)7), 

(9)  1  , 

(  11=  c  +  d/r()o, 

R().)  étant  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée  et  A,  B,  C,  D 
des  fonctions  rationnelles  de  \.  Inversement,  des  formules  (8) 
et  (9)  on  tire,  pour  ).  et  y/R(À),  des  fonctions  rationnelles  de  z  et 
de  «/,  de  sorte  que  la  relation  algébrique  considérée  peut  être  ra- 
menée, par  une  transformation  birationnelle,  à  la  relation  bypcr- 
elliptique 

(10)  f^  =  \K(l). 


(')  Toutes  les  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  passant  par  un  point  donné 
(a,  P)  ne  peuvent  passer  par  plus  d'un  autre  point  fixe  de  C,  en  dehors  des 
points  doubles.  Autrement,  une  courbe  adjointe  d'ordre  ni — 3,  qui  serait  assu- 
jettie à  passer  par/?  —  i  points  de  C  aurait  plus  de  np  —  2  points  communs  avec 
C,  en  dehors  des  points  doubles. 
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Par  o\l(Misi(in,  on  appelle  rourhcs  hypcrcAUpùqacs  toutes  les 
rouilles  pour  l(S(pielles  /•  ^=  >.. 

|.,s  puini-,  «riiiic  (-(nirbc  hypcrellipliquc  se  correspondent  deux 
,1  <liii\  p. Il-  une  traiisfornialion  birationnclle.  Si  l'on  considère,  en 
,(]'.l.  deux  points  (a,,  fi,),  (a.,  fio)  formant  un  groupe  spécial,  il 
est  clair  ipic  les  coordonnées  du  point  (a^,  |j;.)  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  coordonnées  du  point  (a,,  [i,)  et  inversement. 
\)<^\^Q^  pour  une  courbe  hyperelliplique  quelconque,  il  existe 
une  transformation  birationnelle  involulive  qui  change  celte 
courbe  en  elle-même .  Mais  cette  propriété  n'est  nullement  carac- 
téristique. Elle  appartient  évidemment  à  toute  courbe  possédant 
un  axe  ou  un  centre  de  symétrie,  par  exemple  à  une  courbe  du 
quatrième  degré  ayant  un  axe  de  symétrie.  Or,  si  cette  courbe 
n'a  pas  de  point  double,  elle  n'est  jamais  de  l'espèce  liyperellip- 
tique  (n°  17i). 

On  emploie  quelquefois,  pour  l'étude  des  relations  algébriques 
hyperelliptiques,  une  autre  forme  normale  que  celle  qui  nous  a 
servi  dans  les  premiers  Chapitres.  L'équation  d'une  courbe  hyper- 
elliplique ayant  été  ramenée,  par  une  transformation  birationnelle, 
à  la  forme 

(II)  «'2  =  P(.-)Q(^), 

où  P(:;)  et  Q(^)  sont  deux  polynômes  sans  facteur  commun,  ni 
lacteur  multiple,  le  premier  de  degré  p  -\-  i  ou/?  -f-  2,  le  second 
de  degré  /;,  la  transformation  birationnelle 

z^z.,         »  =  «'Q(V) 
conduit  à  une  nouvelle  courbe  de  degré/?  --}-  2 

qui  présente  un  point  multi])le  d'ordre  p  à  l'infini  sur  Taxe  Ow'; 
les  tangentes  en  ce  point  multiple  sont  toutes  distinctes  et  cha- 
cune d'elles  est  une  tangente  d'inflexion.  Inversement,  toute 
courbe  de  degré  p  -\-  1  possédant  un  seul  point  multiple  d'ordre/? 
à  tangentes  distinctes  est  une  courbe  hyperelliptique  de  genre  /j. 
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c;tr   1111    |i;inil   |ioiiit  siiij^iilivr  «(jiiiN  .ml    li-—'- poiiils   dniilili's 

ordinairos,  cl  l\)ii  a 

pip  -^i)  _  p(p  —  i)  _ 

■>.  'A 

il'ailleiirs,  une  didilc  |i.i>^:iiit  pur  le  |iniiil  miilli|ile  icnconli  r  l.i 
courbe  en  deux  poiiils  \ari;ililrs  st-iiIciiK  ni .  I  )(iiic,  //  tuutr  <<ttirh<- 
de  respùce  hyi>rrellij>ti(fuc,  de  i^cnrc  p^  on  peut  juive  eorres- 
pondre,  par  une  transformation  birationnelle,  une  courbe  de 
degré  p+2  a^cc  un  point  nuiltiple  d'ordre  p  à  tangentes 
distinctes. 

Les  courbos  adjoinlrs  dnitlri-  ///  —  '>  soiii  ici  des  courbes  de 
degré  p  —  i  avaul  un  point  nuillipk'  dordix'  /;  —  i .  Elles  se  dé- 
composent donc  en  un  svsU-nio  de  // —  i  lii;no.s  droites  passant 
par  le  point  multiple.  Il  est  évident  ^éomélrirpiement  que  toute 
courbe  adjointe  passant  par  un  point  fixe  de  la  courbe  va  passer 
par  un  second  point  fixe. 

176.  Comme  application,  proposons-nous  d'appliquer  à  une 
courbe  de  cette  espèce  le  théorème  de  Riemann-Roch,  c'est-à-dire 
de  chercher  l'expression  générale  dune  fonction  rationnelle  de 
(:;,  u)  qui  devient  infinie  du  premier  ordre  en  v  points  simples 
(a,,  |i,),  ...,(av,  |jv)-  Soit  C  la  courbe  considérée  de  degré 
/> -h  ■>.,  O  le  point  multiple  d'ordre  p.  On  a  deux  cas  à  consi- 
dérer : 

i"  Parmi  les  v  points  donnés,  il  n'y  en  a  pas  deux  en  ligne  droite 
avec  le  point  O.  Ces  v  points  ne  forment  pas  un  groupe  spécial; 
pour  qu'il  existe  une  fonction  rationnelle  répondant  à  la  question, 
il  faut  que  v  soit  au  moins  égal  à  />  -f- 1,  et  le  nombre  des  para- 
mètres dont  dépend  cette  fonction  est  égal  à  v — /?  H-  i.  Nous 
avons  traité  ce  problème  sous  une  autre  forme  au  Chapitre  I. 

2"  Les  V  points  donnés  se  partagent  en  deux  groupes  de  au 
points  et  de  p  points  respectivement.  Les  aij.  points  du  premiei 
groupe  (a, ,  1^,  ),  .  .  . ,  (a^,,  ^^)  ;  (a', ,  ^;  ),  .  .  . ,  (a;,,  p;,)  sont  deux 
à  deux  en  ligne  droite  avec  le  point  O.  Il  en  est  ainsi  des  points 
(a,-,  pi)  et  (a-,  [B-).  Parmi  les  p  points  (y,,  o,),  ...,  (yp,  Op)  du 
second  groupe,  il  n'j  en  pas  deux  en  ligne  droite  avec  le  point  O. 
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On  |>piil  fonnrr  iin(>  fonclioii  nilloiincllc  de  {:•,  if)  n'adnicUaril 
<liic  Ic.  (l,Mi\  infinis  simples  (a/,  |i/),  (a],  fi,);  so\l  J)(z,  /^)  une  pa- 
reille Innelion  (pii  'ser;!.  j)ar  excni|»le,  une  fraclion  .simi)lc  Iclle 
({lie 


si  récpialioii  de  la  courbe  liy|)erellipliquc  csl  de  la  forme  (12). 
Soil  <!>(:;,  u)  une  fonction  rationnelle  n'admettant  que  les  2u+  p 
pôles  du  premier  ordre  (a/,  [3,),  (a),  f^]),  (ya-,  (^a);  on  peut  toujours 
trouver  des  coefficients  constants  ).,,  ).2i  •  •  •?  ^A  lels  que  la  diffé- 
rence 

.1.(^,  u)-  À,/i  (^,  «)  -•  •  .-  ÀiJ./i;/^,  ") 

reste  finie  aux  points  (a,,  jS',  ),  ...,  (a^;,,  [ij,).  Cette  différence  se  ré- 
duit donc  à  une  fonction  rationnelle  W{z,  u)  infinie  du  premier 
ordre  aux  [x -h  0  points  (a,,  [i,),  ...,  (aj^,  ^!j.),(Yi,  ^i),  •••:  (Tp,  5p) 
seulement.  Nous  sommes  donc  ramenés  au  cas  précédent. 

Remairjue.  —  Si  Ton  a  jj. -f- p  </>  +  i ,  il  n'existe  pas  de 
fonction  rationnelle  ^'(^?  ^^)  n'admettant  que  les  |J- +  p  pôles  du 
premier  ordre  (a,,  ,3,),  ...,  [y.^,  [ip.),  (y,,  S,),  ...,  (yp,  Op),  et,  par 
conséquent,  la  fonction  rationnelle  0(j,  u)  a  pour  expression 
générale 

On  voit  qu'elle  n'admet  pour  pôles  du  premier  ordre  que 
quelques-uns  des  2  ijl  H-  p  points  donnés  ;  on  remarquera  toutefois 
que  le  nombre  des  paramètres  dont  dépend  cette  fonction  est  bien 
égal  au  nombre  donné  par  la  formule  de  Riemann-Roch  ;  on  a,  en 
effet,  dans  ce  cas  particulier, 

cr=/?  — (;x-f-p) 
et,  par  suite, 

2ji.-V-p  — /JH-cr-^i  =  [Ji-t-i. 

177.  Etant  données  deux  courbes  hyperelliptiques  du  même 
genre /)^i,  on  peut  se  proposer  de  rechercher  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  deux  courbes  appartiennent 
à  la  même  classe,  c'est-à-dire  pour  qu'on  puisse  passer  de  l'une  à 
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l'aulre  par  une  Iraiisformalion  liiiatii»iiiiill»'.  SnitC  une  (oiirlio 
livpcrellipticjuc  ;  .sii|)|)OSOiis  (jiii  rmi  ail  exprimé  dr  tl<ii\  f.irniis 
diirércnlcs  les  coortloniirrs  (l'un  jMiitil  de  celle  courlx-  ati  iimyon 
d'un  paranirlro  cl  de  la  racine  carrce  d'un  polynitme,  dr  iclle 
façon  qu'à  un  poinl  corresponde  une  seule  valeur  du  paraniclre. 
On  aura  à  la  fois 

(i3)    z  =  \  -+-B   v/K(X),         h  =  C  -t- D  /KcT),        X  =  cp(5,  a) 
el 

(i4)     5  =  A,^  Bi/MfÔ,       m  =  C,-+-  D,v/K,([x),       [x=ç,(5,  m). 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ).,  A,,  B,,  C,,  D, 
des  fonctions  rationnelles  de  a,  B()>)  el  B|(!J-)  deux  polynômes 
de  degré  2/> -H  i  ou  2/?  4-2.  Cherchons  la  relation  qui  existe 
enlrc  les  valeurs  des  paramètres  À  el  [i.  qui  correspondent  à  un 
tuénif  point  de  cette  courbe.  Remarquons  pour  cela  qu'à  une  va- 
leur de  '/.=^'ç,(z,ii)  correspondent  deux  points  seulement;  la 
fonction  rationnelle  o(z^it),  ayant  deux  infinis  seulement,  esl  une 
(onction  spéciale,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

Q,  et  Qo  étant  deux  polynômes  adjoints  d'ordre  m  — 3  (n"  172). 
De  même  a  =  •}(::,  u)  esl  égale  à 

'  Q3(-S,") 

Qs  et  Q4  étant  aussi  deux  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  ?). 
Soient   (a,  |i)  et  (a',  [i')  deux  points  correspondant  à  une  même 

valeur  Aq  tle  A  ;  la  fonction  rationnelle  v — c-  n'admet  que  les  deux 

A  —  Aq 

pôles  du  premier  ordre  (a,  |j)  et  (a',  |i').  Ces  points  sont  donc 
deux  points  associés  de  la  courbe,  c'est-à-dire  que  toute  courbe 
adjointe  d'ordre  m  —  3  qui  passe  par  un  de  ces  points  passe  aussi 
j)ar  le  second.  On  a,  en  particulier. 
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et,  par  suilr,  ji.  irprcnd  lii  un'iuv  vulrur  en  ces  deux  points.  Ainsi 
à  une  valeur  de  ).  correspond  une  seule  valeur  de  p.;  il  est  clair 
que  la  réciproque  est  vraie,  pour  la  même  raison.  On  a  donc  entre 
)>  cl  ;jL  une  relation  homographique 

a '/.[x  -h  ùX  -h  c [j.  -h  d  =  o , 

et  l'on  passe  des  formules  (i3)  aux  formules  (i4)  par  la  substitu- 
tion linéaire 


(•5)  ^>=-„,^_„ 

Or,  après  cette  substitution,  les  invariants  absolus  de  la  forme 
binaire  A'^^^-R(  y-'  j  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  forme  binaire 

La  réponse  à  la  question  posée  est  maintenant  bien  facile. 
Etant  données  deux  courbes  byperelliptiques  de  même  genre  G, 
C,  supposons  les  coordonnées  d'un  point  de  G  exprimées  en 
fonctions  rationnelles  de  A  et  de  y/R(A),  de  façon  qu'à  un  point 
ne  corresponde  qu'une  valeur  de  À;  supposons  de  même  les  coor- 
données d'un  point  de  G' exprimées  par  des  fonctions  rationnelles 
de  |JL  et  de  ^R,  (a),  de  façon  qu'à  un  point  de  C'  ne  corresponde 
qu'une  valeur  de  [a.  Pour  que  les  deux  courbes  G  et  G'  appartien- 
nent à  la  même  classe,  il  est  nécessaire,  d'après  ce  qui  précède, 
que  les  iinariants  absolus  des  deux  formes 

soient  les  mêmes. 

Ges  conditions  nécessaires  sont  suffisantes.  En  effet,  on  peut 
remplacer  les  courbes  G  et  G'  par  les  courbes 

qui  correspondent  respectivement  aux  deux  courbes  G,  G'.  Si  les 
invariants  absolus  sont  égaux,  on  peut  trouver  une  substitution 
linéaire  telle  que  l'on  ait 
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on  passe  alors  do  la  |iniiiii'  ic  cuiirlir  à  la  scroiulc  par  la  Iransfoi- 
mati(.)ii 


qui  csl  c\iil(iiiiii<'iit  hirationiicllc. 

Une  fonnc  hiiiaiio  d»;  clr<;ré  :>/>  -f-  2  possède  2/>  —  i  iii\aiianl -. 
al)Soliis;  il  v  a  donc  rf.p  —  i  conditions  pour  que  deux  couihes 
hvperellipli(|ucs  de  genre  y/  a|)|)arliennenl  à  la  même  classe.  On 
exprime  ceci  en  disanl  qu'w/îc  classe  de  courhcs  hypcrcUij)- 
liques  de  genre p  possède  -xp  —  i  modules. 

Il  résulte  aussi  du  raisonnement  précédent  (pic,  si  imc  couilx; 
hypcrelliplique  se  change  en  elle-même  jiar  im<"  liaiiNrorinaiioii 
biralionnelle,    le    paramétre   ).    suhil    une    sultslitulioii     liiM-aire 

X'=  —^ -.-  Il   faudra  tlonc  rpie  les  racines  du  polynôme  II  (À) 

s'échangent  entre  elles  au  mojen  de  la  substitution  précédente; 
il  est  clair  qu'il  n'existe  jamais  qu'un  nombre  fini  de  substitutions 
jouissant  de  cette  propriété. 

178.   La  même  méthode  ne  s'applique  plus  lorsque/»  =  i . 
Soient  C  et  C  deux  courbes  du  premier  genre;  supposons-les 
ramenées  à  la  forme  normale 

p2  =  R(X),  tv2  =  R,(;jL), 

R(a)  et  R|(!Jt)  étant  deux  polynômes  du  quatrième  degré.  Si  ces 
deux  courbes  se  correspondent  point  par  point  d'une  façon  iini- 
voque,  la  relation  algébrique  entre  les  valeurs  de  ).  et  de  a,  qui 
donnent  deux  points  correspondants  sur  les  deux  courbes,  est 
évidemment  du  second  degré  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables, 

X2(  A  !jl2  -f-  B  ijL  -(-  C)  -*-  X (A,  iji2  +  B,  [jL  4-  Cl)  +  A,  ;x2  ^B,\x  +  C.  =  o. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  \  qui  correspondent  à  une  même 
valeur  de  a  soient  égales,  il  faut  que  les  deux  points  de  ('/  que 
fournit  cette  valeur  de  pi  viennent  se  confondre,  c'est-à-dire  que  [j. 
vérifie  l'équation  R,  (  ul)  =  o.  On  a  donc 

R, ( fji)  =  (A,  .u2  +  Bi  |JL  -h  Cl)-  —  /,( A  jji2  +  B  ;ji  -H  G)  (As ;ji2  +  B2  [i.  -4-  C,), 


3in  cil  A  puni:  VIII. 

;i  un  fadeur  conslanl  près.  Uii  a  de  intiiic 

H  (  A  )  rrr  (  n  ).2  -+-  H,  ;H-  Bj  )2  —  4  C  A  À*  -+-  A,  X  -+-  A2  )  (  C  X2  +  C,  )>  -T-  C2  ), 

à  un  laclcur  conslanl  près.  Or,  il  a  clé  dcmonlré  plus  haul  (n"  132) 
(pic  les  deux  polynômes  H(À)  et  Ri(lJ^)  ont  même  invariant  ab- 
solu. La  conclusion  est  analogue  à  celle  de  tout  à  l'heure;  une 
courbe  du  premier  genre  possède  un  seul  module,  qui  est  l'inva- 
riant absolu  de  la  forme  biquadraticpie  A^IU  r^j- 

170.  On  obtient  une  autre  expression  d  une  fonction  ration- 
nelle R(c,  u)  au  moyen  des  zéros  et  des  pôles  de  cette  fonction. 
Soient 

les  fj  pôles  et 

les  q  zéros,  chacun  de  ces  points  étant  compté  autant  de  fois  qu'il 
y  a  d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité. 
L'intégrale  abélienne 


.ogR(..„)=/f 


admet  les  2q  points  critiques  logarithmiques  (a/,  ^/),  (a^.,  'ç>\)  et 
n'a  aucun  autre  point  singulier.  Dans  le  domaine  d'un  pôle  (a),  ^j) 
d'ordre  A/,  cette  intégrale  est  de  la  forme 

-/e,log(s-a,)  +  P(^-a,), 

z  —  a/  devant  cire  remplacé  par  {z  —  a/)''  si  le  point  (a/,  ^3^)  est 

un  point  de  ramification  d'ordre  /'  —  i ,  et  ::  —  x  par  -•  De  même, 

dans  le  domaine  d'un  zéro,  d'ordre  hk^  (a/;,  Jja),  l'intégrale  est  de 
la  forme 

L'intégrale  abélienne 
OÙ  n[|'.'îi|  est  l'intégrale   normale   de  troisième   espèce,   n'admet 
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plus  de  points  sinj^'ulicrs  ;  l'ot  donc  une  inlcj;ral(.'  Av  |irfnii«rf 
t'spocc 

et  Ton  en  drilnit 

>.,«v, -t- ...-♦- A,,U'„-t-     i     '1,-'   o'. 

(if.)  ï\^z,,n--Cc  '  '    '■  '    '='-P'' 

II',,  tfo,  .  .  .  ,  (v^,  (•l;iiil  les  inli'^M'alos  norniidcs. 

Lorsque  le  ilniiiin  décrit  par  le  poinl  ;in;ilvli(|ne  (c.  //)  traverse 
une  des  coupures,  le  second  membre  est  multiplié  par  un  certain 
facteur.  Comme  le  premier  membre  est  une  fonction  uniforme,  il 
nous  faut  écrire  que  tous  ces  multiplicateurs  se  réduisent  à  l'unité. 
Quand  on  traverse  une  coupure  «a,  la  fonction  qui  fif^urc  en  expo- 
sant augmente  de  2t:/).a,  et  le  second  membre  est  multiplié  par 
r^'iî'A;  ).,,  /.2,  ...,  A^  doivent  par  conséquent  être    des  nombres 

entiers 

).,  =  //{,,         ....         X,-  =  oî,-,         . .  .  ,         Xp  =  ni/,. 


et  K(r,  u)  est  de  la  forme 


\Mz.ii)  =  Ce 


f  '^1' 


-^S,^'^'..?y 


Lorsque  la  variable  traverse  la  coupure  b/,,  \\{z,  a)  est  multi- 
plié par 

y 

e  '-1 

Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

(  1 8  )    2^Wk{  a-,  ?;  )  —  ^  w,,  (  2,-,  p/  )  =  o  w ,  ^,/.,  -f- . . ,  4-  2  nip  bkp  4-  2  «/,  i- 

(A-  =  i,'2,  ...  ,/?), 

/?A  étant  un  autre  nombre  entier.  Dans  les  premiers  membres  de 
ces  relations,  les  intégrales  w^  sont  toujours  supposées  prises  sui- 
vant des  chemins  qui  ne  rencontrent  pas  les  coupures.  Récipro- 
quement, si  l'on  peut  trouver  des  nombres  entiers  wïj,  ... ,  m^, 
n,,...,np  vérifiant  les  relations  précédentes  (i8),  la  fraction 
R(c,  II)  représentée  par  la  formule  (17)  présente  bien  tous  les 
caractères  d'une  fonction  rationnelle  admettant  les  q  pôles  (a],  ^'.) 
et  les  q  zéros  (a,-,  ^i).   Les  relations  (18)  expriment  donc  les  con- 


^if)  m  A  PI  m  i;   viii. 

(lilions   nc«.-cs>aircs   cl   siiriisaiilcs   pour  (|iril  oxislo  une  fonclion 

rationnelle  admcllaiil  les  y  |»ùlo.s  cl  les  q  zéros  donnes. 

Ces  relalions  pcnvenl  s'écrire  sons  une  forme  plus  générale. 
Soit  i\'  nue  iiiN'-ralc  (|iiclc()n(|nc  tic  première  espèce  et  (Oi, 
(Oo (o.^  SCS  -xp  lu'riodcs  ;  il   faudra  que  l'on  ail 


y  «'(a;-,p;)  — Y  <v(a/,p/)  =  M,w,  -4-  î\I,W2-^.  .  .  + 


Mo,,(0.3, 


M,,  Mo Mo;,  étant  des  nombres  entiers,  qui  sont  les  mêmes 

pour  toutes  les  intégrales,  les  chemins  suivis  par  la  variable  res- 
tant aussi  les  mêmes  pour  les  intégrales  qui  figurent  dans  le  pre- 
mier membre.  On  écrit  ces  relations  sous  une  forme  plus  con- 
densée 


09)  2'''^"'' "^"2 


"•(^/,;^/'- 
i--\ 


Par  conséquent,  la  somme  des  valeurs  dune  intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce  pour  les  zéros  d'une  fonclion 
rationnelle  ne  diffère  de  la  somme  des  valeurs  de  la  même 
intégrale  pour  les  pôles  que  d'une  somme  de  multiples  des 
périodes. 

C'est,  comme  on  le  verra  plus  loin,  une  des  formes  qu'on  peut 
donner  à  un  cas  particulier  du  théorème  d'Abel. 

Les  conditions  précédentes  sont  au  nombre  de  p  ;  elles  expri- 
ment d'ailleurs  toutes  les  relations  entre  les  zéros  et  les  infinis 
d'une  fonction  rationnelle,  puisque,  si  elles  sont  vérifiées,  on 
peut  former  une  fonclion  rationnelle  admettant  les  zéros  et  les 
infinis  donnés.  Ces  relalions  se  présentent  sous  une  forme  trans- 
cendante, quoiqu'elles  soient  en  réalité  algébriques.  Imaginons, 
en  effet,  qu'on  ait  formé  l'expression  générale  des  fonctions  ra- 
tionnelles qui  admettent  les  q  pôles  (a^,  '^■);  cette  expression  est 
une  fonction  linéaire  et  homogène  d'un  certain  nombre  de  coeffi- 
cients arbitraires.  Il  faudra  qu'on  puisse  disposer  de  ces  coeffi- 
cients de  façon  que  la  fonction  admette  les  q  zéros  (a/,  fji)  ; 
ces  conditions  s'expriment  évidemment  par  des  relations  algé- 
briques entre  les  o-q  points  donnés.   On  a  là  un  exemple  remar- 
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i|ii.il)lc  <l(-  rrl.iliDiis  Ir.iii^ciiitl.iiitts  l'ijuis  ;ilriii('>  à  (Il-s  rrlatiofis 
alj,'t''l»ii»|ucs.  Si /^  =  o,  le  lln-orùmc  ne  nous  donne  rien.  On  ncul 
prendre  aihilraireinenl  les  /.éros  cl   les  infinis.   Il  est   faeile  df  le 

vérilier,    e.ii-    r    et    //    >"e\|)rifnrril    pur    dis    f lion-   r;il  ionncllcs 

d'nn  parainèlre  /,  el  on  e>l  eondnil  à  l'orniei-  une  lonclinti  ration- 
nelle lie  /.  connaissant  ses  pôles  el  ses  zéros.  Si  /^  =  i ,  on  a  une 
seule  relalion  entre  les  /t'ros  el  les  infinis.  Celle  relation  est 
d'ailleurs  ('(juisalenle  au  lliéorèmc  de  Lionville  sur  les  zéros  el 
le>  inliiiis  dune  fonction  tloulticrnent  [t('riodi(|uc. 

ISO.  Les  lli('(»rènios  j;énérau\  sur  les  fondions  uniCorines  d'une 
varialiie  s"«''lendenl  aux  foncli(jns  uniformes  d'un  point  analy- 
tique (').  .Nous  allons  nionlrcr  comment  on  peut  (oinier  l'expres- 
sion •générale  d'une  fonction  uniforme  n'ayant  qu'un  nombre  fini 
<lc  points  sin|2[uliers  sur  toute  la  surface  de  lliemann.  Pour  plus 
de  sim|)lieité,  supposons  que  ces  points  singuliers  sont  à  distance 
finie  et  distincts  des  points  de  ramification.  Soient  (a,,  jj,),  .  .  ., 
(a„,  [j„)  les  n  points  singuliers,  'l>{:-,  i()  la  fonction  uniforme  con- 
sidérée et 

A'/'  A',''  Ai/' 

z  —  ii      {z  —  <x,y-  i^  —  y-i)' 

la  partie  principale  de  <I>(^,  u)  relative  au  point  singulier  (a/,  ^/), 
celte  partie  principale  étant  formée  d'une  série  si  le  point  (a/,  fi/) 
esl  un  [)oint  singulier  essentiel.  La  fonction 

considérée  comme  fonction  du  point  (ç,  r,),  admet  les  points  sin- 
guliers (a,,  ,3,),  ...,  (a„,  ,3,,),  (:;,  w),  (zJq,  «0)  et,  en  outre,  les  points 
de  ramification.  Écrivons  que  la  somme  des  résidus  de  cette  fonc- 
tion uniforme  sur  toute  la  surface  de  Riemann  est  nulle.  Les 
résidus  relatifs  aux  points  de  ramification  et  aux  points  à  l'infini 
sont  tous  nuls.  Les  résidus  relatifs  aux  points  (:;,  u)  et  (:;o>  «0) 


(•)  Appell,  Sur  les  fonctions  uni/ormes  d'un  point  analytique  {Acta  ma- 
thematica,  t.  I,  p.  109-144)- 


SgS  ni  API  T m:   viii. 

sont  rcspcclivcmenl  —  <!>(::,  //)  (M  *I'('„,  //o)  (n"  loO).  Dans  le  do- 


maine (lu  jioinl  (a/,  |j,), 


on  a 


A"''  a!/' 

—^  =  Z{z,  a;  a,-,  ?,)  +  ...+  7X77(7177)  Z<v-.)(.-,  „;  .,,  i,, -....; 

le  ix'siilu  csl  donc  > 

A'/'Z(^,  «;  a/,  ,3/)  +  . .  .-f-  ^'^^_      Z'v-i)(^,  «;-/,•,  f.,-)^-.  . ., 

cl  on  a  la  rclalion 

/=i v=i 

Chacune  des  séries 


Z^v-i)(  -  „:  rj,    p.) 

1.2.  .  .(V  —  [)  ^     '       •  '^ ^ 


est  convergente  tant  que  le  point  (::,  n)  est  différent  de  (a/,  jB,), 

car  elle  représente  le  résidu  de  <!>(;,  'fi)—,^  relatif  au  point  (a/,  ,3,). 

La  fonction  représentée  par  celte  série  n'admet  plus  que  le  point 
singulier  (a,-,  ^/);  nous  la  représenterons  par 


V=:l 

et  la  formule  (20)  peut  s'écrire 

^{z,  u)=  *(-„,  u,)^^G,{z,  u;  a,,  p,)- 

On  voit  que  ^(:J,  ?<)  est  la  somme  de  n  fonctions  dont  chacune 
n'a  qu'un  point  singulier;  mais  ces  fonctions  ne  sont  pas,  en  g(''- 
néral,  uniformes. 

En  écrivant  que  les  p  périodes  de  <!>(;,  u)  relatives  aux  cou- 
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niiros  hf,   sonl   iiulirs,  on  ;i,  fiiln-   les  ((nllicinils    A/    |c>  ^(    rcl.i- 


tloil: 


A!/ 


^•^')      I]Z.....(v-.)?'^'""(^^>'^^^  =  "  ^''  = 


<    1/1 

\  .-i. . 

.(V—  1) 

'nll     ul.l 

iicuiie  (1 

iripl 
es   1'. 

mit    au 
•  iiclioii- 

\,i,  .  .  .,/n, 


jiir    l'un    uhiirinlraii    aussi  en  cciivanl  (|uc  la  soiniin-  di-,  i  ésidu 


'l>(-,«)oA.(-,  a) 

sur  loulo  la  surface  est  cjj;alc  à  zéro. 

Les  ihcori'incs  de  M.  Weierstrass  cl  de  M.  Mi  lia;;- 1. cl  lin. 
sur  les  fondions  uniformes  qui  ont  une  infinilc  de  poinls  sin- 
guliers cl  sur  la  décomposilion  en  fadeurs  j)riniaires,  s'clendcnl 
aussi  aux  fonctions  uniformes  d'un  [loinl  analvliquc  (  Vppell, 
Acta  matliematica,  t.  I). 
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CHAPITRE  IX. 

TIIÉORÈMK    D'ABEL   ('). 


Théorème  général.  —  Application  aux  intégrales  de  première,  de  seconde  et  de 
troisième  espèce.  —  Formule  générale.  —  Application  aux  intégrales  hyper- 
elliptiques.  —  Seconde  démonstration.  —  Réduction  d'une  somme  d'un  nombre 
quelconque  d'intégrales  à  p  intégrales  et  à  des  quantités  algébriques  et  loga- 
rithmiques. —  Théorème  d'addition  pour  les  intégrales  de  première  espèce.  — 
Intégration  d'un  système  d'équations  dilTérentielles.  —  Extension  du  théorème 
d'Abcl  aux  courbes  gauches  algébriques. 


181.  On  a  déjà  remarqué,  dans  certains  Chapitres  antérieurs, 
un  cas  particulier  de  la  célèbre  proposition,  connue  sous  le  nom 
de  théorème  d'Abel.  L'illustre  géomètre  l'a  énoncée  dans  un 
Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1826, 
qui  a  pour  titre  :  Remarques  sur  quelques  propriétés  générales 
d'une  classe  de  fonctions  transcendantes. 

Pour  l'établir  ici  dans  toute  sa  généralité,  considérons  une 
fonction  rationnelle  quelconque  '-o^z^  u)  de  z  et  de  w,  et  une  inté- 
grale abélienne  U  attachée  à  la  courbe 

(0  ¥{z,u)  =  o, 

de  degré  m  et  de  genre  p.  L'intégrale 

Tu^logo, 

prise  dans  le  sens  direct  le  long  du  contour  total  de  la  surface  T', 
c'est-à-dire  le  long  des  coupures  «v,  ^v>  c,,  est  égale  à  une  somme 


(•)  Auteurs  à  consulter  :  knv.h,  Remarques  sur  quelques  propriétés  générales 
d'une  classe  de  /onctions  transcendantes;  Démonstration  d'une  propriété  gé- 
nérale d'une  certaine  classe  de  fonctions  transcendantes;  Clebsch  et  Gordan, 
Abelsche  Functionen,  zweiter  Abschnitt. 


TU  KO  m:  mi:    d   \iii:i..  jni 

tic  |>ri)«liiil-.  (If  tlcii\  r.iclciii  ■^,  l'im  des  faclL-iirs  l'i.ml  une  |.«  liodc 
df  rinU-^'ialc  U,  le  second  l'aclciir  une  jx  riode  de  riiilé},'ralc  loj^i. 
Mais  lôiiles  les  périodes  de  celle  dernière  inlégrale  sonl  évidem- 
ment do  niulli|ilr>  (le  ■..-/,   cl  l'on  a 


a)  /    U  cllo'^o  =  ?.-i(  niiioi-h  niitOi-i-.  . .-}- niiijMii,}, 


(o,,  M-,,  ...,i<).,p  ('lant  !<•>  >.p  |)i'iii)dcs  de  rinlt'^raic  l;  rcl.ilivo  aii\ 
conpures  a^,  cl  b<,,  el  ///,,  />/..,  .  ..,  nt.p  des  nombres  enlicrs, 
(/i/i  ne  di-pendcnl  (jiir  de  lu  jDiiclion  rnlionnclle  'j.( z,  u).  Le 
prodiiil  2-i/)ii,  |)ar  exemple,  esl  éyal  à  linlégrale 


/</io,  =  , 


prise  !<■  I"iij^  de  la  coupure^/,,  el   les  atilrcs  nombres  /;/,  ont  nn( 


;;niricalion  analogne. 


Nous  supposerons  d'abord  que  l'inléj^a-ale  alx'lienne  U  n'a  pas 
(le  poinls  criliques  logarillimiqucs  ;  alors  la  fonction 

dz 

est  uniforme  sur  la  surface  T',  et  l'on  peut  apj)liquer  le  lliéorème 
de  Caucliy  à  l'intégrale  (2).  D'après  ce  théorème,  l'intégrale  (2)  est 

égale  au  produit  de  irù  par  la  somme  des  résidus  de  U  — ~~  sur 

toute  la  surface  de  lliemann.  Ces  résidus  proviennent  des  pôles 
de  U  ou  des  pôles  et  des  zéros  de  '-^(c,  u).  Soient 

(;i,^.iJ,      •-•,     (:7,-V/) 
les  zéros  de  la  fonction  rationnelle  'j(;,  u)  et 

ses  infinis,  chacun  d'eux  étant  compté  autant  de  fois  (ju'il  y  a 
d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité.  La  somme  des  résidus 
provenant  des  pôles  et  des  zéros  de  'j(c-,  11)  est  égale  à 

-7  7 
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4o9,  cum'itui:   i\. 

Par  rons('(ni(Mil ,  la  siimmc 

III  ^  f»!  -4-  .  .  .  -\-  n7  2/,Mîi, 

csl  t\i,Ml('  à  la  flinV'rcncr  f|ui  prc'rrdc  D,  augnicnlcc  de  la  somme 
des  résidus  Ac  la  roiu;li(in 

^ dz 

relatifs  aux  pôles  de  l'intégrale  U.  Si,  en  particulier,  l'intégrale  U 
est  une  intégrale  de  première  espèce  w{z,  u),  cette  dernière 
somme  est  nulle,  et  il  reste 


'7  7 


(3)  ^^yanr„)-^^va',,r:,)-- 


nizpi 


ce  que  nous  écrirons  d'une  façon  condensée 

V  '7 

Nous  retrouvons  la  relation  établie  plus  liaut  entre  les  pôles  et  les 
zéros  d'une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  (n°  179). 

182.  L'énoncé  qui  précède  est  purement  analytique.  On  donne 
ordinairement  à  ce  théorème  une  forme  plus  géométrique,  qui  en 
montre  mieux  la  généralité.  Soient 

(5)  f{z,u)=o,         'l(z.,it)  =  o 

les  équations  de  deux  courbes  du  même  degré  n;  STipposons,  pour 
plus  de  netteté,  que  ces  courbes  n'ont  aucun  point  commun  à  l'in- 
fmi  avec  la  courbe  F=:o,  et  que  les  points  d'intersection  sont 
distincts  des  points  multiples.  Alors  les  zéros  de  la  fonction  ra- 
tionnelle 

<^>    ■       ^-m 

sont  les  points  d'intersection  de  la  courbe  donnée  F  (:?,  w)=  o 
avec  la  courbe  /=  o,  et  de  même  les  infinis  de  cp  sont  les  points 
d'intersection  de  F  =  o  avec  la  courbe  ^{^(s,  11)^=0.  On  peut  donc 
énoncer  le  théorème  d'Abel  sous  la  forme  suivante  : 
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L(i  somme  des  valeurs  d' une  inté^'iale  ahrlirnne  d,-  jne- 
mière  espèce  aux  points  d'intersection  de  la  ctutrhc  donnrr  (! 
ai'cc  une  autre  courbe  algébrique  C  est  égale,  à  des  //n/lti/des 
/irès  des  périodes,  à  la  somme  des  valeurs  de  la  même  intégrale 
aux  points  d'intersection  de  C  </iv'r-  une  autre  inurln-  (\'\  de 
même  degré  que  C. 

Les  rcsiriclions  que  nous  avons  failos  sur  les  |it)int>  d  inl<'rsoc- 
llon  nr  sont  iraillciirs  nullcmenl  nrccssaircs,  ['ar  exemple,  sup- 
posons (ju'en  un  point  (i,/,)  à  dislance  finie  ou  à  l'inlini,  la  courhe 
donnée  F  :=  o  ail  q  points  communs  confondus  avec  la  eouihe 
fz=  ()  cl  (/  points  communs  confondus  avec  ■!/  =  o.  Si,  poui-  plii^ 
de  simplicilt'.  nous  admettons  que  les  valeurs  de  u  qui  devii  imcnl 
égales  à  t,  pour  c  =  ;  forment  un  seul  système  circulaire,  le  point 
(ç,  T,)  ne  sera  ni  un  pôle  ni  un  zéro  pour  o{z,  u)  si  q  =  q' ;  ce 
sera  un  pôle  d'ordre  q' — q  si  c/  est  7>  q,  un  zéro  d'ordre 
q  —  q',  si  q  est  >  q'  (n"  99).  Dans  tous  les  cas,  on  peut  suppo- 
ser que,  dans  l'égalité  qui  exprime  le  théorème  sous  sa  première 
forme,  le  terme  (ï(ç,  r,  )  figure  q  fois  au  premier  membre  et  q'  fois 
au  second  membre.  On  aura  donc,  d'une  part,  la  somme  des  va- 
leurs de  l'intégrale  w  aux  points  de  rencontre  de  F  =  o  avec 
/=z  o,  chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité; 
d'autre  part,  la  somme  analogue  relative  aux  points  d'intersec- 
tion de  F  =  o  avec  '1  =  o.  De  là  résulte  la  généralité  du  second 
énoncé. 

Tant  qu'on  ne  fait  aucune  liypotlièse  sur  les  chemins  suivis  par 
la  variable,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  obtenir  une  proposition 
|)lus  précise.  Mais  on  peut  aller  plus  loin.  Considérons  une  pre- 
mière courbe /(^,  u)  =  o,  de  degré  /?,  qui  coupe  la  courbe  F  =  o 
en  mn  points  que  nous  supposerons  distincts,  pour  fixer  les  idées, 
(^,,  T,,),  ...,  {l,„„,  r,„j„);  imaginons  ensuite  que  les  coefficients  de 
f{z,  u)  varient  d'une  manière  continue  depuis  leurs  valeurs  ini- 
tiales. Les  mn  points  d'intersection  de  C  avec  la  seconde  courbe 
décrivent  sur  T  certaines  lignes  continues  à  partir  des  valeurs  ini- 
tiales. Cela  posé,  la  somme  des  accroissements  d'une  intégrale 
de  première  espèce  le  long  des  lignes  continues  décrites  par 
les  points  (H/,  r,/)  est  rigoureusement  nulle. 

11  suffit  évidemment  de  le  démontrer  pour  une  variation  infi- 
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nimciil    |)<tiu>  dis    rocfficicnls  de  /(  r,  //).    La   nouvelle  courbe 

aur.i  utic  iiiii.ilion  de  l.i  forme 

^iz,u)=/{z,  u)^z/i(z,u), 

X  élanl  un  nombre  très  petit  el  /,  (;;,  u)  un  polynôme  de  même 
de^M-é  (ju(; /(c,  it).  Supposons  que  les  coupures  a^,  by,  c^  aient 
été  tracées  de  façon  à  ne  pas  rencontrer  les  lignes  décrites  par  les 
points  (;/,  r,/),  ce  qui  est  toujours  possible  si  ces  lignes  sont  suf- 
fisamment petites.  D'après  la  proposition  générale,  la  diiïérence 


2«'(^'''^")-2"^(-'V,) 


est  é<;ale  à  la  somme 


m  1  cel- 


les produits  tels  que  i-imk  représentant  les  périodes  de  l'inté- 
grale abélienne 

f(z.  u)-^tf,(z,n) 


Iog9(^,i0  =  loi 


/(-,  U) 


relatives  aux  coupures  a^,  by.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  pé- 
riodes sont  toutes  nulles.  Par  exemple,  la  période  relative  à  la 
coupure  «y  est  égale  à  l'intégrale 

f  -"'' 

où  1  on  a  posé 


^{b.)  I  -- 

^■/A-; 

U) 

Z(-M  «)  = 

fi  7. 

._u) 

Supposons,  ce  qui  est  évidemment  permis,  le  module  de  y  (::,  u) 
plus  petit  que  l'unité  tout  le  long  delà  coupure  ^v-  Si  l'on  désigne 
par  /  la  longueur  de  cette  coupure,  le  module  de  l'intégrale  est 

moindre  que  -^;  comme  cette  période  doit  être  un  multiple  de 

2-i,  on  en  conclut  qu'elle  est  rigoureusement  nulle. 

Ainsi,  si  l'on  considère  les  points  dHnlersection  d'une  courbe 
fixe  G  avec  une  courbe  variable  de  degré  n,  la  somme  des 
valeurs    continues    dUine    intégrale    abélienne    de    première 
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rsprrc,  attaclirc  à  la  courbe  C,  (tux  jiuinls  (/'i/ifr/scrtinn  vn- 
ridhU-s  reste  constante. 

\.r  llu'orèinc  subsiste  ('vidrinmcMil  si  (|iirl(jiics-uns  des  points 
(riiilcrseclion  vont  à  rinliiii  on  summimiI  ;iiix  poinls  de  ramidca- 
liori.  Lorsque  la  courhe  mohilo  pas-^c  p;ir  un  i  riiiin  rioiidjic  dr 
points  fixes  de  la  courbe  donnée,  on  pciil  en  fiiirt;  alj>liiielion 
d:ins  l'iipplir.ilion  du  tli.'orrme. 

183.  Supposons,  en  second  lieu,  (pie  l'inl<'};rale  U  soil  une  inli'- 
grale  de  seconde  espt'-ce,  admettant  un  seul  pôle  dn  prrinii  r  ordre 
{a,  b)  en  un  |)oinl  à  distance  finie  cl  distinct  dc^  poinN  de  rami- 
fication, avec  la  parti(^  principale 

_^V 

z  — a  ' 

le    résidu    <!<■     I.i    fonction    U    — 7!~'  '^i'  point    (rt,  6),   est  éj^al    à 

.    ti\a.h)        ,       ,,        /\     I.   •  I  1  I      I      1'   •    '      do(z,u) 

A  J-^ — j—>  ou  'y  (a.  b)  desiirne  la  valeur  de  la  dérivée  — ^-7 

o{a,b)  .   V     '      /  o  f/- 

pour  z^  o,  u  :=  b,  et  il  reste 

(,.  'fu(,„,,-'i;"u(;;.,,;.  =  -A|<|^. 

/  =  1  A-  =  I 

Si  Ton   pose,  comme  plus  haut,  '^(s,  u)  =  j-.^ — '  où  /  et  -!/ 
sont  des  polynômes  de  même  degré  en  z  et  u,  on  a 
(p'(a,  6)  _  f'(a,b)  _  'b'(a,b) 

Les  points  (;/,  r,/)  sont  les  points  d'intersection  de  la  courbe 
/(:;,  1(^  =  0  avec  la  courbe  donnée  F  =  o;  les  points  (1^,  T|)J  les 
points  d'intersection  de  (j^  =  o  avec  F  =  o.  Un  cas  particulier 
remarquable  est  le  cas  où,  parmi  les  courbes  du  faisceau 

il  s'en  trouve  une  qui  coupe  la  courbe  F  :=  o  en  deux  points 
confondus  au  point  (a,  b).  Alors,  pour  une  certaine  valeur  de  la 
constante  X,  on  a 

f(a,b)^'k'b{a,b)=o,        f(a,b)-hl<l'ia,b)  =  c, 
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(I\)ii.  en  .'limiiinnl  A,  on  voil  ([ik;  la  ([uanlité  '  '  ^  est  nulle. 
On  peut  alors  «-noncer  lo  llicorcmc  suivant,  utile  dans  les  applica- 
tions géoniélriciucs  :  Soit  U  une  intégrale  de  deuxième  espèce 
avec  un  pôle  simple  {a,  b)  ]  si  l'on  coupe  la  courbe  F  =  o  par 
deux  courbes  de  même  degré  /=  o  et  •}  =  o,  telles  que,  parmi 
lis  courbes  du  faisceau  _/' -h  )-•}  =  o,  U  s'en  trouve  une  tangente 
à  F  au  point  (<7,  />),  la  somme  des  valeurs  de  U  aux  points  d'in- 
tersccllon  de  F  et  de/  est  égale  à  la  somme  des  valeurs  de  U  aux 
points  (rinlerscclion  de  F  et  de  'o. 

18i'.  Si  le  jioint  (rt,  b)  est  un  point  de  ramification,  ou  s'en  va 
à  l'Infini,  ou  si  ce  pôle  est  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  les 
résidus  de  la  fonction 

rflogo(z,  m) 
^  dz 

ont  une  expression  moins  simple.  Mais,  quels  que  soient  l'ordre 
et  la  position  du  pôle  sur  la  surface,  si  la  fonction  rationnelle 
'i(c,  a)  dépend  d'un  certain  nombre  de  coefficients  arbitraires  c,, 
Co,  .  .  .,  C(j,  dont  elle  est  une  fonction  rationnelle,  le  résidu  relatif 
au  pôle  [a,  b)  est  toujours  égal  à  une  fonction  rationnelle  de 
ces  coefficients  indéterminés  c,,  Co,  ...,  c,,.  Il  en  sera  encore  de 
même  pour  la  somme  des  résidus,  si  l'intégrale  abéllenne  U  admet 
un  nombre  quelconque  de  pôles,  sans  admettre  aucun  point  cri- 
tique logaritbmique.  Pour  plus  de  précision,  supposons 

P  et  Q  désignant  deux  polynômes  entiers  en  u  et  z,  dont  nous  dé- 
signerons les  coefficients  par  c,,  Co,  ...,  Cq.  Le  théorème  d'Abel 
nous  montre  que  la  différence  entre  la  somme  des  valeurs  de 
l'intégrale  abélienne  U  pour  les  zéros  de  la  fonction  ration- 
nelle 'f{z-,  u)  et  la  somme  des  valeurs  de  la  même  intégrale 
pour  les  pôles  de  Zi(z,  u)  est  égale  à  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients  C),  ...,  Cq  des  deux  polynômes  P  et  Q,  abstrac- 
tion faite  d'une  somme  de  multiples  de  périodes  de  Vinté- 
srale  U. 
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Celle  foiiclion  rallniiiicllc  des  cocflieienls  r,,  r_..  ...,  r,,  pciil 
toujours  être  calculée  dt-s  qu'on  connaît  les  jxjIcs  de  Li  cl  les  par- 
ties principales  correspondantes.  Pour  donner  à  rcnf)nc<'  prccr- 
di-iit  une  forme  géonu'tricpie,  il  sul'lit  de  répi'ter  ce  (|ui  a  t'h'  fait 
pour  1rs  intégrales  de  première  esprce.  Si>\l/{z,  ti)  -  «»  liMpi;!- 
lioii  (111110  courbe  de  de<;i('  //  (pii  reneonlie  la  courhe  donrK'e  en 
mn  j>oinls  (ç,,t,,),  ...,  (;,„«,  '^w//^  ;  imaginons  que  les  cocllieienls 
de/(:;,  u)  varient  d'une  manière  continue;  les  jioints  (ç,,  y,,  ),  ..., 
(  i/7»/o  'fimii)  se  déplacent  sur  la  surface  T  d'une  manière  continue. 
Soient  {\\,'f^'^)■,  •■ .,  C^„,„i  '%ui)  ^^'^  nouvelles  positions  de  ces  points 
d'intersection,  correspondant  à  une  autre  courljc  'i/fc,  //)^o 
de  même  degré.  Cela  posé,  on  a 

(8)  y     r    '    "    r/U  =  e, 


21: 


V  désignant  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux  po- 
J} nomes /et  •},  et  les  intégrales  étant  prises  suivant  les  chemins 
décrits  par  les  points  (^/,  t,/),  lorsque  les  coefficients  du  poly- 
nôme/varient  d'une  manière  continue  depuis  les  valeurs  initiales 
jusqu'à  devenir  égaux  aux  coefficients  du  polvnome  'l. 

Supposons    donnés   tous  les   coefficients  du  polynôme  /,   les 
coefficients  de  -}  restant  variables,  l'égalité  (8)  peut  s'écrire 


(9)  2/     ^^=2/     '^^ 


La  première  partie  du  second  membre  reste  constante;  par 
conséquent,  la  somme  des  valeurs cV une  intégrale  abélienneV, 
n'admettant  aueun  point  critique  logarithmique,  prises  depuis 
une  origine  eommune  (zo^  Uq)  Jusqu'aux  mn  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  donnée  avec  une  courbe  variable  de  degré  n, 
•l{:-,  ?/)  =  u,  est  égale  à  une  constante  C,  augmentée  d'une 
fonction  rationnelle  des  coefficients  du  polynôme  ^{z^  u). 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  supposer  que  ces  mn  intégrales 
ont  des  limites  inférieures  difTérentes,  pourvu  qu'elles  soient  fixes, 
ce  qui  revient  à  modifier  la  constante  C. 
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18.').    L()rs(|nc  rinU'f;r;ilo  U  ntlincl  des  points  critiques  logarith- 

iiiii|U(>,  la  foiiclion 

d\nf;o(z,  u) 
dz 

iTc^l  plus  iiiiironiio  sur  la  surface  T',  et  le  raisonnement  doit  être 
niodilic.  l'our  plus  de  netteté,  supposons  que  U  se  réduise  à  une 
intéj;rale  de  troisième  espèce  avec  les  deux  points  critiques  loga- 
rithmiques {a,  b)  et  («,,  bs).  Il  faudra  joindre  aux  coupures  «y, 
/>v,  ^v  une  nouvelle  coupure  L  joignant  ces  deux  points  critiques 
cl  ne  rencontrant  pas  les  précédentes.  Sur  la  nouvelle  surface  T" 

la  fonction  sous  le  signe  /  est  uniforme  et  l'on  peut  lui  ajipliqucr 

le  théorème  de  Gauchj;  l'intégrale 


/ 


Uf/l0g'f(5,    II), 

prise  le  long  des  coupures  a^,  b^,  Cy,  a  la  même  expression  que 
plus  haut.  Quant  à  l'intégrale  prise  le  long  des  deux  bords  oppo- 
sés   de   la   coupure   L  dans   le   sens    direct,   elle  a   pour   valeur 

(n"  149) 

U  vient,  par  conséquent,  l'égalité  suivante 


qui  constitue  le  théorème  d'Abel  dans  le  cas  des  intégrales  de 
troisième  espèce. 

De  cette  formule  on  déduit,  en  répétant  les  raisonnements  déjà 
employés  pour  les  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce, 
les  conséquences  suivantes  : 

i**  Soient/(^,  u)  =  o,  ^{Zjii)  =  o  les  équations  de  deux  courbes 
de  deirré  n.  On  a 
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les  points  iririlerscclioii  de  F  ^^  o  ;ivfc  les  dcuv  courbes  /"=  i», 
«|<  =  o    étant    représcnlés    respccllvrmcnt    p;ir   (  ;,,  t,/)  ,  (5',,t/,) 

(i  ^  i ,  '■ ffin),    cl    les    chemins    clinléi^ration     ri. ml     fixés 

comme  il  a  élv  <l»'-jà  expliqué.  On  remar(|ucra  que  la  Iuik  linn  sous 
le  sifjne  loj;  csl  une  loiuiion  rationnelle  des  coenicienls  des  deux 
polynômes  /"et  •!/.  l'ar  exemple,  si  les  deux  points  sinf^nilicis  lo- 
garillimiqui's  de  rinléi;ralf  II  >nnt  le--  dcii\  poiiils  ;in;il\  li(pi('s 
superposes  en  un  point  ilnuhlc  daii>  d(,'s  leuillels  dilltrents  de 
la  surface  de  Riemann  (p.  .aoi  ).  on  a  «  =  a,,  6  =  />,,  cl  le  loj^a- 
rlthme  du  second  membre  csl  nul;  la  somme  des  intégrales  (i  i) 
est  alors  nulle  à  des  multiples  de  périodes  près. 

Il  en  esl  de  même  dans  le  cas  plus  général  où  il  existe  une 
courbe  du  faisceau  f{z,  u)  -\-\'l{z^  u)  =  o  passant  par  les  deux 
points  (rt,  h)  et  (a,,  />,).  En  eflel,  on  a  alors,  pour  une  certaine 
valeur  de  a, 

/(a,  b)-h  hlia,  b)  =  o,         /(«i,  ^i)  -t-  X'i(«i,  ù^)  =  o, 
d'où 

/(ai.bi)'^{a,b)~ 

2°  Soit  U  une  intégrale  abélienne  quelconque,  el /=  o,  6  =  0 
les  équations  de  deux  courbes  de  degré  n,  qui  coupent  respecti- 
vement aux  mn  points  (ç/,  r,/)  et  (çj, 'fii)  la  courbe  proposée.  On 
a  une  relation  de  la  forme 

(12)  7     I     '    '   ^U  =  t»-!- Al  logt^i -4- . . . -t- A,,  logpv-i- C, 


2i;r-= 


A,,  Ao,  .  .  . ,  A,,  étant  des  constantes,  et  e,  e,,  eo»  •  •  •  j  ^V  ^cs  fonc- 
tions rationnelles  des  coefficients  des  deux  polynômes  /et  '}.  Il 
suffit,  pour  établir  cette  formule,  de  décomposer  U  en  intégrales 
des  trois  espèces. 

3°  Si  la  courbe/est  fixe  et  la  courbe '}  variable,  la  formule  (12) 
devient 

(i3)  y    r  ''"''''  f/U  =  G-i-P4-A,  logPi-4-...  + A/Jog^-;., 

C  désignant  une  constante.  Par  conséquent,  la  somme  des  valeurs 


4 10  »:n  MM  Tin:    ix. 

(rune  inti'firale  ahclicnnc  (jiœlconque  U,  prises  depuis  une 
oriij^inc  commune  {zq,  u^)  j'usquaux  mn  points  d^ intersection 
de  la  courbe  donnce  cn-cc  une  courbe  variable  de  degré  n, 
•l(:.,  u)  =  o,  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  des  coeffi.- 
cients  de  à,  augmentée  d'une  somme  d'un  nombre  fini  de  loga 
rithmes  de  fonctions  rationnelles  des  mêmes  coefficients,  mul- 
tipliés par  des  facteurs  constants. 

On  pciil  remarquer,  comme  plus  haut,  qu'il  n'est  pas  néces- 
saire de  prendre  la  même  limite  inférieure  pour  toutes  les  inté- 
grales. 

186.  Tel  est,  dans  le  cas  le  plus  général,  le  théorème  d'Abel. 
Pour  les  applications,  il  est  commode  d'avoir  une  formule  géné- 
rale s'appliquant  à  tous  les  cas  particuliers.  Désignons  toujours 
par  o(^,  u)  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  de  u  dont  les  zéros  et 
les  infinis  sont  respectivement 

(^i,Ta).....(?,,-n7). 

cl  par 

U=    /  '^{z,u)dz 

<-':„.  u..\ 


une  intégrale  abélienne  quelconque.  Imaginons  qu'on  trace  un 
contour  fermé  G  sur  T',  ce  contour  renfermant  à  son  intérieur 
tous  les  points  singuliers  de  l'intégrale  U  et  laissant  à  l'extérieur 
tous  les  pôles  et  tous  les  zéros  de  o(;,  m)  ;  soit  T"  la  surface  con- 
nexe ainsi  obtenue;  l'intégrale 


/ 


Uf/iogts, 


prise  dans  le  sens  direct  le  long  du  contour  total  de  T",  est  égale, 
d'une  part,  à 


■'[| 


U(^/,ri,)-^U(rA-,r,/.) 


d'autre  part,  la  portion  d'intégrale  prise  le  long  des  coupures  «v, 
6v,  Cv  a  pour  valeur 
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Il  reste  à  talcuirria  portion  d'inlrgralc  prise  le  long  du  <  niiiiair  (^, 
Or.  on  a 

(I })  rf^U  l»»},'^)  =  U^/logo  -+-  H{z,  u)  los'f^/c; 

lorsque  le  point  {z,  u)  décrit  le  contour  C,  le  produit  U  lo^^-i 
revient  à  sa  valeur  initiale,  puisque  ce  contourne  rcufcrnie  aucun 
point  critique  de  loi,"^  et  reiifciiur  tous  reu\  de  rinh'gndc  [  .  Il 
vient  donc 

f   IdUv^'i^-    f  [{(z,u)  Ur^'^dz. 

A  l'iulrrieur  du  contour  C,  la  nouvelle  fontlion  l>(c,  //)log'^ 
est  uniforme  et  on  peut  lui  appli(juer  le  théorème  de  Cauchy.  On 
a  par  conséquent,  en  remarquant  que,  si  Ton  décrit  C  de  façon  à 
avoir  l'aire  T"  à  sa  gauche,  on  a  l'aire  intérieure  à  droite, 

'/  7 

(i5)  ^lJ(l-r,)-^\Ja',,r,',)^i:[Riz,u)Ur^-^l     ^- 

le  second  membre  désignant  la  somme  des  résidus  du  produit 
H(;;,  «)logcp  relatifs  à  tous  les  points  singuliers  de  l'intégrale 
abélienne  U. 

Bemarque.  —  Dans  l'application  de  cette  formule,  il  faut  ima- 
giner tracé  le  contour  C,  et  choisir  une  des  valeurs  multiples  de 
logcp(:;,  u)  pour  un  point  intérieur;  les  valeurs  de  ce  logarithme 
pour  tous  les  points  singuliers  de  U  s'en  déduisent  par  continuité. 
Pour  avoir  un  énoncé  géométrique  applicable  aux  points  d'in- 
tersection d'une  courbe  variable  avec  la  courbe  fixe,  nous  procé- 
derons comme  plus  haut,  en  prenant  pour  '^  le  quotient  de  deux 

polynômes  de  degré  n,  o  =  4^-^^- Les  notations  étant  les  mêmes, 

la  formule  (i5)  devient 

mn  ^. 

Pour  n'avoir  aucune  ambiguïté  dans  l'application  de  celte  for- 
mule, il  faut  imaginer  les  coefficients  d'une  courbe  variable  de 
degré  n  variant  d'une  manière  continue,   depuis  les  valeurs  qui 
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conviennent  à  la  courbe /(-,  u)  =  o  jusqu'aux  valeurs  qu'ils  ont 
pour  la  courbe  'f{z,  u)  =  o;  les  intégrales  du  premier  membre 
sont  prises  siiiv;iiil  les  chemins  décrits  par  les  points  mobiles  d'in- 
tersection, et,  si  le  second  membre  présente  des  logarithmes,  on 
déterminera  les  valeurs  qu'il  faut  leur  attribuer  en  suivant  leur 
variation  coiilinuo  en  mtMiic  temps  que  celle  des  coefficients 
variables. 

Supposons  en  particulier  que  les  deux  courbes  /=  o,  ■}  =  o 
fassent  partie  d'un  faisceau  de  courbes  de  degré  n 

^{z,u)  =  e{z,u)-hl  ei{z,u), 

el  imaginons  que,  Xq  restant  fixe,  )>  seulement  soit  variable.  De  la 
formule  qui  donne  I 

on  déduit 

il  est  clair,  en  efi'et,  que  la  dérivée  d'un  résidu  par  rapport  au  pa- 
ramètre )v  est  égal  au  résidu  de  la  dérivée  par  rapport  à  a.  On  a 
par  conséquent 

(.7)  l=£i[R,..„)^]<«., 

le  signe  o  s'étendant  à  tous  les  points  singuliers  de  l'intégrale 
considérée  ('  ). 

On  peut  remarquer  que  0,  et  0  sont  deux  courbes  quelconques 
du  faisceau  /+  )/}  =  o.  Supposons  que  /  et  (j/  ne  passent  pas 
par  les  pôles  de  U,  mais  que,  dans  le  faisceau  /+)^'}  ^  o,  il  s'en 
trouve  une,  que  nous  appellerons  0, ,  qui  passe  par  tous  les  infinis 
de  R(:::,  ii)  d'ordre  supérieur  à  l'unité,  de  telle  façon  que  le  pro- 
duit R(.:;j  m) 01    n'ait   plus   que    des   infinis    d'ordre   inférieur   à 

l'unité.  Alors  les  résidus  de  R(5,  u) îr—  sont  nuls,  quel  que 

soit  A,  et  1  on  a  1  =  0.  Donc,  dans  ce  cas  particulier,  la  somme 


(')  On  trouvera  d'intéressantes  applications  de  cette  formule  dans  un  Mémoire 
de  .M.  Humbert  (Journal  de  Mathématiques,  4'  série). 
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tics  iiili'j,'riili'S    /  (/U,    prises    ilcpuis   li-s   points  i\r   lonconlrc 

''1  ■'"'<' 

de  F  avec  la  courbe /  =  o  jiiscpiiinv  poinis  de  mic  miii  ••  «ir  1-' 
avec  •}  =  (),  est  nulle  à  des  inultipics  de  périodes  près,  (^'esl  la 
généralisation  des  reinarrpics  du  n"  jS.*». 

187.    Apj»li(|iioiis  la  lonniilr  :;t'n(''iale  (i.'ij  aux  iiiti'':,'i-alc>  livpcr- 
eiliplicpies.  Soit 

(i8)  ir-  =  \\iz) 

une  relation  ali;él»ri(pie,  où  1»  (  c)  est  un  pol\  noine  de  degré  >.p -\-  i 
ou  2p  -+-  ■>.,  sans  (acteurs  multiples,  et 

(19)  ^•(-,  «)=    /  ^7-^'^' 

une  intéi;rale  abéliennc  correspondante,  P(:;)  étant  un  pulMiome 
entier  en  z.  Considérons  les  u.  points  d'intersection  de  la  courbe 
(i8)  avec  la  courbe 

0(x;)  — «<0,(2)  =  o, 

OÙ  0  et  0,  sont  des  polynômes  entiers  en  z.  Soient  (3,,  m,),  ..., 
(^[1,  W|x)  ces  jx  points;  :;,,  r^,  . .  .,  ^Jjj-  sont  racines  de  l'équation 

On^)-R(--)Oî(-)  =  o. 

Désignons  par  /,(:?)  et  par  'r\\{z)  deux  autres  j)olynomes  de 
même  degré  respectivement  que  0  et  0|,  et  soient  (3',,  «',  ),  .  .  ., 
(;j^,  m[i)  les  u.  points  de  rencontre  de  la  courbe  (18)  avec  la 
courbe 

La  fonction  rationnelle 

^^   '     '        -r^iz)  —  ur,i{z) 

admet  les  |j.  zéros  (:;/,  ui)  et  les  a  pôles  (z],  u]),  et,  si  l'on  suppose 
que  les  polynômes  9,  0,,  7>,  rj,  sont  les  plus  généraux  de  leur 
degré,  les  points  à  l'infini  de  la  surface  ne  sont  ni  des  pôles  ni  des 
zéros  pour  .5 (:?,  u).  Remarquons  maintenant  que  l'intégrale  i^(z,  u) 
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c-^l  rr-iili.  rc  cm  loiil  j)()inl  à  distance  finie;  la  formule  (i  5)  nous 

.Iniinc  (1..MC 

(9.0)  2'"'"''  "')— 2''^"'''  "'^-^'^  -^•og?(-,«); 

/     I  'I 

niiiis  lii  soininc  de  ces  résidus  n'est  autre  chose  que  le  coefficient 
de  :  diiiis  le  développement  de 

dans  le  domaine  du  point  à  l'infini.  Si  l'on  regarde  maintenant  les 
coefficients  des  polynômes  rj,  •/],  comme  constants,  les  coefficients 
de  0,  (),  restant  seuls  variables,  il  vient 

(21)  (■(-!,  Ui)-^.  ..-Ht'(j,j.,  «,j.)  =  G-h/-, 

G  étant  une  constante  et  r  le  coefficient  de  -  dans  le  développe- 
ment de 

On  vérifiera  sans  peine  que  cette  formule  est  identique  à  la 
formule  (îq)  [théorème  III]  du  Mémoire  cité  d'Abel. 

Dans  le  domaine  d'un  point  à  l'infini  de  la  surface  de  Riemann, 
le  logarithme  d'une  fonction  rationnelle  de  ;;  et  de  u  est  de  la 

forme  q  log  ;  -h  P  (  -  ]  ou  de  la  forme  q  \o^z  +  P  (  —  j ,  suivant 

que  ce  point  à  l'infini  est  un  point  ordinaire  ou  un  point  de  ra- 
mification, P(^)  désignant  une  fonction  régulière  pour  Z  =  o.  Si 
l'intégrale  considérée  est  de  première  espèce,  le  développement 

de  — --  commence  par  un  terme  en  —  ou  en  —  ;  il  n'j  a  donc  pas 

de  terme  en  -   dans  le  produit  — ^  log  (  7; -77^)  et,  par  suite, 

/•z=o.  C'est  le  théorème  connu  pour  les  intégrales  de  première 
espèce. 

188.  Il  est  intéressant  de  remarquer  que  r  peut  être  nul  ou 
indépendant  des  coefficients  variables,  pour  certaines  formes  par- 
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liculières  dos  polynômes  0,  0|,  sans  (jiio  riiiU'grale  v(z,u)  soit 
(Je  preniirrc  t'spi'cc.  I*ar  cxoinplf,  siip|)()S(>ns  (pic  U(c)s«)il  un 
polynôme  (In  (  iinpii("'mc  dr-jrc  cl  [\z)  un  pi)lyimiiic  du  (l(  ii\i('-ino 
déparé;  soil,  cm  oulro, 

0{z)r=Zl'  -f-  A,5/'-' -^  AjC/'-»  -f- 

0,(5)=  nzP-3-h  B,c/'-'  -T-  BîJ/'-»-i-..., 

/<  clanl  un(^  r(Mi>t:iril('   cl   A,,   \j lî,,lL....    des  cocKicicnts 

arbitraires,  doiil  le  iiuiidjrc  e^l  ('•j,'al  à  :>./}  —  3.    Dans  le  ihjniainc 

du  point  à  rinlini,  le  développement  de    ,  JL  commence  par  un 

I      ,               ,  ,,             ,      0  —  »o,  , ,     . 

terme  en  --:•  le  second  lacteur  lo";  ; peut  s  écrire 

^z  °  0  -T-  «0,    » 

en  posant 


0  ::/'-+- A,;: /^-' -4-. .  . 

Le  d(ivcloppcnicnl  de  ^I',  pour  z-^=yz,  commence  par  un  terme 
en  — =  et  le  coefficient  de  ce   terme  est  indiîpcndanl  des  cocffi- 

cients  variables  A|,  Ao,  ....  Le  coefficient  de  -  dans  le  produit 

est  donc  indépendant  des  coefficients  A  et  B.  On  déduit  de  là  la 
conséquence  suivante.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

R{z)^(z-cO(^-e,)...(z-e,), 

P(3)  =  as- 
soient (s,,«,),   ...,  (zop,  iiop)  les    points   de    rencontre    de    la 
courbe  u-^=  l'*^(^)  avec  la  courbe  variable 

(){z)-u()i{z)  =  o, 
;,,  ^j,  •  •  •  5  -2/>  étant  racines  de  l'équation  de  degré  2/? 

02(.)_R(3)0f(z)=O. 
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La  >()iniur 

V(Zi,   lli)  ■+-  V(Zi,  t(i)  -i-.  .  .-h  v(Zz,,,  U2,,) 

reste  conslanle,  lorsque  les  coefficienls  A  et  B  varient  d'une  ma- 
nière quelconque,  quoique  l'intr^^rale  v{:-^  u)  ne  soit  pas  de  pre- 
mirre  csprce  ('). 

Les  autres  énoncés  que  renferme  le  Mémoire  d'Abel  se  dédui- 
raient de  même  de  la  formule  i;énérale  (i5).  Par  exemple,  en 
considérant  rinléi,a'alc 

i-(z,  u)  =    /  ■ . 

J  (^-a)v/R(z) 

et  en  conservant  les  mêmes  notations,  on  a 

^'(-a,  "u.)  =  G  -t-  r  —  -— --  log     ,-— ^ r-r~    : 

132  =  R(a) 


et  où  /•  est  le  résidu  de 

j)Our  le  point  à  l'infini. 

189.  Nous  allons  donner  une  seconde  démonstration  du  théo- 
rème d'Abel,  d'un  caractère  plus  élémentaire,  et  qui  montre  encore 
mieux  la  véritable  origine  de  cette  importante  proposition.  Elle 
est  d'ailleurs  identique  à  la  démonstration  donnée  par  Abel  lui- 
même  pour  le  cas  le  plus  général  d'une  relation  algébrique  de 
forme  quelconque. 

Soit 

(22)  F(^,  u)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconque  G  de  degré  m,  et  soit 
v(z,  u)  =   I  R(^,  u)dz 


(')  On  trouvera  dans  l'Ouvrage  de  M.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  géné- 
rale des  sur/aces,  t.  II,  p.  3ii,  une  application  intéressante  de  cette  remarque. 
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un.-  iiiU'-ialc  ;iliclicmn'  (|iirl«  ..n.|ii.-  ;il  I.hIm'c  à  celle  com  lie.  l  ne 
coiirlx"  C  de  (Icf^rt-  // 

dont  r('(|ii.illuii  iciirciriit;  un  triliiiii  iimnhrc  de  coclïicieiils  \;iri;i- 
blcs  </|,  a-ii  •••,  "A,  rt'iiioiilrc  la  cmirho  i\  en  nin  points  variaMes 
avec  ces  coeflicienls  (  r,,  //,),  [z->^  Uo)y.  .  .,(z„,„,  u„,„).  La  sonnnc 
des  vaJeiirs  de  riiilé-^rale  ahc'lienne  e(:;,  «),  (lù  Inii  [ii<nd  suc- 
cessivement chacun  de  ces  poinls  d'inlerscclioh  poni  liiiiilc;  su- 
périeure 

I  =  i'(c, ,  M,)  ^-.••-^  *'(-."«-«,«„)=  2    /"  '    '  'i^-,")^'-. 

est  une  fonelion  des  parainèlres  a,^a2,  .  .  .,  a/,,  dont  nous  allons 
clierclier  la  forme  analjli(jue. 

Désigtïons  d'une  manière  générale  par  oV  la  dinérenli(;lle  to- 
tale d'une  l'onction  V  par  rapport  aux  paramètres  <7,,  a.j-,  •  •  .,  «a- 
On  a 


ol  =  ^R{Zi,Ui)?.Zi. 


Des  équations  (22)  et  (2.3)  on  tire 
OF  ,  dF  ^ 

-—  OZi-i-  -—  OUi  =  o, 

d^i  .  ()*,  ^ 

02;  -+- OUi  -+■  <J<Vi  =  O, 

azi  aui 

et  par  suite 

ozi  =  o^iW(zi,  «,), 

M'(:;/,  ifi)  étant  une  fonction  rationnelle  de  (;;/,  ui)  et  des  coeffi- 
cients a, ,  rtj;  •  •  • ,  «A5  et  <I>i  désignant  ^{:-i,  Ui)-  En  remplaçant  0^/ 
par  cette  valeur  dans  ol,  il  vient 


;i  =  y  R(^/,  m)  ^F(^<>  liô'^'^i 


bi  1  on  développe  oQ><  =  ^ —  out  -\- .  .  .-\-  -r —  oa;^,  le  coeincient 
A.  ET  G.  27 
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fie  0'/|,   pur  ('\rni|)lr,  dniis  le  second  iiicmhro,  est  égal  à 

c'esl-à-dirc  à  nnc  foncllçn  r;ilioiinclle  el  symétrique  des  coordon- 
nées des  nui  points  (:■^.  i/f),  (z-.^  u^),-  •  -,  {zmin  Hm,,)-,  fonction  qui 
est  on  niènic  temps  rationnelle  par  rapport  aux  coefficients  «j, 
«21  ...jCih'  Or,  toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
coordonnées  des  mn  points  communs  aux  deux  courbes  (22)  et 
(23)  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux 
équations.  Il  reste  donc  en  définitive 

ci  =r  riiOrti  +  172 o«2  -;-•  •  ■--  n/,ca/., 

n,,  rio,  .  .  . ,  riyt  étant  des  fonctions  rationnelles  des  A"  coefficients 
cii^d,.'  •••■,nki  ïie  renfermant  plus  les  coordonnées  des  points 
{zi,  fil)..  Par  conséquent 

1=   /  llioai -;- lia oao -+-••.-+- H/, oa/,.; 


=   /  Uioai  -{-  Unoa 


or,  les  fonctions  ITijITo,  ...  ,Uk  étant  rationnelles,  l'intégration 
ne  peut  introduire  d'autres  transcendantes  que  des  logarithmes. 
La  somme  I  est  donc  égale  à  une  fonction  rationnelle  des  coef- 
ficients a^^a,,  . . . ,  «A,  augmentée  d'une  somme  de  logarithmes 
de  fonctions  rationnelles  des  mênies  coefficients. 

Si  l'intégrale  abélienne  considérée  est  de  première  espèce,  la 
somme  I  doit  être  constante.  En  effet,  si  les  fonctions  II, ,  Ha,  ... , 
IIa  n'étaient  pas  identiquement  nulles,  on  pourrait  trouver  un 
système  de  valeurs  a'j,  a^,  .  .  . ,  a^.  pour  les  coefficients  a,,a2,  . .  • , 
aiii  tel  que  I  deviendrait  infini  pour  a,  =r  «'^ ,  .  .  . ,  «y^  =  «^-  Si  les 
points  de  rencontre  de  la  courbe  C  avec  la  courbe  variable  C,  qui 
répond  aux  valeurs  a'j ,  .  .  . ,  a^  des  paramètres,  sont  (^', ,  Wj),  . .  . , 
{z'mtfi^^'mn)^  il  y  aurait  au  moins  une  des  valeurs  de  ('(;::;,  u)  qui 
deviendrait  infinie  lorsque  le  point  [z^  u)  tendrait  vers  un  des 
points  (5),  i^-);  ce  qui  est  impossible,  puisque  l'intégrale  est  de 
première  espèce. 

190.  Si  l'intégrale  abélienne  considérée  est  quelconque,  il  est 
facile  de  montrer  que  l'on  retrouve  les  mêmes  formules  finales 
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que  par  la  |)rcinii"ro  iin'llnnlf.  l'uiir  jiIun  de  .siiii|ili<-ilt-,  sii|i|insniis 
que  i>{z,  li)  soit  une  iiilt'gralo  «le  secoudc  espèce  avec  un  |i<Mc 
simple  (?,  r,)  à  dislance  linio,  dislinct  des  points  de  lamilit  ;iliuii. 
le  résidu  étant  égal  à  i.  Ktant  données  deux  eourhes  du  iiiéiuc 
degré  //,  représentées  rcspectiveineni  |)iir  les  dru\  iWpialiijns 

(24)  /(z,u)  —  o,        ç(j.  «)  — o, 

si  l'on  considère  le  faisceau  de  courbes 

{«5)  /{  c,  ti  I   ■   1/ii  z.  u  ) -"- o, 

OÙ 

/i(  z,u)  -  V*-'  ")  — /t-1  "). 

les  deux  courbes  appartiennent  à  ce  fiiisceau  et  correspondent  aux 
valeurs  zéro   et  un  du  paramètre  A.   D'après  ce  que  nous  venons 

de  démontrer,  la  dérivée  .c  est  une  fonction  rationnelle  du  para- 
mètre A.  D'autre  part,  la  somme  I  conserve  une  valeur  finie,  sauf 
pour  la  valeur  A,  du  paramètre  À,  telle  que  l'un  des  mn  points 
d'intersection  soit  venu  au  point  (ç,  r,),  c'est-à-dire  pour  la  valeur 


/.<,;,v) 


Pour  fixer  les  idées,  supposons  que,  pour  ),  =  ).,,  un  seul  des 
points  d'intersection  vienne  au  point  (ç,''i)'  Dans  le  domaine  du 
point  (^,  r,)  on  a 

X-X,=A(^-t)-A.(c-^)2-..., 

A  étant  un  coefficient  différent  de  zéro  qui  a  jiour  valeur 

àF/.df         à/A      d¥  f     df        d/A 

A_.  ^F- 

Inversement^  dans  le  voisinage  de  A  =  A, ,  on  a 

L'intégrale  ^'(^/,  J'/),  correspondant  au  point  {xi,  yi)  qui  vient 
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coïncider  avec  le  point  (i,  y.)  |i(mr  a  =  X,,  est  donc,  dans  le  do- 
maine (In  point  ).,,  de  la  forme 

P().  —  )v,  )élant  une  fonction  régulière  ponr>v  =  ).| .  La  différence 
A^ 

reste  donc  finie  pour  toute  valeur  de  ).,  et,  comme  sa  dérivée  est 
une  fonction  rationnelle  de  \,  elle  se  réduit  nécessairement 
à  une  constante.  Ecrivons  que  la  somme  précédente  a  la  même 
valeur  pour  ).  =  o  et  pour  ).  r=  i  ;  il  vient,  en  remarquant  que  A 
peut  s'écrire 


D(F,cp)  _  _  D(F,/) 


/ 


et,  en  remplaçant  À(  par  sa  valeur, 


I/-1?- 


ce  qui  peut  encore  s'écrire 


D(F.o)         D(F./) 

DC/-,,0  D(r.,'o 

dF  ôF 


df      ^  I    do 


c'est  au  fond  la  même  formule  (7)  que  nous  avions  déjà  obtenue 
par  la  première  méthode.  ly  et  Iç  représentent  respectivement  la 
somme  des  valeurs  de  l'intégrale  v(z-,  u)  aux  mn  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  donnée  avec  les  deux  courbes /=  o  et  o  =  o. 

Le  procédé  qui  vient  d'être  indiqué  s'applique  évidemment  à 
une  intégrale  abélienne,  quels  que  soient  les  points  singuliers  et 
leur  position  sur  la  surface.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  da- 
vantacre. 
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l'.M.     \|irrs  CCS  ^éiu'iiilih's,  miii^  ;ill.iii>  i  (in->i<l(  itr  en  |t;iilicii- 
litT  le   ras   tics  iiiU-^'ialcs  li\  |icrclli|it  ii|iir«;.   Soil 

(-.7)  "■'        '!'-- 

une  rclalion  liv|)riflli|)li<|ii('  de  j^cnre />,  cl  'j[Z)  une  loiicnon  ra- 
tionnelle (jiieieoiujiic  (le  z.  Si  Ton  veut  considérer  le  syslènie  des 
points  de  renconlre  de  la  cuurhe  (■>.■;)  avec  une  autre  eoiirhc 
algébrique  (juele()n<|iic  /'(  c, //),  on  peut  supposer  (piOii  a  rem- 
placé, dansy(::,  t/),  une  puissance  paiir  (\r  u.  Itidlr  (pic  //'-^,  par 
[R(:;)]*  et  une  puissance  ini|»alrc  de  //,  lelle  (|iic  //'-^  +  ',  par 
[R(5)]*//,  ce  qui  re\ieiit  à  prendre  jtoiir  ('(pialioii  de  la  seconde 
courbe  une  c(pialiun  du  premier  deyiM-  en  u , 

(^»)  ■'  =  W)'  • 

V{z)  et  Q(3)  étant  des  polynômes  de  degré  m.  Les  abscisses  des 
points  de  rencontre  des  deux  courbes  (lij)  et  (28)  sont  données 
par  l'équation 

(29)  PHz)-Ç>^z)Riz)^-o, 

de  degré  2/?i  +  2/?  +  i  ou  2fn-r-  2p  -{-  2,  suivant  que  R(^)  est  de 
degré  2p  -j-  i  ou  2/?  -+-  2.  Soit  q  le  degré  de  cette  équation,  Zi, 
Z.2,  ...,  .s^  ses  q  racines,  et  f/,,  u^,  ...,  Uq  les  valeurs  correspon- 
dantes de  «, 


Posons  toujours 

'"  ■"■'  ojz)  dz 

'(.o,«») 


u 


et  désignons  par  la  lettre  0  la  différentielle  totale  prise  par  rap- 
port aux  coefficients  variables  des  polynômes  P(^)  et  Q(:;). 
On  a 

de  l'équation 


U>  riiAPiTiiic   I  \. 

mi  lire 

c'csl-à-dirc  en  (l('vcl()|i|)aiil  0']/(c/), 

'\>'{zi)?jZi-^  ■iP{Zi)  oPi-  zqizijRizi)  oQ,=  o, 
cr,  par  siillc, 


Picmplnrons  au  numérateur  QJ R/  par  PJ  et  supprimons  le  fac- 
teur commun  P,,  il  reste 

Si  l'intégrale  /  ^^^-^—  dz  est  de  première  espèce,  'f  (^)  est  un  po- 
lynôme de  degré/?  —  i  au  plus:  le  coefficient  d'une  différentielle 
quelconque  telle  que  ocik  au  numérateur  est  un  polynôme  de  degré 
im-\rp  —  2  au  plus.  On  a  donc  comme  coefficient  de  ô«a  une 
somme  telle  que 

étendue  à  toutes  les  racines  de  l'équation  '}(^)  =  o,  0(-)  étant 
un  poljnome  de  degré  im-\-p  —  2  au  plus  ;  le  numérateur  est 
donc  d'un  degré  inférieur  de  deux  unités  au  moins  au  degré  de 
Y(;).  D'après  une  propriété  élémentaire  bien  connue,  cette  somme 
est  nulle. 

Remarquons  ici  que  le  degré  de  l'équation  (29)  peut  s'abaisser 
pour  certaines  valeurs  particulières  des  coefficients  des  polynômes 
P(^)  et  Q(s).  Dans  ce  cas,  quelques-uns  des  points  d'intersec- 
tion des  deux  courbes  qui  sont  variables  avec  les  coefficients 
doivent  être  considérés  comme  s'étant  éloignés  à  l'infini. 

4912.  Nf  us  allons  nous  occuper  maintenant  de  quelques-unes 
des  applications  les  plus  importantes  du  théorème  d'Abel.  Étant 
donnée  une  courbe  algébrique  de  genre  /?,  F (5,  u)  =  o,  et  une 
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inlt^j;ralc  a  hi- lien  m*  (|iU'l»niM|iic  i'(;,  a)  allaclii'e  à  colle  «•«•url)»\ 
i(i  somme  des  vuleurs  de  eette  intéi^nale  en  i/n  nonihre  tfiiel- 
cofKjue  de  points  analytnjues 

t'(-,,  M,)-f-.  .  .-t-f  (-,X,  "[i) 

peut  tou/ou/s  se  rtimener  à  di  somme  des  valeurs  île  In  même 
intégrale  en  p  points  (;;',,  //',  ),  ....  (c„,  //' ),  se  déduisant  algé- 
briquement des />remiers,  augmentée  de  f/uantités  algéhriffues 
et  logaritlimitptes. 

Il  siilfil  évidcninu-nl  de  dvmonivev  la  propriélr  lorsf|uc 
jjL  = /> -h  I .  l''ii  t'Hft,  si  la  somme  de  p  4- 1  inlégrales  se  ranièiu' 
à  la  somme  de/>  inléj^rales,  la  somme  de  p -r-  ■*■  inlégrales  se  ra- 
mènera d'abord  à  la  somme  de  p  -r-  i  inU'j,'rales,  puis  à  la  >omme 
de  p  inlégrales.  En  conlimianl  de  même,  on  ^oit  que  le  r<'siillal 
sera  y;énéral.  Supposons  donc  qu'on  ail  la  somme 

V{Zi,  «i)-^  V{Z2,  Ui)  -T-.  .  .-h  v(Zp+i,   Up-i-i). 

D'après  un  résultai  élabli  [)lus  haut(n"  172),  on  peut  toujours 
trouver  un  faisceau  de  courbes  (par  exemple  de  courbes  ad- 
jointes d'ordre  m  —  2)  rencontrant  la  courbe  donnée  en /?  + i 
points  variables  seulement,  de  telle  sorte  que  pour  Tune  des 
courbes  du  faisceau  ces  p  -h  i  points  variables  soient  précisément 
les  points  donnés  (r,,  w,),  ...,  {:-p+{,  '//)-fi)- 

Soit 

(3n  f{z,  u)  =  o 

l'équation  de  cette  courbe  particulière  C  du  faisceau, 

(32)  f(z,   U  )  —  ')./l(  ~-,  Il  '  =  o 

l'équation  d'une  courbe  quelconque  du  faisceau.  Les  polvnomes 
/(z,  m),/i  (z,  u)  ont  leurs  coefficients  qui  dépendent  rationnelle- 
ment des  p  H-  I  points  donnés  {z^,  w,),  .  .  .,  (-^p+i,  ifp+i)-  Dispo- 
sons maintenant  du  paramètre  À,  de  façon  qu'une  couibe  du  fais- 
ceau passe  par  un  point  donné  à  l'avance  (a,  |5),  par  exemple,  par 
le  point  pris  pour  origine  des  intégrales.  Cette  courbe  C"  ren- 
contre en  outre  la  courbe  donnée  en  p  points  [z\,  u\'),  ...,(^' ,  u') 
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qui  (Irpcfulcnt  alprhriqncmenl  des  premiers  ;  d'après  le  théorème 
général,  la  diirércnce 

r(5,.  M,  )-+-..  .-^  ^'(zp^i,  u,,^i  )  —  [i'(z\ ,«',)—.  ..—  v(z'p,  U'p)] 

est  égale  à  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux 
courbes  C".  C,  augmentée  d'une  somme  de  logarithmes  de  fonc- 
tions rationnelles  des  mêmes  coefficients.  On  a   donc  bien 


Up^ 


(33)    ^  t'(-i."i)-+-----^»'(-P+i 

(       =r(c', ,  u\)  —...-- iUz'p.  ii'p)^C  —  o  —  \i  logo, -t-...  —  A^  logo,, 

C,  A,,  ...,  Ay  étant  des  constantes  et  o,  cp<,  ....  'j,ç  des  fonctions 
rationnelles  des  coordonnées  des /) -t- I  points  donnés  (i;,,  f/,).  .... 
{'•p+\,  ffp+t)-  La  proposition  est  donc  établie. 

Si,  en  particulier,  l'intégrale  v{z,  ?/)  est  de  première  espèce, 
la  différence 

P^\  p 

se  réduit  à  une  constante  r(a,  ^3).  La  proposition  générale  peut, 
dans  ce  cas,  s'énoncer  ainsi  :  La  somme  des  valeurs  d'une  inté- 
grale abélienne  de  première  espèce  en  un  nombre  quelconque 
de  points  analytiques  est  égale,  à  une  constante  p?'ès,  à  la 
somme  des  valeurs  de  la  mênie  intégrale  en  p  points  analy- 
tiques seulement,  qui  dépendent  algébriquement  des  pre- 
miers. 

C  est  le  théorème  d  addition  pour  les  intégrales  de  première 
espèce. 

193.  On  déduit  de  là  sans  difficulté  l'intégration  des  équations 
différentielles  dites  abéîiennes,  dans  le  cas  le  plus  général. 
Soient 

t'i  —   \  ■:-'<  z.  Il  \dz.  (;,=    l  o^J  z,  u)  dz,         ....         Vj,=  I  Op(z.  u)dz 

p  intégrales  linéairement  indépendantes  de  première  espèce, 
attachées  à  une  courbe  de  genre  p.  On  donne  le  nom  d'équa- 
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tiom  (lijft'-rentifllcs  (ihi'liinn,:<  au  s\>(.'rin'  irii|iiiili((iis  siii\iiiil 
I   !p,U,.  Ux)dzx-^'i\(Zi,  Ui)</z,-^-...'r-'ii(Zf„  u,,)dZf,-i-'^i(z^.,  i,  u,,.  ,)dz^^.i  =  o, 

I    0,(j,.//,)rf-,-r- —  ?î<-/>     I,  M/,.  ,)'/-/,-.!  =  0, 

(   Ç/,(J|,  «,)</-i  -+- —  Of,(Z,,^i,Up.  y)(iZp^,  —  o, 

où  l'on  suppose  toujours  ;;,  et  tii  liés  par  la  relation  F(-/,  M/)  =:  o. 
Ces  p  «'qualioiis   définissenl  p  des  points  analytiques  (s/,  Ui)  en 

fonction  du  (/' -h  i )'*'"'',  par  exemple,  (z.,  u-y) (-/»+ij  "p+i), 

en  fonction  de  (3|,  //|),  quand  on  se  donne  les  valeurs  initiales 
(ii,"ni)i  (L.  ^i)-  --(i/j+i,  'r,p+i)-  D'aprrs  les  théorèmes  géné- 
raux de  Caucliy,  la  solution  du  système  (34),  où  les  valeurs  ini- 
tiales sont  les  précédentes,  est  complètement  définie  (').  Cette 
solution  est  d'ailleurs  donnée  par  les  équations 

r-^- ; ■ 

(  Vp{zi,  ui)— —  Vp(z,,^u  Up-^i)=  ^'/.(çl,ï)l;-^•••-t-^>U/,-^l,  >;/,+  ,), 

équivalentes  aux  équations  (34),  en  tenant  compte  des  valeurs 
initiales.  Ces  relations  paraissent  transcendantes,  mais  elles  sont, 
en  réalité,  algébriques  (Cf.  179  ).  Imaginons,  en  effet,  qu'on  ait 
l'équation  d'un  faisceau  de  courbes  ' 

(36)  f(z,u)-^lf,(z,u)=o 

rencontrant  la  courbe  donnée  en  /?  —  i  points  variables  seulement, 
ces/?—  I  points  variables  se  réduisant  aux/? -^  i  points  donnés 
(^,,r,,),  ..  .,  (i^+(,T,^^,)  pour  une  des  courbes  du  faisceau,  par 
exemple,  pour  la  courbe /(;,  u)^:  o.  La  courbe  du  faisceau  (36) 

(3;^  f(z,u)/i{z,,u,,-fyiz,u)/(zi,uO=-o 

rencontre  la  courbe  donnée  au  point  (z,,  Uf)  et,  en  outre,  en 
/)  points  (^2,  U2)'-  •  • ,  i^p+ij  Up^,)\airiAh\esnvcc{z,,  i^,).Ce  groupe 
de/?  points  se  réduit  au  groupe  des  points  (;o,  r.o),  .  .  . ,  (i/,+i,  'f,p+i) 


(')  Nous  négligeons  les  cas  exceptionnels  où  les  p  —  i  points  (;,  r,)  seraient 
sur  une  c'ourbe  adjointe  d'ordre  m  — 3.  On  serait  conduit  à  des  solutions  singulières 
que  nous  laissons  de  côté. 
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lorsque  (-,,  n,)  coïncide  avec  le  point  (;i,"^ii)-  D'ailleurs,  d'après 
le  ihéorènie  d'Abel,  ce  groupe  de  p  points  satisfait  toujours  aux 
(Mpiiitions  (35)  et,  par  suite,  aux  équations  (34).  H  constitue  donc 
l'intégrale  de  ce  dernier  système,  qui  est  défini  parles  conditions 
initiales  données. 

10 i.  Les  calculs  à  cfTectuer  sont  plus  ou  moins  compliqués, 
suivant  les  cas.  Nous  allons  indiquer  comment  on  peut  les  effec- 
tuer pour  les  intégrales  hyperelliptiques,  en  modifiant  légèrement 
la  méthode  générale. 

Soit      • 

(38)  «2=  Ao52p+--+- AiS2/'+l  +  ...-;-A2p+l^-i-A2;,  +  2=  R(2) 

une  relation  de  genre  /?,  le  coefficient  Ao  pouvant  être  nul,  mais 
le  coefficient  A,  n'étant  pas  nul  dans  ce  cas,  et 

CJ;))  U  =   U.oZP+i-h  CCiZP--.  ..~-CCp+i 

une  courbe  de  degré  /?  -f- 1 ,  où  7.),  a.o,  ....  a^^,  sont  arbitraires 
et  où  l'on  a  pris  ao=  y/Ao .  Ces  deux  courbes  (38)  et  (39)  se  cou- 
pent en  2/?+ 1  points  variables  avec  les  paramètres  7.4,  ao,  ..., 
«/>+!,  et  généralement  situés  à  distance  finie.  Les  abscisses  de  ces 
o.p-i-1  points  (:;,,  m,),  ..  .,  (so/,^.),  ii-2p+\)  sont  fournies  par  l'é- 
quation 

(40)  (oioZP^i-hOiiZP-^.  .  .-i-ap^.i)2  — Ao^2/'+2__.  .  ._  A2p4-2=  o. 

On  peut  disposer  des  p  +1  paramèti-es  a,,  .  .  . ,  a^^,  de  façon  que 
la  courbe  (39)  passe  par />  +  i  points  donnés  à  l'avance  de  la 
courbe  (38),  (Zf ,  m,),  .  .  . ,  (^/,+t ,  Hp+i)-  Les  p  points  restants 

i^p+^j  ay,4-2),    .  .  .,   (  Z.2P+1,  U^p+l  ) 

sont  alors  déterminés  algébriquement  en  fonction  des  premiers. 
D'après  le  théorème  général,  si  ç(z,  u)  est  une  intégrale  attachée 
à  la  courbe  (38),  on  a 

(4,)  )     ^v{Zi,Uc)-^^v{Zp+i+k,Up+i+k) 

f        =G-f-<];-+-A,  log-^,-f-...+  A^log6^, 
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A, \y.  <  !  <'l.iiit  (Ifs  cniislMulcs  cl  1/.  ■!/, '1,1  (li-s  ronctiuiis 

ralioniu-llt's  tic  a, x^,^i  et,  par  suite,  des />  -r- i  [xiiiil».  tloii- 

ncs  (c,,  </,),..  . ,'.  v^,;., ,  Il  pj^\  '.  Si  l'on  n-inarcjuc  inaiiitcnanl  ijuc  la 

somme  des   valeurs  dune  intc'^rale   ahélieiitie    /  ^—^ — -  en   ileux 

points  superposés  (c,  w),  (  z,  —  //)  est  une  coiislanlr.  la  loimulc 
(4i)  peut  encore  s'écrire 

''^*  '' 

y  v(  Zi,  Ui)=  ^  i'(z'^,  «Â-)-+-  C'-T-<}/  -+-  A,  Inn;'^,-+-.  .  .—  A,,  log'I/,/, 

I  -ri  Al 

en  posant  -)^  =  ^/i+a+i,  "l    '-  —  W/j+a^-i-  C'est  au  (ond  le  tln'orèmc 
d'addition  des  intégrales  alx'-lienncs. 

Si,  en  particulier,  l'intéi^rale  efc,  u)  est  de  première  espèce,  les 
formules  (ji)  et  (/{a)  deviennent 

/'  +  '  p 


(40'  ^^i  -/ ,  «<•  )  -^  2  ^'  (  -/;+/.■+! ,  «/.+X+I  )  =  G, 

1=1  *=1 

p-i-l  p 

(42)'  2^"^^''  "')  =  ^^(^/-'  "/J-^G'. 


L'intégration  des  équations  abélicnnes  se  déduit  de  là  bien  aisé- 
ment. Posons 


/dz  r  zdz  rzP-1-  d 

7W)      ''=J7m'     ■■•     "'=JVm 


zP-'^  dz 


de  la  relation  (4  0'  ^^  *-•' 


I    dzi  ^^  dzi  dzp-i-i dzp+o  dzop+t 

l       M,  '       Uy  '  '  '  Up+i  ~  Up->-2  '  '  '  U.p+i    ' 

1  ^1  dzi       ^^  Z2  (ho   _^     ^p+i  dzp+i 2p+2  dzp+2 z^p+idz^j^-i 

43)    ^  «1  Ui  '     '"  ltp-^\  «/)-4-2  «S/J-l-l 

1  ^r»  dz,    ,   i;/-'  ^^-2    .  ,    z'>-\dz„^^^      z'IrAdzp^.         ^      zPpUdz.p^y 

\  Ul  U-i  Up+l  Up+2  "2/J-l-l 

Les  p  équations  abélicnnes 

(44)  ^-^'  _^. .  ._^  îki  dzp^,  =  o  (^  =  o,  ,,  2,  .  .  .  ,/>  -I) 

"i  "p-t-i 
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sonl  (I()H(^  ('(iiiivnlciilcs  ;m\  />  rclalions 

iloiil  on  ol)li(Mil  l'Iiilcgralc  gcm'-ralc  en  posant 

dzp+2  =  o,         . . . ,         dz^p+i  =  0, 

c'est-à-dire  ^^^0=  C|,  .  .  . ,  ^2/>+t  =  Cp.  En  résumé,  pour  obtenir 
l'intégrale  générale  des  équations  (44)^  on  détermine  les  coeffi- 
cients a,,  ao,  ...,  a^^i  de  la  courbe  (3ç)),  de  façon  que  cette 
courbe  passe  par  les  p  -f-  i  points  (;:, ,  w,),  .  .  . ,  (s^+i ,  w^+,)  ;  la 
courbe  ainsi  obtenue  rencontre  la  courbe  u-=^K(z)  en  p  autres 
points  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  algébriques  des 
coordonnées  des  (p-hi)  premiers  points.  En  écrivant  que  ces  p 
nouveaux  points  sont  fixes,  on  obtient/?  relations,  dépendant  de 
p  constantes  arbitraires,  entre  les  p  +i  points 

(^1,  Ml),   ...,  (^,,+1,  Up^i). 

C'est  r intégrale  générale  des  équations  abéliennes  (44)- 

19o.  Développons  les  calculs  pour y9  =  i  et/?  =  2.  Considérons 
d'abord  la  relation 

«2=  R(5)=zi-^Ai23^.  A252^  As^^  A4; 

le  système  (44)  se  réduit  à  l'équation  unique 

(4o)  — -  -1 =  =  o, 

Ml  M, 

qui  est  précisément  l'équation  d'Euler.  Pour  appliquer  la  méthode 
générale,  il  faut  d'abord  déterminer  les  coefficients  a  et  a,,  de  fa- 
çon que  la  courbe  auxiliaire 

(4/)  u  =  z--h  az  -+-  (Xi 

passe  parles  deux  points  (:;,,  m,),  (z.,,  112)-^  on  trouve  ainsi 

//o,  „  Ui—  U2  ZiUo —  Z^Ui 


TU  i: OUI.. M  i:    n    \iiki..  .\j.ij 

La  roiirhr  (  17^  iciuoiitrc  l.i  courhf  iloiiiii'c  m  un  Irnisiriiic  pdinl 
(53, //a)  iloiil  l'abscisse  33  est  racint;  de  r('(|ii,iti.tii  «lu  lioisirmr 
degré 

(  5« -f-  1  C  -r-  a,  )î  =  -* -+-  A,  C3 -+-  A,  C2 -+-  A3  - -t- Ai 

ou 

(A,  —  2a)c3-r-(A2—  a»—  3.2,)5'-+-(A3  —  aaa|)c  -+-  A;  —  aj  =  o; 

les  deux  aiilrcs  racines  stmt  c,  et  z-^.  On  a  cnlic  ces  racines  les 
relations 

a»-f-aa|  — Aï 


M  —  -î-i-  -3  = 


^,  ^.,  ^3  — 


A,  —  ia 

A3—  aazi 
A,  — v.a   ' 
gf-  \., 

Al  —  >. X  ' 


l'inlégrale  générale  tle  ré(ju;ili<in  ^  \6)  peut  donc  s'écrire  sous  Tune 
des  trois  formes  suivantes 


Al  —  2a 

A3 —  aaa 


Aj  —  2a 

gf— At 
Aj  —  2a 


CziZi, 


où  l'on  suppose  y.  et  a,  remplacés  par  leurs  expressions  (4^).  Si 
la  relation  considérée  a  été  mise  sous  la  forme  normale 

u^.^(,-z^)(i-/,^.z^-)=k^-(^z-'-'~~z^-+^y 

il  suffit  de  j)rendre  A,  =  o,  Ao  ^ 7^'   -^^  ^^  ^'   ^■'  ^^  Ta'  ^' 

l'on  adopte  la  seconde  des  formes  précédentes  pour  l'intégrale  gé- 
nérale, il  reste 

a.i  —  ZiZi=  C{Zi-r-Z2) 

ou 

ZIU2  —  Z2U, 


on  retrouve  la  formule  habituelle  qui  donne  l'intégrale  générale 
de  l'équation  d'Euler. 


,j3o  c  11  A  ri  T  m:   i\. 

IîHk    Si)il,  m  second  lien, 

ir-  r-.  \\(z)=  Au-'M-  A,  5*-f-  A,^^^-  A3^2-+-  Ai^  -+■  Aj; 

pour  iiilc'grer  le  .système  alx'-lien 

)      »|  i/2  "3 

I    Zt  clZi  -52  "-s 2   _^   ^3  a^Z    _ 

(  M,  "^        «2  "3 

il('-lcrniinons  les  coefficients  a,  a,,  ao  de  la  courbe  auxiliaire 

(5o)  M  =  a^^-i- Qti^ -4- a,, 

de  façon  qu'elle  passe  par  les  trois  points  (s, ,  ;/,),  (:;o,  «j),  (cj,  Ui)\ 
on  trouve 


j  ^    i^l(-2—  -33)-+-  «2(^3—31)-+-  î/3(-l  — -2) 
(5l)        Ml  = 


aj: 


(^1  —  >52)(-5l  —  •S3)(-2~  -3  > 
t<,(-ô|--5|)-m2(^!-^|)+^3(-Si--gl-) 

(.^1  —  -S2)(-Sl  — ^3)(^2— -33) 
f/l  ^2^3(^2— -33)+  tt2-S3-Sl('S3— -Zl)-i-  M3-S1-S2C-I  —  -S») 


(^1—  ^2)(^1  — -3)('32—  -S3) 


La  courbe  (5o)  rencontre  la  courbe  proposée  en  deux  autres  points 
{z^,  II!,),  (^5,  M5),  dont  les  abscisses  sont  données  par  l'équation  du 
cinquième  degré 

Ao-s5  +  (Ai  — a2)^i  +  (Â2  — 2aai).=3  — (A3— a2  — 2aa2)^2 

-l-(  Ai—  2aia2)s  -i-  A5 —  a|  =  o; 

les  trois  autres  racines  sont-S, ,  z-^,  z^.  On  a  donc  les  cinq  relations 

Ao 

A2 —  2aai 

Z,^2-+-  '5,;:3-|-  ^2 -33 -^( -51-^-32-^-33)  (^4-^-5)-!-  454  ,55=    — 


Ac 

-3l-52^3-i-(-3l-52-^  -Si-Ss-r-  -Sj-Sa)  (-Sj -H  ,55) 

af -f-  aaa, —  A3 


■(-3l-^  .52-l--53);:4,55: 


Ao 

Ai—  2a,a2 


l-32-53(-34-i-S5)-r-(-5l-32-l- -31-53-+-  ^2-33)^4.55  — 

a?  —  A5 

-51-52-5304.55—  7 • 

Ao 


TU  I  1)11  KM  I     II    viii:i,.  .^3l 

Il  Millil  «le  r.iii|il.i(<r  il.iiis  il.'iix  (Ir  c.'^  rr|;iti<iiis  c»  l't  z.  |..ir(lcs 
coiislanlcs  arhilraircs  et  a,  a,,  i..>  par  leurs  valeurs  tin'cs  des  for- 
mules {'^\^  pour  avoir  l'iiiléj^rale  f^énérale  du  syslème  (  î()). 

11)7.  On  |HMil  loniicr  (\k:>  >jslrinis  ir«'ijM;ii  i.ms  dillt-rmlieilcs, 
analogues  aux  syslènics  précédents,  et  dmii  linh'grale  générale 
est  algt-brique,  alors  même  que  les  intégrales  (|ui  y  figurent  ne 
sont  plus  de  première  espèce.  Par  exemple,  nous  avons  vu  (juc 
l'intégrale  géiu'ralf  de  ré(|ualii»ii  diUV-rciilicll*' 


v/(i-zî)(i-X-»-î)        v/(,_5Î)(i-A«5Î) 
est  donnée  par  la  rehilimi 


z,\/{x-  z\nx-  k-^zD-  z^sj<,\—  z\)i,i—k^z\) 


11  est  clair  cpie  la  vérification  directe,  qui  est  facile,  s'effectue 
quelle  que  soit  la  valeur  de  k.  Si  l'on  fait  A"  =  o,  on  en  conclut 
que  rintégrale  générale  de  l'équation 

d,Z\  dzn 


est  fournie  par  Téqualion 

z,^Jx-z\-z,s/x-z\ 
qui  peut  s'écrire  aussi 


On  voit  de  môme,  en  faisant  /.-  =  i,  que  l'équation 


Z\  -<-  Zi 


=  G 


représente  l'intégrale  générale  de  l'équation 


i  —  zi    '    i  —  z\ 


.yi?.  cil  \  IMTHK     l\. 

l/ii|)|ili(;ili«)ii  (lirciMc  (In  lli('()irnie  (l'Alnl  ;mi\  inl(''i;r;iles  (le  Irol- 
siî-mc  espèce  coiuliill  iiisi'-iueiil  aux  mcmcs  résullals.  Etant  donnée 
la  iclaliiin 


tî  =  I  —  z^. 


considérons  la  fonclior»  rationnelle 

I  -4-  az  -+-  P^^ 


o(z,u) 


'{' 


8^2 


qui  admet  trois  zéros  {z-,,  Ui),  {z.2,  ifo),  (^3?  «s)  et  trois  infinis 
(r.'i,  i(\),  (;'.,,  ?/!>),  (r-!,,  u\),  et  l'intégrale  de  troisième  espèce  /  — i 
qui  a  ses  deux  points  critiques  rejetés  à  l'infini.  La  fonction 
o[z-,  II)  reprend  la  même  valeur^  en  ces  deux  points  critiques; 
donc,  d'après  la  formule  générale  (lo),  on  a 


Laissons  fixes  les  coefficients  y,  o,  et  faisons  varier  a  et  |5lj  le 
second  membre  de  l'égalité  précédente  conserve  une  valeur  coe- 
stante.  On  a  donc 

dzi       dz=i       dz^ 


{zi,ai),  {z-i/u.y),   (-^3,^3)   désignant  les   coordonnées   des   trois 
points  d'intersection  variables  de  la  courbe  donnée  u-=  i  — z^ 
avec  la  courbe  mobile  11=  i  -i-  az  +  p^^. 
L'intégrale  générale  de  l'équation 

dZi    _   dZj_   _ 
lll        '       11-2     ~ 

s'obtient  donc  en  posant  xîj  =  const.  Le  calcul  s'achève  comme 
au  n"  19o. 

198.  Le  théorème  d'Abel  s'étend  aux  courbes  gauches  algé- 
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lnit|ii<-,.  Siiil  (>  une  ctiiirhc  |)l.iiif  Jr  -cuit/;,  r«-j.r<''.«.ciiltM'  i»;ir 
rtMjii.ilion 

•  '  F  (  j  ,//)  =  (»  ; 

lt>  point  (le  coordiiniH'fs  (  \.  Y.  7.\. 

(  V3  (  \  --  J\  z.  Il  ),         V  =  -^i  ;.  Il  I.  y.  —  -li  z.  f/\ 

ou  /■(  c,  //),  '^(z.  Il),  '\>{z,  II)  sonl  (les  l'uuclions  ralioiuicllcs,  dr- 
cril  iiue  courbe  gauclie  F,  qui  correspond  point  par  point  à  hi 
courbe  plane  C,  si  les  fonctions  /".  :;.  'l  n'ont  pas  été  prises  d'une 
façon  particulière,  ce  (pic  nuu^  siip|io>croris  ;  de  telle  sorte  rpi'in- 
vcrseuîcnl  :;  et  //  sont  des  fonctions  rationnclhvs  Ai-  \.  \ .  '/.  Touic 
intégrale  de  la  forme 

(5i)  foLi/\-^'i,/Y  +  -;r/Z. 

prise  le  long  de  la  courbe  F,  où  a,  |î>,  y  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  X,  \,  Z,  se  change,    par  la  subslilution  (53),  m  une 

intégrale  abélionnc   /   R(;,  i/)dz  relative  à  la  courbe  C  iJ'autre 

part,  soit 

P(\  Y  Z  ) 

une  fonction  rationnelle,  P  et  Q  étant  deux  polynômes  du  même 

degré;  si   l'on  y  remplace  X,  Y,  Z  par/(:;,  u),  '^(;,  a),  •l>(z,  m), 

il  vient 

n(X,  Y,Z)  =  ni(:.,  n). 

n,(::,  u)  étant  une  fonction  rationnclb;  du  point  analytique  (z,  (f), 
dont  les  zéros  correspondent  aux  points  d'intersection  de  la  courbe 
gauche  F  avec  la  surface  S,  qui  a  pour  équation  P(X,  Y,  Z)  =  o, 
et  les  pôles  aux  points  d'intersection  de  F  avec  la  surface  S'  repré- 
sentée par  l'équation  Q(X,  Y,  Z)  =  o.  On  peut  donc,  en  appli- 
(juant  le  théorème  d'Abel,  exprimer,  au  moven  de  quantités  algé- 
briques et  logarithmiques,  la  différence  entre  la  somme  des  valeurs 
de  l'intégrale  (54)  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  gauche  F 
et  de  la  surface  S,  et  la  somme  analogue  aux  points  d'intersection 
de  F  et  de  S'.  En  particulier,  si  l'intégrale  considérée  est  de  pre- 
A.   ET   G.  28 


{3^  (Il  Al' Il  lu;   i\.  —   1111:0  m;  Ml-   ir\iii;i, . 

iiiicTC  esprc(\  il  fil  csl  de  nitiiu;  do  linlcj^ralc    /  \\\:-,  u)dz,  i'L  1 

tlu'orcmc  (l'Alicl  |)(iiL  s'énoncer  ainsi  : 

1,(1  sonune  (/es  lui leurs  (T une  inlégrale  de  première  espèce 

f  oi(l\-^  pf/Y  +  vrfZ, 

(tllaeliée  à  une  courbe  gauche  algébrique  F,  prises  depuis  un 
origine  fixe  jusqu'aux  points  d'intersection  de  cette  courb 
avec  une  surface  algébrique  variable  de  degré  m,  reste  con 
stante  lorsque  les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équatiot 
de  cette  surface  varient  d' une  façon  arbitraire. 
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ClIAIMTIiK  \. 

l.K  l'HoIiLKMI':  1)1-:  i;i\VKHSIO\  ('). 


Kcchcrclic  des  cmirbcs  dont  les  roordonnécs  sont  des  fonctions  uniformes  d'une 
intégrale  abéliennc  atlacliée  îi  cette  courbe.  —  Les  trois  formes  possibles  de 
lintégralc.  —  Inversion  de  l'intégrale  de  première  espèce  attaclièe  à  une  courbe 
du  premier  genre.  —  Généralités  sur  les  fonctions  doublement  périodiques.  — 
Recherche  des   équations  F(w,h')  =  o,  qui  admettent  une  intégrale  uniforme. 

—  Méthode  de  M.  Ilermitc.  —  Application  aux  équations  binômes.  —  Fonctions 
qui  admettent  un  théorème  d'addition  algébrique.  —  Généralisation  du  problème. 

—  Le  problème  d'inversion  de  Jacobi.  —  Extension  du  problème  de  Jacobi. 


409.  Le  problème  que  nous  allons  d'abord  Irailcr  pcul  se  lor- 
miilcr  ainsi  :  Etant  donnée  une  relation  algébrique  irré- 
ductible 

(i)  ¥{z,u)  =  o, 

peut-on  trouver  une  fonction  rationnelle  R(^,  a)  telle  qu'en 
posant 

(2)  w=    l  R(j,  u)dz, 


à  une  valeur  de  w  ne  corresponde  qu'un  point  analytique 

S'il  en  est  ainsi,  les  coordonnées^  el«  d'un  point  delà  courbe  (i) 
sonldes  fonctions  uniformes  de  (ip.  D'aprèslafaçondontceproblcme 
est  posé,  il  est  clair  qu'on  peut  efTecluer  sur  la  courbe  considérée 


(')  Auteurs  à  consulter:  Jacobi,  De  functionibus  duarum  variabilium  qua- 
drupliciter  periodicis,  quitus  ttieoria  transcendentium  Abelianarum  innititur 
{Journal  de  Crelle,  t.  XV)  ;  —  Briot  el  Bouquet,  liec/ierc/ies  sur  la  tliéorie  des 
fonctions  {Journal  de  l'École  PolytccJinique,  X\XVI=  Cahier);  Tliéorie  des 
fonctions  doublement  périodiques,  Livre  V,  Cbap.  IV. 


;  •)()  (Il  \  IMTHK     \. 

une  li-iiii>ftiriii;ilinii  liiial  intmcl  le  (|iiflc()n([iic.  Nous  pouvons  don 
sii|>pos(M-  (|m"  l.i  Mir(';icc  de  lîlnnann  T,  composée  do  m  feuillet! 
(pli  ronc^^pond  ;"i  r('(pi;ili(m  I"'  -  <>,  n'a  aucun  point  de  raniificE 
lion  à  rinlliii.  Cela  pos(',  la  fonclion  Jl(r,?/)  doit  satisfaire  au 
condilions  suivantes  : 

i"  Celle  fonction  ne  peut  s'annuler  pour  aucun  point  de  l 
surface  de  Ricniann  à  dislance  finie.  En  effet,  soit  d'abor 
(r/,  h)  un  point  non  de  ramification  à  dislance  finie.  Si  R(a,  l 
élait  nul,  on  aurait,  dans  le  domaine  du  point  (rt,  ^), 

R(.-,  u)  =  k{z  —  a)"-i-  B(^  —  rt)"+*^-  •  •  • 

ol,  par  suite, 

(3)  <r  =  (r(<7, /^)-h  -^ '■ i 1- 

Par  un  raisonnement  bien  connu,  on  en  conclut  que,  à  une  valeu 
de  tr  voisine  de  tp(a,  h),  correspondent,  pour  z,  («  +  i)  valeur 
voisines  de  «  qui  se  permutent  circulairement  lorsque  le  point  qii 
figure  la  variable  (v  décrit  dans  son  plan  un  petit  cercle  autour  di 
point  (T'(r/,  Z>). 

Soit,  en  second  lieu,  (a,  h)  un  point  de  ramification  d'ordr 
/• — I  à  distance  finie.  Si  l'on  pose  js  =  a  +  <'",  on  en  dédui 
u  ^=  b  -\-  'f(t),  'j)(t)  désignant  une  fonction  uniforme  de  t  dans  1 
voisinage  de  l'origine;  le  domaine  du  point  de  ramification  (a,  b 
correspond  d'une  façon  univoque  au  domaine  du  point  ^  =  o  su 
le  plan  où  l'on  représente  la  valeur  de  t.  En  substituant  ces  va 
leurs  de  z  et  de  u  dans  la  fonction  rationnelle  K(z,  w),  il  vient 

l\{z,  u)  =  t'^iXo  +  A^it  ^  . .  .), 

le  coefficient  Ao  n'étant  pas  nul.  On  a  de  même 

»■=  lK{z,u)(/z=    r^^(Ao  +  Ai^-f-...)/-^''-*^//; 

si  le  nombre  entier  k  était  positif,  on  voit,  comme  tout  à  l'heure 
que  t  et,  par  suite,  z  et  u  ne  pourraient  être  des  fonctions  uniforme 
de  w  dans  le  voisinage  de  w{a,  b). 

[[  en  serait  encore  de  même  si  le  nombre  entier  k  -h  r  —  i  étai 
positif.  On  doit  donc  avoir  k^i  —  /-,  c'est-à-dire  que  le  dévelop- 


I. r:   iMioni. iMi: 


|M  iiniil  ilf  l\{:-,  II)  tloil  nimiiHiuci-  p;ir  iiii  Icniif  à  c\|n)sanl  nr- 
j,'atir,  la  valoiir  absolue  de  cri  cxpo^aiil  t'iaiil  au  moins  égale  à  r  —  i  . 
Par  ci)nst'(jtieiit  : 

•>"  Tout  point  (II-  iiinn' /iidliiiii  (Vmilrc  r —  i  //  distauri 
finir  ditit  rtrc  un  pôle  de  H(c,  //),  d'ordre  r  —  i   dii  //mi/is. 

l'jiliii,  en  rliidianl  ce  (jiii  se  passe  aux  |)i)iiil-i  à  l'iiilini.  ui 
voit  (pie  : 

.i"  Les  m  valeurs  de  z-\\.{z,  u)  pour  z  infini  sunt  di [férenley 
de  zéro. 

Si  l'on  pose,  en  edel,  z  ^^  —  i  il  viciil 

«•  rr-  fï\(z,  u)dz  ^  —  f\\  ('  |, ,  ii\  '{\  ■ 
Daprès  la  première  propri('ti',  le  produit 


"a-)^^ 


ne  peut  èlre  nul  ])our  ::' =i  o  ;  par  conséquent  ^-ri(;,  u)  ne  peut 
être  nul  pour  r  infini.  Il  suit  de  là  que  les  /;?  développements  de 
la  fonction  rationnelle  \\{z,  u)  pour  des  valeurs  très  grandes  de:; 

commenceront  par  un  terme  en  -  ou  en  —  ?   à  moins  de  contenir 

des  puissances  positives  de  ^  ou  de  commencer  par  un  terme 
constant.  Mais  aucun  de  ces  développements  ne  peut  commencer 

par  un  terme  en  —  ou  un  terme  de  degré  supérieur.  Si  donc  un 

point  à  l'infini  de  la  surface  de  Riemann  est  un  zéro  pour  la  fonc- 
tion rationnelle  \\{z.  ;/),  l'ordre  de  ce  zéro  est  au  jdus  (-gai  à  ■>.. 

200.  Rapprochons  les  propriétés  qui  viennent  d'être  démon- 
trées pour  la  fonction  R(;î,  u).  D'après  la  première  et  la  troisième, 
le  nombre  des  zéros  de  R(;,  u)  est  au  plus  égal  à  ?/?2,  et  cette 
limite  n'est  atteinte  que  si  chaque  point  à  l'infini  est  un  zéro  du 
second  ordre.  D'après  la  seconde  propriété,  chaque  point  de  rami- 
fication d'ordre  r  —  i  de  la  surface  de  Riemann  est  un  pôle  d'ordre 
/•  —  I  au  moins  de  R(^,  u).  Le  nombre  des  pôles  est  donc  au  moins 
égal  à  S(/- — ^  i),  et  cette  limite  inférieure  n'est  atteinte  que  si 
chaque  point  de  ramification  d'ordre  ;•  —  i  est  un  pôle  d'ordre 


43S  cil  A  i>  nui:   \. 

/■  —  I  cL  si  la  fonction  \\{:-,  a)  n'admet  pas  d'autres  pôles.  Comme 

le  nombre  des  zéros  est  égal  au  nombre  des  inlinis,  on  a  donc 

(4)  ÏC/-  —  l)-r-0  =  2/«, 

o  rtcint  mil  ou  positif.  Portons  la  valeur  de  ^{r  —  i)  dans  la  rcla- 
lion  roudamentale  qui  donne  le  genre 

(5)  -^ m-^i=p; 

il  reste 

et  cette  équation  n'admet  que  les  deux  solutions 

y>  =  I,         0  =  0, 
p  =  o,        0  =  2. 

Nous  voyons  déjà  que  le  problème  proposé  n'admet  une  solu- 
tion que  si  le  genre  de  la  courbe  considérée  est  zéro  ou  un. 

Si  /)  =1:  I,  0  =  o,  les  seuls  pôles  de  R(5,  u)  sont  les  points  de 
ramification  de  la  surface  et  tout  point  de  ramification  d'ordre 
/■  —  I  est  un  pôle  d'ordre  /'  —  i .  Les  m  points  de  la  surface  à  l'infini 
sont  des  zéros  du  second  ordre,  c'est-à-dire  que,  dans  le  domaine 
de  chacun  de  ces  points,  R(^,  u)  a  un  développement  de  la  forme 

R(-',  «)  =  72  +  :^  -+-■•■  • 

On  voit  que  l'intégrale  /  ^{z,  u)dzresle  finie  en  tous  les  points 

de  T,  et,  comme  il  n'existe  qu'une  intégrale  de  première  espèce 
pour  la  courbe  F  :=  o,  de  genre  un,  cette  condition  détermine 
complètement  la  fonction  rationnelle  R(::,  «),  à  un  facteur  con- 
stant près. 

Prenons  la  seconde  solution  ^  =  o,  0  =  1.  On  peut  faire  plu- 
sieurs hypothèses  sur  les  pôles  et  les  zéros  de  R(:;,  u).  On  peut 
supposer  d'abord  que  le  nombre  des  pôles  est  égal  à  S(/-  —  i)  +  2, 
chaque  point  à  l'infini  étant  alors  un  zéro  du  second  ordre.  Cette 
liypolhèse  se  subdivise  elle-même  en  plusieurs  autres,  que  nous 
allons  énumérer  : 
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I"  (]|i;i(|iic'  |itiiiil  tl<'  rainillcalioii  «roulrc  /■  i  o^l  im  pùle 
(l'ordif  /• —  I  clf  l\(:;.  u),  «[iii  admet  cm  oiiln-  deux  [xMr-,  siiii|dcs 
ou  un  pùle  double,  distincts  des  points  de  rainilicallon  ; 

•'."  Ln  des  points  de  ramilîcalion  d'ordre  /•  —  i  est  un  pr.lc 
d'ordre  /•  de  [{(  z,  //),  cpii  adinel  en  outre  un  pôle  siMi|ilf,  di^linel 
des  points  de  rainilicatioii  ; 

3°  Deux  points  de  ramification  d'iudre  /•  —  i  et  /' —  i  sont,  res- 
pectivement lies  pôles  d'orilre  /•  et  /'  ; 

4"  Lu  point  de  raniilicalion  d'ordre  /•  —  i  est  un  pôle  d'ordre 
/  H-  I  de  1\  (r,  ti). 

Si  le  nombre  des  pôles  est  ï^  /•  —  i)  -1-  i,  le  nombre  des  zéros 
est  •>,//?  —  I  ;  la  l'onction  a  un  /éro  simple  cl  (m  —  i)  zéros  doubles 
à  l'infini.  A  distance  finie,  elle  a  un  pôle  simple  distinct  des  points 
de  ramification,  ou  bien  un  point  de  raniilicalion  d'ortlre  /• — i 
est  un  pôle  d'ordre  /'. 

Enfin,  si  le  nombre  des  pôles  est  S(/-  —  i }  =  2  ni  —  2,  la  fonc- 
tion a  deux  zéros  simples  et  (ni  —  '.>.)  zéros  doubles  à  l'infini,  ou 
bien  ///  —  i  zéros  doubles,  le  dernier  point  à  l'infini  de  la  sur- 
face n'étant  alors  ni  un  pôle  ni  un  zéro  pour  ll(^,  a). 

Si  l'on  passe  en  revue  tous  les  cas  qui  viennent  d'être  énu- 
mérés,  on  reconnaît  immédiatement  (pie  l'intégrale 


/ 


R(^,  u)ciz 


est.  dans   tous  ces  cas,  soit  une  intégrale  de  seconde  espèce  avec 
un  seul  pôle  simple,  soit  une  intégrale  de  troisième  espèce. 

201.  Les  conditions  sur  lesquelles  nous  nous  sommes  appuyés 
pour  déterminer  la  fonction  rationnelle  R(5,  ii)  sont  simplement 
nécessaires.  Il  nous  reste  à  examiner  si  ces  conditions  sont  suffi- 
santes, en  d'autres  termes,  si  les  solutions  que  nous  venons  d'ob- 
tenir répondent  bien  à  la  question  ('). 


(')  C'est  là  un  point  sur  lequel  les  raisonnements  de  Briot  et  Bouquet  prêtent 
à  des  objections.  On  voit  bien  sans  difficulté  que,  dans  le  voisinage  de  toute  va- 
leur «'„  de  w,  z  et  u  sont  des  fonctions  uniformes  de  w  —  w^,  mais  cela  ne  suffit 
pas  pour  prouver  que  z  et  u  sont  des  fonctions  qui  n'admettent  qu'une  détermi- 
nation pour  chaque  valeur  de  w.  L'étude  approfondie  des  équations  linéaires  du 
second  ordre  a  conduit  à  une  conclusion  tout  opposée.  Pour  plus  de  détails,  nous 
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(Idiisidrrons  d'iilxtnl    Ir   dcniicr   cas,  c'csl-à-diic   le  cas   d'une 
coiiihe  de  genre  zrn)  F(:;,  '/)=  <»  cl  d'une  inlégrale 

»■  =   f  R{z,  u)rlz 

de  Iroisiènie  espèce,  ou  de  seconde  espèce  avec  un  pôle  simple. 
Nous  avons  vu  plus  liaul  (§  130)  que  z  et  u  peuvent  s'exprimer 
en   (onctions  rationnelles  d'un  paramètre  t 

z=f{f).         u  =  o(f); 

|iar  ce  cliangeinent  de  variable,  une  intégrale  de  seconde  espèce 
se  change  en  une  fraction  sim])le,  telle  que 

A 

iV  = , 

/  —  a 

tandis  qu'une  intégrale  de  troisième  espèce  a  pour  expression 
IK>  =  Alog/"^ 

On  voit  que,  dans  le  premier  cas,  z  et  u  sont  égales  à  des  fonc- 
tions rationnelles  de  (v,  et,  dans  le  second  cas,   à  des  fonctions 

rationnelles  de  e'V 

Soit,   en   second   lieu,  F(^,«)  =  o  l'équation  d'une  courbe  de 
genre  i ,  et 

w  =    r  R(s,  u)dz 

l'intégrale  de  première  espèce  attachée  à  cette  courbe.  A  une  va- 
leur de  (V  ne  correspond  qu'un  point  analytique  (z,u);  si,  en 
elTet.  on  pouvait  trouver  deux  points  (z,,  lit),  (z-i,  Uo)  tels  que 
l'on  ait 

"■(-1,  "l)  =   "'(-2,  U-l), 

ou,  plus  généralement,  tels  que  »'(:;,,  11^)  et  iv{z.2^  112)  ne  dilTèrent 


renverrons  le  lecteur  aux  .Mémoires  de  M.  Poincaré  sur  la  théorie  des  fonctions 
fuclisiennes,  et  à  une  Lettre  de  .M.  Fuchs  à  M.  Borchardl,  insérée  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  (t.  IV,  2'  série,  p.  334). 
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ijijc  d  une  pi-rluili-,  on  [.Diinail  l(iriiu;r  imc  fiiiuliou  raliuinicllr 
de  w  el  de  M,  admcllanl  un  seul  pôle  sinijdt-  (z.,,  it-i)  el  un  seul 
zéro  simple  (;,,  n^)  (^  !70).  Oi-,  sur  une  snrnicc  de  ltlciii:inn  dt' 
genre/?  >o,  il  ne  peut  exislrr  de  Innclion  nnirniiiic  .nlim-iiiinl 
un  seul  infini  du  priinin-  ordre  (^  171  ». 

Kn  résiiiiMiil  toiil  ce  (|iii  pr«'eède,  on  ptiil  dune  énoncer  Ir 
lliéorènie  suis. ml  : 

Etanl  donni'c  tmr  cinirhr  nl'j^rhriquo  de  gmro  p. 

(7)  F(^.«)  =  o, 

pour  (jit'il  c./is/r  (//ic  fonction  rationncllr  \\{z,  u)  de  z  >-t  de  n 
telle  ijii'en  posant 

IV  =    r         l\(z,  u)dz. 

les  coordonnées  z  et  ti  soient  des  fonctions  uniformes  de  w,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  genre  soit  égal  à  zéro  ou  à  un.  Si p  =  o, 
il  suffira  de  choisir  l\(z,  u).  de  façon  que  w  soit  une  intégrale 
de  troisième  espèce,  ou  une  intégrale  de  seconde  espèce,  a\'ec  un 
pôle  du  premier  ordre.  Si  p^i,  on  prendra  pour  \v  l" inté- 
grale de  première  espèce  attachée  à  la  courbe. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  de  genre  zéro,  on  a  deu\  solutions 
différentes.  Si  l'on  prend  pour  <v  une  intégrale  de  seconde  espèce, 
à  un  point  de  T  correspond  une  seule  valeur  de  (v  et  inversement. 
La  surface  T  correspond  donc,  point  par  point,  à  un  plan  ou  à 
une  sphère.  C'est,  au  fond,  le  mode  de  représentation  ordinaire 
des  courbes  unicursales.  Si  l'on  prend  pour  w  une  intégrale  de 
troisième  espèce,  à  un  point  de  T  correspondent  une  infinité  de 
valeurs  de  iv  comprises  dans  la  formule  iv -\- j. /)i  ~  i .,  m  étant 
un  nombre  entier.  Divisons  le  plan  des  (v  en  bandes  indéfinies 
de  largeur  ar  par  des  parallèles  à  l'axe  des  quantités  réelles. 
Lorsque  la  variable  iv  parcourt  une  de  ces  bandes ,  le  point 
{z,  u)  passe  une  fois  et  une  seule  fois  par  tout  point  de  la  sur- 
face T.  Pour  transformer  la  surface  d'une  de  ces  bandes  en  une 
surface  fermée,  il  suffit  de  réunir  les  deux  bords  opposés  en  appli- 
(]uant  l'un  sur  l'autre  les  deux  points  qui  correspondent  aux  va- 
leurs (V  et  iv  -+-  2-i.  On  obtient  ainsi  une  surface  fermée  analogue 
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à  un  <\lin(li«'  de  r(j\  olulioii  iiuh'liiii  ou  à  un  fuseau  1res  allonge  ; 
colle  surface  csl  hicn  du  genre  zéro,  et  les  deux  sommets  du  fu- 
seau correspondent  aux  points  critiques  logaritliiiiiques  de  l'inlé- 
grale  île  Iroisiènic  espèce. 

t20;2.  S(>i(Mil  enfin  F(;,  ?/)=:^  o  une  courbe  du  premier  genre  et  »' 
l'inlégrale  de  première  espèce.  A  un  point  analytique  (z,  u)  cor- 
respondent une  infinité  de  valeurs  de  w  comprises  dans  la  formule 
IV  -h  m  M  -+-  m'oi',  m  et  m'  étant  deux  nombres  entiers  et  w,  lo'  les 
deux  périodes  distinctes,  dont  le  rapport  est  toujours  imaginaire, 
tandis  qu'à  une  valeur  de  l'intégrale  (v  ne  correspond  qu'un  point 
analytique  (:;,  ii).  Imaginons  qu'on  ait  ramené  la  surface  T  à  une 
surface  simplement  connexe  T'  au  mo^en  de  deux  coupures  a 
et  b.  Nous  pouvons  supposer  qu'on  a  pris  pour  lo  et  to'  les  périodes 
qui  correspondent  respectivement  à  ces  deux  coupures.  Lorsque 
le  point  (;,  u)  décrit  la  surface  T',  le  point  qui  figure  la  valeur 
de  w  décrit  dans  son  plan  une  portion  finie  de  surface  Q  et  les 
deux  surfaces  T'  et  Q  se  correspondent  point  par  point  d'une 
façon  univoque.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  la  forme  de  ù. 
En  effet,  lorsque  le  point  (z,  u)  décrit  le  bord  de  la  coupure  a,  le 
point  w  décrit  une  certaine  ligne  L;  lorsque  {z-,  u)  décrit  le  bord 
opposé  de  a,  w  a  augmenté  de  to,  et,  par  conséquent,  à  ce  bord 
correspond  une  ligne  égale  à  L,  qui  se  déduirait  de  L  par  une 
translation  de  la  quantité  to.  De  même,  aux  deux  bords  opposés 
de  la  coupure  b  correspondent  deux  lignes  L,  et  L', ,  qui  se  dé- 
duisent Tune  de  l'autre  par  une  translation  égale  à  to' .  L'aire  ù  a 
donc  la  forme  d'un  parallélogramme  curviligne  {^/i^.  go). 

Le  point  (z,  u)  décrivant  le  contour  total  de  T',  le  point  (v  dé- 
crit le  contour  ADCBA.  Soit  maintenant  P  un  point  à  l'intérieur 
de  Q,  qui  représente  la  quantité  imaginaire  a.  Lorsque  le  point 
{z,  n)  décrit  la  surface  T',  l'intégrale  iv  passe  une  fois  et  une  seule 
fois  par  la  valeur  a.  Il  est  évident  d'abord,  d'après  ce  que  l'on  sait 
déjà,  qu'elle  ne  peut  prendre  la  valeur  a  plus  d'une  fois;  mais 
rien  ne  prouve  jusqu'ici  que  iv  atteint  bien  toutes  les  valeurs  in- 
térieures à  Taire  Q.  Pour  le  démontrer,  considérons  l'intégrale 
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|•|•i^.•  !<•  long  (lu  contour  loi, il  de  '1",  (l.ms  !<■  siri>  ilii.(l;  elle  a 
j)Oiir  N.ilcur  raccroissomrnl  de  lt)j;(iv  —  y.)  lor.si|iic  w  di'ciil  dans 
II'  sons  direct  lo  contour  A1)(>B.V,  c'est-à-dire  ktJ.   I)  .uIJiiii>  elle 

Fi;,'.  1)0. 


A(a) 


est  éj;alc,  d'après  le  ihéorèinc  de  Caucliv,  au  pi'odiiil  de  '>.~i  par 

la  somme  des  résidus  de   -, à  rinlérieurde  T'.  Ces  résidus 

az    w  —  y. 

ne  peuvent  provenir  que  des  pôles  de  -—  ou  des  racines  de  iv  —  a. 

Les  résidus  provenant  des  pôles  de  --   sont  tous  nuls,  puisque  (v 

est  une  intégrale  de  première  espèce,  et  toute  racine  de  (P  —  a 
donne  un  résidu  égal  à  +  i.  La  comj)araison  de  ces  deux  valeurs 

de  l'intégrale  définie  /  r/log((ï' — a)  j)rouve  donc  que  l'équation 

ip  =  a  admet  une  racine  et  une  seule  sur  la  surface  T'.  Le  même 
raisonnement  prouve  d'ailleurs  que,  si  [j  est  une  quantité  imagi- 
naire représentée  par  un  point  extérieur  à  Q,  l'équation  (ï-  =  [^ 
n'admet  aucune  racine  sur  la  surface  ï'. 

vSi  l'on  joint  les  deux  bords  opposés  L  et  L',  puis  les  deux  bords 
L,  etL', ,  en  réunissant  les  points  qui  corres[)ondent  à  un  même 
point  analytique  (^,  «),  on  obtient  une  surface  fermée  analogue  à 
un  tore,  qui  correspond  point  par  point,  d'une  façon  univoque, 
à  la  surface  de  Riemann  T.  Cette  surface  fermée  est  bien  du  pre- 
mier genre. 

Si  maintenant  on  fait  mouvoir  le  point  analytique  (:;,  ii)  d'une 
façon  quelconque   sur  la  surface  T,  le  point  qui  figure  la  valeur 
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(le  tr  alltindi.i  un  ixiiiil  «|iul(  ninjnc  du  |)l.'iii.  Par  cxciii|ilc,  imagi- 
nons (]uc  le  point  {:•,  u)  francliissc  une  seule  fois  la  coupure  a  et 
(liri  ivc  cnsiiilo  de  nouveau  la  surface  T',  on  obtient  pour  (v  des 
\al(Mirs  (pii  sr  d(''diiisonl  des  valeurs  déjà  obtenues  par  l'addilion 
de  la  priindc  (o.  Ces  valeurs  de  w  recouvrent  une  aire  Q,  qui  se 
déduit  i\i' il  pai-  une  translation  égale  à  (o  ;  en  franchissant  un 
nombre  cpieleonque  de  fois  la  coupure  w  dans  un  sens  ou  dans 
Taulre,  on  obtient  ainsi  une  suite  de  parallélogrammes  curvi- 
lignes tous  égaux,  deux  parallélogrammes  consécutifs  ayant  un 
côté  commun.  On  obtiendrait  de  môme  une  suite  de  parallélo- 
grammes se  déduisant  du  ])remier  par  des  translations  égales  à 
±:  (o'j  ±  o^io',  riz  3(o',  ....  si  le  point  (z,  u)  franchit  un  nombre 
quelconque  de  fois  la  coupure  b.  Enfin,  si  le  point  (z,  u)  décrit 
sur  la  surface  T  un  chemin  quelconque,  on  obtient  une  infinité  de 
parallélogrammes  se  déduisant  de  Q  par  des  translations  mto  +  ziio'. 
Ces  parallélogrammes  recouvrent  tout  le  plan,  une  fois  et  une 
seule  fois.  A  chaque  point  du  plan  des  (v  correspond  ainsi  un 
|)oint  el  un  seul  de  la  surface  T,  et  à  tous  les  points  du  plan  des  w 
qui  représentent  les  quantités  imaginaires  (v -\- /}i  m -]- n w'  cor- 
respond le  même  point  de  T. 

203.  Les  fonctions  z  et  u  de  w  sont  donc  des  fonctions  uni- 
formes définies  dans  tout  le  plan  de  cette  variable.  Ces  fonctions 
ne  présentent  que  des  discontinuités  polaires  à  distance  finie. 
Pour  le  démontrer,  il  est  évidemment  permis,  comme  on  l'a  fait 
plus  haut,  de  supposer  que  la  surface  de  Riemann,  composée  de 
m  feuillets,  n'a  aucun  point  de  ramification  à  l'infini.  Soit 
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l'intégrale' de  première  espèce;  la  fonction  rationnelle  R(^,  m) 
admet  m  zéros  du  second  ordre  à  l'infini,  et  tout  point  de  ramifi- 
cation d'ordre  /■  —  i  est  un  pôle  du  même  ordre.  Ce  sont  là  les 
seuls  pôles  et  les  seuls  zéros  de  R(^,  u)  (§200).  Imaginons  que 
la  variable  (v,  partant  de  zéro,  arrive  à  un  point  w^^  du  plan;  le 
point  analytique  (^,  u)  arrive  à  un  certain  point  (a,  [i;  de  T.  Si 
ce  point  est  à  distance  finie,  comme  R(a,  |i)  n'est  pas  nul,  on  a, 
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(I.1I1-.  If  tloiiiaiiK"  lie  cr  [tuliil . 

Il-  —  ti-jt  =  .\(c  —  a  )  -f-  n(c  —  a)- 4-  .  .  . . 

cl  l'on  CM  liii-  |>iiiii-  ::  —  a  un  di'x  cloiiiiciiiciil  de  l;i  iDini-' 

(«'  —  ti'v       ^ 
Z  —  X  =  V  B,(  ir  —  ii'a)--!- 

iJiiiilcuis.  //  —  |j  fsl  d;ins  le  de)iriaiiic  de  ce  point  nnc  fonclion 
uniforme  de  r  —  y.,  représentée  par  un  dévclopj)cnicnl  1(1  (pic 

«-?  =  (--a/[Ao  +  .\,(;:-a)4-...|. 

I'!n  icMipl.H  anl  c  —  a  par  sa  valeur,  on  en  concliil  «pic  le  point  tr.^ 
est  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  //. 

Si  le  point  (a,  [j)  est  un  point  de  ramification  d'ordre  /•  —  i ,  on 
a  dans  le  domaine  de  ce  point 

\  B 

On  en  tire,  en  posant  ;  =  a  H-  :;''', 

IV  —  r  I  (  A  -+-  B  3'  -i-  . . .  )  (h'  =  Wy^^  Xrz'  -h  .... 

Par  suite,  :;'  est  régulier  dans  le  domaine  du  point  (v  =  w^i',  il 
en  est  donc  de  même  de  z.  Quant  à  u,  u  —  [ii  est  une  fonction  uni- 
forme de  z'  et  par  suite  de  iv,  ne  présentant  jamais  qu'un  nombre 
fini  de  termes  à  exposants  négatifs.  Le  point  w-j,  est  donc  un  p(jle 
ou  un  point  ordinaire  pour  u.  Le  calcul  précédent  met  bien  en 
évidence  ce  fait  que  la  variable  ::  tourne  /•  fois  autour  du  point  a 
lorsque  w  décrit  un  petit  cercle  autour  de  Wrj_. 

Enfin,  supposons  que  le  point  analytique  (g,  u)  s'en  aille  à 
l'infini,  lorsque  w  prend  la  valeur  finie  w^.  Dans  le  domaine  d'un 
point  à  l'infini  de  T,  on  a 

A  R 

R(5,  ?<)  =  —  -^  —  +  ...,  Aj^éo, 


f  {fi  m  M'iTiii:  \. 

cl  |)ar  siiilc,  en  j)usaiil  c  =-  -,■> 

„.^     j    \Mz,u)clz  =  -J    -l:^dz=-J   (A 


B^'-T-...)^-' 


w  —  w^  =  —  As -f-  .  .  .  . 

On  en  conclul  que  le  poinl  w^  est  un  pôle  du  jiremicr  ordre 
pour;;.  C'est  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  m,  suivant  que  le 
point  analytique  est  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  ii. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  coordonnées  dUin  point  quelconque  d'une  courbe  algé- 
brique du  premier  genre  peuvent  être  représentées  par  des 
fonctions  uniformes  doublement  périodiques  d'un  paramètre, 
n'' admettant  que  des  discontinuités  polaires  à  distance  finie. 
[Ce paramètre  est  précisément  l'intégrale  de  première  espèce 
attachée  à  la  courbe.) 

204.  La  proposition  réciproque  est  bien  connue.  Nous  l'énon- 
cerons ainsi  :  Entre  deux  fonctions  uniformes  doublement  pé- 
riodiques, aux  mêmes  périodes,  n'ayant  que  des  discontinuités 
polaires,  il  existe  une  relation  algébrique  {qui  est,  en  général, 
du  premier  genre,  mais  qui  peut  être  de  genre  zéro). 

Rappelons  en  quelques  mots  la  première  partie  de  la  démon- 
stration (').  Soient  u^  =/)  («t'),  U2'=f2{^v)  deux  fonctions  dou- 
blement périodiques  aux  mêmes  périodes  w,  w'.  A  une  valeur  de 
l'une  d'elles,  u^  par  exemple,  ne  correspondent  qu'un  nombre  fini 
de  valeurs  pour  (v,  abstraction  faite  de  multiples  de  périodes,  et 
par  suite  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  pour  i/o.  Si  l'on  cherche 
ensuite  la  nature  des  discontinuités  de  //o,  considérée  comme  fonc- 
tion de  Ui,  on  trouve,  en  examinant  tous  les  cas  possibles,  que  les 
seuls  points  singuliers  sont  des  pôles  ou  des  points  critiques  algé- 
briques.  Cet  examen  est  analogue  à  ceux  que  nous  avons  déjà 


(')   Nous  supposons   connues   ici  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
doublement  périodiques. 


I.  I  N  \  i;  Il  s  n 


lails  |iliisioiirs  fois  et,  j)uur  alur^'cr,  nous  ne  li;  reproduirons  pas. 
On  en  eonelnl  (,^;  8i)  (|nc  u,  et  //j  sont  liées  par  une  relation 
al.'c-l.ri.p.e 

(8)  Villi.  11,)^  n. 

La  relation  (8)  est  évicleniincnl  du  -l'iirc ////.  si  à  iiii  poiiil  .in.i- 
lvliquc(//,,  ;/..)  ne  correspond  (|ii"iiii  |M»iiit  à  rinh'i  iiiir  d'iin  p.i- 
ralléloj;rainmc  (•li'iiicnlaii-e.  cai-  la  siirlaef  de  Uien)ai)ii  T  et  la  sur- 
face du  paiaiit'idpraiiiiiie  ou,  si  Ton  aime  mieux,  la  surface  fermée 
uhlcnuf  (Ml  ji)iL;i).inl  \i'>  Ixuds  opposi's  de  ce  paiallédogramme,  se 
corresj)ondenl  p(»iul  par  jxiiiil  (.lune  fa(;on  uni\0(pie,  cl,  par  con- 
sécpient,  sonl  du  mènie  {^^enre.  On  peut  aussi  le  Aiire  voir  en  re- 
prenant une  d('monslralion  tout  à  fait  pareille  à  celle  (pii  a  él('- 
employée  pour  d('monlrer  la  conservation  du  genre  dans  loiile 
transformation  hiialionnelle  (§  1*22). 

Si  à  un  |)oiiit  aiialyticpie  (w,  ,  U2)  correspondent  plusieurs 
points  à  l'inléneur  d'un  parallélogramme,  la  démonstration  ne 
s'applicpic  plus.  La  relation  (8)  peut  être  de  genre  zéro  ou  un, 
mais  non  de  genre  supérieur  à  un.  Il  suffit  de  faire  voir  que,  si  les 
coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  F(a,  u)  =  o  sont  des  fonc- 
tions uniformes  doublement  périodiques  d'un  paramètre,  n'ayant 
que  des  discontinuités  polaires,  il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une  inté- 
grale de  première  espèce  altacliée  à  la  courbe.  Soit,  en  effet,  U 
une  intégrale  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  considérée  ; 
quand  on  exprime  z  et  u  au  moyen  du  paramètre  (V,  U  devient  une 
fonction  4>((i(')  de  w  qui  est  régulière  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  cette  variable(^);  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  <I>'((v). 
Or,  lorsque  w  décrit  un  contour  fermé,  le  point  (z,  u)  décrit  aussi 
lin  contour  fermé  et  fp{w)  augmente  d'une  période  ;  4>'((p)  est  donc 
une  fonction  uniforme  de  (r;  lorsque  w  augmente  de  co  ou  de  co', 
le  point  (;:,  u)  décrit  encore  un  contour  fermé,  et  <!>(('(')  aug- 
mente d'une  période;  la  dérivée  <b'(iv)  est  donc  doublement  pério- 
dique, et,  comme  elle  est  régulière  pour  toute  valeur  finie  de  iv, 
c'est  une  constante  et  la  fonction  <!>(»')  se  réduit,  à  une  constante 


(')  Il  suffit  de  remarquer  que,  si  (a,  [3)  est  un  point  de  ramification  d'ordre  r 
correspondant  à  Ja  valeur  iv^  de  tv,  z' =  {z  —  at,)'^  est  régulière  au  point  n\. 


m  \  l'iTii  1 


es 


prrs,  à  (]\v.  Il  -iiil  de  l;'i  (iiiil  ne  ])cul  cxislcr  sur  la  surface  T  deux 
inlégralos  clisliiiclcs  do  prcmicrc  espèce. 

Les    f(iiu-lions    doublement    pcriodif|ues    A,    ;j.    fournissent    un 
e\<Mnplc    l.icu  simple  de   fondions  doublement  périodiques  lié 
par  une  rcl.ilion  de  genre  zéro 


Conformément  à  la  démonstration  précédente,  à  un  système  de 
valeurs  pour  ces  fonctions  correspondent  deux  points  à  rintérieur 
d'un  parallélogramme  élémentaire  ('). 

II  est  toujours  aisé  de  choisir  deux  fonctions  doublement  pé- 
riodiques Ui  et  Un,  aux  mêmes  périodes,  telles  qu'à  un  point  ana- 
lytique (w,,  (f-2)  ne  corresponde  qu'un  point  à  l'intérieur  d'un 
parallélogramme  élémentaire.  Il  suffit,  par  exemple,  de  prendre 
deux  fonctions  ayant  un  seul  infini  commun  du  premier  ordre,  «'o- 
La  courbe  F(m,,  ii^)  =  o  possède  alors  une  seule  asymptote  non 
parallèle  aux  axes,  et  à  ce  point  à  l'infini  de  la  courbe  ne  corres- 
j)0ndent  que  les  points  (ï'o  +  '"  ^'^  +  f^  ^'j'- 

20o.  L'étude  des  fonctions  uniformes  sur  une  surface  de  Rie- 
mann  du  premier  genre  revient  donc  à  l'étude  des  fonctions  uni- 
formes doublement  périodiques  et  inversement. 

Résumons  en  quelques  mots  la  correspondance  qui  vient  d'être 
établie.  Soient 

(9)  F{z,u)  =  o 

une  relation  algébrique  de  genre  un,  oj  et  to'  les  périodes  de  l'inté- 
grale de  première  espèce  w.  A  toute  valeur  finie  Wq  de  w  corres- 
pond un  seul  point  (a,  ^)  de  la  surface  T.  Si  ce  point  (a,  ,3)  n'est 
pas  un  point  de  ramification,  on  a,  dans  le  domaine  du  point  iVo, 

z  —  a  =  A  (  il'  —  tv„  )  -h  B  (  II-  —  <Vo  )-  -i-  .  -  . ,  A  ^  o 

si  le  point  (  a,  |j)  est  à  distance  finie,  et 

-  =  A  (  (P  —  (l'o  )  -4-  B  (  ir  —  (Vof  —  . .  . 


(';  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  35i  et  suivantes. 
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>i  ce  point  (a,  ^)  csl  à  riiitini.  l.(Us(|iic  le  |)()iiit  (a,  |i)  csl  nii  |inii)i 
tic  ramilîralion  d'ordre  /■  —  i,  on  a 

c'  =  A(  tr  —  d'u  )  -+-  Iî(  ir  —  ii-y)*  -+-...,  A   '^  o, 

où  l'on  .1  |tosc  z  =  y.  -h  z''  m   Ir  point  (a,  |j)  est  à  di^lance  Unie  cl 

Z  ^=  —r;.  M  ce  |»oiiil  ,1 1 1,1 1  \  t  i  (  pic  e>l  ,\  rinlini. 

De  là  se  déilnisenl  (pu-lqncs  cons('qnenccs  immédiates.  Étant 
donnée  une  fonction  dn  point  analylifjuc  (3,  «),  <!>(;,  m),  si  l'on  y 
remplace  z  et  11  par  leurs  expressions  au  moyen  du  paramètre 
IV,  'I>(3,  ;/)  devient  une  fonction  de  la  variable  vv,  V((t).  Si  <I>(v,  u) 
est  régulière  au  point  (a,  |j),  M'(<r)  est  régulière  au  point  (Vq  ;  si 
(a,  ^)  est  un  zéro  de  *^{z^  u),  (ï'„  est  un  zéro  du  même  ordre  de 
W((v).  Lorsque  (a,  ^)  est  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel 
pour^>(:;,  u),  iï'o  est  un  pôle  du  même  ordre  ou  un  point  singulier 
essentiel  pour  *r(ir).  De  même,  un  point  critique  logarillimiquc  sur 
la  surfaceTse  change  en  un  point  critique  logarithmique  surle  plan 
des  (V.  Par  suite,  toute  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  se  change 
en  une  fonction  uniforme  doublement  périodique  à  discontinuités 
polaires.  Inversement,  toutes  les  fonctions  uniformes  doublement 
périodiques  à  discontinuités  polaires  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  deux  d'entre  elles,  convenablement  choisies. 

Toute  intégrale  abélienne  I  sur  la  surface  T  admet  des  périodes 
cycliques  et  des  périodes  polaires.  Lorsque  le  point  (::,  u)  décrit 
un  cycle,  (V  augmente  de  moi  +  noi';  par  suite  l'intégrale  abé- 
lienne I  se  change  en  une  fonction  J(n')  qui  vérifie  deux  rela- 
tions de  la  forme 

J((f  -f-  w)  =  J(tp;  +  K, 

i(iv-~o>')=i(iv)-{-K'. 

Si  l'intégrale  1  n'admet  pas  de  périodes  polaires,  J((v)  est  une 
fonction  uniforme  de  iv.  Si  I  admet  des  points  .critiques  logarith- 
miques, il  en  sera  de  même  de  J  (w).  Mais,  dans  tous  les  cas, 
}'  {w)  est  une  fonction  uniforme  doublement  périodique  n'ayant 
que  des  discontinuités  polaires.  Les  intégrales  abéliennes  relatives 
à  une  surface  de  genre  un  se  changent  donc  en  des  intégrales  de 
fonctions  uniformes  doublement  périodiques  à  discontinuités  po- 
laires. Par  exemple,  l'intégrale  normale  de  seconde  espèce  avec 
un  pôle  simple  (a,  3)  se  change  en  une  fonction  uniforme  admet- 
A.  ET  G.  29 
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liuit    iiii   MMil    nùlc  simple  à  liiih'iiciir  Jim  parallélogramme  élé- 
niciil.nrc  vl  v(  riliaiil  Ifs  <lciix  relalions 


(10) 


Z(«' 


Z{uO, 


Z((r  + w')  =  Z(H')-i-G. 


Ce  qui  jirécèdc  explique  Tanalogie  parfaite  qui  existe  entre  les 
propriélés  des  fonctions  rationnelles  d'un  point  analytique  sur 
une  surface  de  Riemann  du  premier  genre  et  les  propriétés  des 
fonctions  uniformes  doublement  périodiques  d'une  variable.  On  a 
rappelé  ci-dessous  les  plus  importantes  : 


Sur   une  surface  de  Riemann 
du  premier  genre. 

la-  Toute  fonction  rationnelle  du 
point  analytique  {z,  u),  qui  est 
régulière  en  tout  point  de  la  sur- 
face, est  une  constante. 

II„.  11  n'existe  pas  de  fonction  ra- 
tionnelle R(-,  u)  admettant  un 
seul  pôle  du  premier  ordre. 

Illjj.  Le  nombre  des  zéros  dune 
fonction  rationnelle  R(;;,  u)  est 
égal  au  nombre  des  pôles,  clia- 
cun  d'eux  étant  compté  avec  son 
degré  de  multiplicité. 


IVfl.  La  somme  des  résidus  d'une 
fonction  rationnelle  R(^,  u)  sur 
toute  la  surface  est  égale  à  zéro. 

\a-  La  somme  des  valeurs  de  l'in- 
tégrale de  première  espèce  pour 
les  zéros  d'une  fonction  rationnelle 
R(-z,  u)  ne  diffère  de  la  somme 
des  valeurs  de  la  même  intégrale 
pour  les  infinis  de  R(s,  u)  que 
d'une    somme    de    multiples    des 


Sur  un  plan  indéfini. 

I^.  Toute  fonction  uniforme  dou- 
blement périodique  d'une  variable 
(p ,  régulière  pour  toute  valeur 
finie  de  la  variable,  est  une  con- 
stante. 

II/;.  II  n'existe  pas  de  fonction  dou- 
blement périodique  admettant  un 
seul  pôle  simple  à  l'intérieur  d'un 
parallélogramme  élémentaire. 

Illi.  Le  nombre  des  zéros  d'une 
fonction  doublement  périodique  à 
l'intérieur  d'un  parallélogramme 
élémentaire  est  égal  au  nombre 
des  pôles  ,  chacun  d'eux  étant 
compté  avec  son  degré  de  multi- 
plicité. 

\\b.  La  somme  des  résidus  d'une 
fonction  doublement  périodique  à 
l'intérieur  d'un  parallélogramme 
élémentaire  est  nulle. 

\>.  La  somme  des  zéros  d'une  fonc- 
tion doublement  périodique  et  la 
somme  des  infinis  contenus  dans 
un  même  parallélogramme  élé- 
mentaire ne  diffèrent  que  par  une 
somme  de  multiples  des  périodes. 


périodes. 


I. K    l'imiii.i.  M  i:    m:    i.  i  \  v  k  ii  s  ion.  451 

Los  propositions  mises  en  rej,Mr(l  se  (U'-diiiseiil  l'iino  de  l'aiilie 
p;ir  l.i  liimsl'orinahoii  (|iic  nous  ('tiKliniis,  >iiiir  les  |)roposili(jn> 
I  \  ,,  I  t  l\  /, .  ICii  eflel,  -^i  un  point  de  r.mi  ili(  alion  (  a,  [i  )  d'ordre  /•  —  i 
e>t  lin  pôle  pnnr  <I>iv,//),  le  résiiln  itlalil"  à  ee  pôle  est  é^al  à 
/•  l'oi>  le  etiiflieiiiil  de  _ dans  le  développciui  ni .  l.mdi-.  cpie  le 

eocflieienl   de dans  M'ur)   provicnl   du    Irnuc  en  , 

I  ;  —  ai' 
dans  <^(r.  it'\.  Le  lln'orrnic  l\/,  e(»rre>>pon<l  an  lli('(»rrnie  snivant  : 

Li/  somtnr  des  rrsidits  <lii  produit  <I>i  z,  u)  -^  sur  loulc  la  sur- 
face T  est  nulle.  En  ellet,  renianpions  que  celle  somme  esl  égale. 
au  fadeur  27:/  près,  à  l'intégrale 

.Al 


/■.,.,=.„,-,. 


prise  le   long  du  contour  total  de  T',  cl  cette  intégrale  est  elle- 
même  égale  à  l'inlégrale 


/ 


^"[»)dw 


prise  le  long  du  contour  d'un  |)arall('logramme  élémcnlairc;  celle 
dernière  intégrale  est  à  son  tour  égale  au  produit  de  p.-/  par  la 
somme  des  résidus  de  W{w)  dans  ce  parallélogramme  :  ce  qur 
donne  la  proposition  IV^. 

Le  théorème  IV^  transformé  donnerait  celui-ci  :  La  somme  des 

résidus  du  produit  H'((v)  y^  dans  un  parallélogramme  élémen- 
taire est  nulle  ;  proposition  qui,  au  fond,  ne  diffère  pas  de  la  pro- 
position V\  h,  puisque  y^  est  aussi  une  fonction  doublement  pério- 
dique. 

Le  théorème  \ b  est  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Lioii- 
ville;  on  voit  que  c'esl  une  simple  conséquence  du  théorème  gé- 
néral d'Abel.  Du  reste,  la  démonstration  peut  se  faire  de  la  même 
façon;  si  l'on  considère  en  effet  l'intégrale 


/' 


prise  le  long  du  contour  total  du  parallélogramme  élémentaire, 


.JJ-l 
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on  (Ml  ilciliiil  sans  pi'iiic  la  iclalion  ciilrc  les  zéros  cl  les  infinis 
(le  M\h').  Or,  c'est  précisément  le  procédé  qui  nous  a  servi 
pour  élaMii-  le  lliéorèmc  d'Abel  dans  le  cas  le  plus  général. 

On  pouirail  de  même  se  proposer  de  déduire  de  toutes  les 
propriétés  (pie  nous  avons  obtenues  pour  les  fonctions  ration- 
nelles A'uu  |)(.iiil  analytique  (^,  //)  et  leurs  intégrales  les  proprié- 
tés correspondantes  des  fonctions  doublement  périodiques  et  de 
leurs  intégrales.  Mais  il  est  à  remarquer  que  Ton  n'obtient  ainsi 
rien  d'essentiellement  nouveau,  ni  quant  auxrésultats  (dont  les  plus 
importants  sont  antérieurs  aux  recherches  de  Riemann),  ni  quant 
aux  méthodes  de  démonstration.  En  effet,  le  procédé  qui  nous  a 
servi  constamment  consiste  à  évaluer  de  deux  façons  une  certaine 
intégrale  prise  le  long  du  contour  total  de  T'.  Si,  dans  le  cas  de 
n^  I,  on  passe  de  la  surface  de  Riemann  au  plan  des  w,  l'inté- 
grale prise  le  long  du  contour  total  de  T'  devient  une  nouvelle 
intégrale  prise  le  long  du  contour  du  parallélogramme  élémen- 
taire. Or  la  considération  de  pareilles  intégrales  convenablement 
choisies  constitue  précisément  un  des  moyens  les  plus  simples 
d'établir  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  doublement 
périodiques  et  de  leurs  intégrales. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  indications,  notre  but  n'étant  pas 
d'écrire  un  traité  des  fonctions  doublement  périodiques. 

206.  Dans  leurs  célèbres  recherches  sur  les  équations  différen- 
tielles,  Briot   et    Bouquet   s'étaient    posé  la  question  suivante  : 

Étant  donnée  une  équation  dij/'érentielle  du  pre/7iier  ordre 

OU  r  est  un  polynôme  entier  en  u  et-r,  reconnaître  si  cette 
équation  admet  une  intégrale  uniforme. 

Ce  problème  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier  de  celui  qui 
vient  d'être  traité.  Posons,  en  effet,  11= -7-;  la  relation  (11) 
devient 

(12)  F(i<,  U)  =  o, 
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cl  l'on  il 


,         fin 


ou 


fï- 


Si    //  f^l    mil'    t'onclioii    iiniroinic  de    ::.    il  en    est   de   iik'mic    de 

U  =  -j- '    <'l     I On    M»il    iMic    les    roordoniKM's    d"im    point     de     ht 
az  '  ' 

courbe   (Iî2)   sont   des   tondions   uniformes    de    l'inlégrale    abé- 

bcnne  z  3=   /-|    >  allaehée  à  celte  courbe.  Inversement,  si  u  et  U 

sont    des    l'onclions    uniformes    de    rinlégrnie    abélienne    z,  on  a 

-7-  =:  U ,   el   la    fonction  uniforme  //   de  3  vi'rifie  bien   ri'(|ii;ilion 
az  ' 

proposée  (1  1  ). 

Donc,  pour  qur  V  i'(junlion  (i  i)  admellc  une  in  lé  ivraie  uni- 
forme, le  genre  de  La^relation  F(w,U)  =  o  doit  être  égal  à 
zéro  ou  à  un;  si  le  genre  de  cette  relation  est  égal  à  zéro, 

r  intégrale  abélienne  j  j-  doit  être  une  intégrale  de  seconde 

espèce  avec  un  seul  pôle  du  premier  ordre,  ou  une  intégrale 
de  troisième  espèce  avec  deux  points  critiques  logarithmiques; 

si  le  genre  de  la  relation  est  égal  à  un,  l'intégrale  l  -^  doit 
être  de  première  espèce. 

Suivant  les  trois  cas  qui  peuvent  se  présenter,  l'intégrale  de 
l'équation  (11)  est  une  fonction  rationnelle  de^,  ou  une  fonction 
rationnelle  de  e'^-,  ou  une  fonction  doublement  périodique,  n'ad- 
mettant que  des  discontinuités  polaires.  On  vérifiera  facilement 
que  les  conditions  précédentes  ne  diffèrent  que  par  la  forme  de 
celles  qui  ont  été  obtenues  par  Briol  et  Bouquet. 

207.  Lorsqu'on  se  trouve  dans  l'un  des  cas  où  l'intégrale  est 
uniforme,  on  peut  effectuer  l'intégration  au  moyen  d'une  mé- 
thode très  simple,  qui  a  été  donnée  par  M.  Hermite  dans  son 
cours  de  l'École  Polytechnique,  en  1878.  Supposons  que  la 
courbe  représentée  par  l'équation  (12)  soit  du  genre  zéro;  alors 

on  peut  exprimer  u  et  -j^  en    fonctions   rationnelles    d'un    para- 


4J,'i  cil  A  !•  rr  ri  !•:   \. 

inrlic  I 


/"'■   :ë =■?(')• 
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Si  Ton  a  pris  pour  l  le  paramètre  qui  correspond  d'une  façon 
iinivoquc  aux  points  de  la  courbe  (la).  la  nouvelle  équation 

dt  _  cp//) 
Tz  ~  /'{() 

doit  admettre   une  intégrale  uniforme,   ce  qui  exige  que  l'inté- 
grale j-—^ admette  un  seul  pôle  du  premier  ordre,  ou  deux 

points  critiques  logarithmiques.  On  sera  donc  ramené  à  l'une  des 
('•quations  suivantes 

A  A  ,li  \  ,// 

A, 


dt            A                dt           A               A 

dt 
dz 

A 

dt 

dz  '^  t  —  a'          dz  ~  t  —  a        t  —  b' 

-  (t-ay^' 

dz 

dont  l'intégration  est  immédiate. 

De  même,  si  la  relation  (12)  est  du  premier  genre,  on  peut  ex- 
primer Il  el -j^  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  t  et 

de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  R(^),  du  troisième  ou  du  qua- 
trième degré.  Soient 

«  =  /[/,v'hTÔ],        ^"-^[/.v/r77,]; 
on  en  déduit  une  nouvelle  équation 

^  =  p[^/R^o]. 

où  P  est  une  fonction  rationnelle,  qui  doit  admettre  une  intégrale 
uniforme,  si  le  paramètre  t  a  été  choisi  convenablement.  Ceci 
exige,  nous  venons  de  le  voir,  que  l'intégrale  abélienne 


r ^4= 


soit  de  première  espèce,  c'est-à-dire  que  P  se  réduise  à  Cv''R(/), 
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(\  (Irsi^Mianl  iino  conslanlc,  cl  r.'«|ii;ilii)ii  (liirt'rcnticllc  |»in|)oséc 
fsl  ramenée  à  la  l'orme  cla.ssi(|ii<' 

(i3)  Î^Z=(:/h77). 

Kem;ir(|iinii^  ([iic  le  |iinc('clé  de  M.  llcnnih^  s";ip|»li(|ii('  ;"i  loiiics 
les  ('■(jiiatiuns  tliliérenlielles  al^M'-l)ii(|ur-;  du  [ncinic  r  (ndic  ne  con- 
lenaiil  p;is  la  variable  indépendante,  poiiiNii  cjue  le  ^M.'nrc  scjil 
zéro  on   un. 

tî()<S.    (lonsidéroiis    en    parlienlici-   !<•>  ('(jiialions    binômes 
■du\"'       „ 

F  (il)  étant  une  fonctioïi  ralionnoUe  de  //,  donl  rinlcgralc  g('n('- 
rale  est  uniforme.  Pour  qu'il  en  soll  ainsi,  il  faut  d'abord  que  la 
relation  V'"  =  F (it)  soit  du  genre  zéro  ou  un.  Or,  nous  avons 
énuméré,  à  la  page  245,  foules  les  équations  binômes  du  genre  zéro 
ou  un;  il  suffira  donc  de  prendre  les  équations  binômes  de  genre 

zéro  pour  lesquelles  l'intégrale  / -j-r  ~   f  est  une  intégrale 

de  seconde  ou  de  troisième  espèce  et  les  équations  de  genre  un 
pour  lesquelles  cette  intégrale  est  de  première  espèce.  Cet  exa- 
men ne  présente  aucune  difficulté,  et  il  nous  suffira  de  donner 
le  Tableau  des  équations  binômes  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme  : 

i"  Equations  dont  l'intégrale  est  une  fonction  rationnelle  de  :;  : 

du  du  ,  , ,  du  ,  ,  'H^^  in^ 

d^  =  ^'  ^  =  ^^"-">'  -^J=-^"-^>    '"     ^"-^^    '"   ' 

du  ,  'JL±^  fil,  '"~' 

2"  Équations  dont  l'intégrale  est  simplement  périodique  : 

du  -,  ,         ,  du 

—  =  g(u  —  a){u—b),  -^  =ff(u  —  a), 

^  =  ff{u  —  a)\/(u  —  b){u  —  c),  ^  =ff^(u  —  b){u  —  c), 

-^  ^  g{u  —  a)s/u  —  b. 
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3"   I'!(|uali<)ns  donl   l'inlrgrale  f^i'-tirralc  csl  uniforme  cl  doublc- 
iiKMil  |t('Tiodi(jiie  : 


^'''  (^"^y  =^  G{u  -  a){u  -  b){u-c), 

^'■^  (j^')'  =  Gr«-«)M«-6)S 

(i8)  (tfÏ  ^  G{ii  -  af  {u  —  b)Hii  -  cf , 

('9)  l^^y  =  G{u-ay{u-b)\ 

(20)  l^y  =0{u  —  a)^{u~b)\ 

/  du\^ 
(■21)  i-^J    =C{u-af{ii-by^{u-cf, 

/  du\^ 
(11)  i^-^j    =G{u-af{u-b)\ 

/  du\'^ 
(23;  (^^j    =Giii-ay{u-cY, 

Les  équations  dont  l'intégrale  est  rationnelle  ou  simplement 
périodique  s'intègrent  immédiatement.  Pour  ramener  les  équa- 
tions dont  l'intégrale  est  doublement  périodique  à  la  forme  cano- 
nique (i4)  ou  (i5),  il  suffit  d'employer  la  méthode  de  M.  Hermite. 
On  a  déjà  vu  (n"  133)  comment  on  peut  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  courbe  de  genre  un,  représentée  par  une  équa- 
tion binôme,  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  t  et 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  R(^)  du  troisième  ou  du  qua- 
trième degré.  L'application  de  la  méthode  de  M.  Hermite  n'offre 
donc  aucune  difficulté.  Nous  indiquerons  rapidement  les  résul- 
tats. 

On  passe  de  l'équation  (i6)  à  l'équation  (i-)  en  changeant  u 
en  c  -I-  -•  Si  l'on  pose,  dans  l'équation  (i  7),  ^  =  G^-,  on  en  tire 
Q.t^  =  {u  —  a){u  —  b). 
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.1    |);ir  sllilc 

u  =  — '- —  -T-  -  v/(  rt  —  6  )*  -+-  4  (j  t^  ; 
la  nmivclle  (oiKMioii  inconnue  /  est  dcleriniiiLc'  j);ir  I  c(|nali()n 


Les  trois  équations  (iH),  (19)  et  (-^o)  forment  un  seul  j^roupc, 
car  ou  passe  de  ré<jualion  (18)  à  ré(|ualion  (19)  en  changeant  u 

(Il  r -h  '- .  et  de  ré(|nali(»ri  ('o)   à    ['('(iiialion    (19)    en   changeanl 

//  en  (t  -\-     •   il    -^iiClil   donc    de    considérer    réqnalion    (19)  ;    en 
posant 

il  \ient 

du 


^_        G^/(6  — a-f-Gr^V, 


et,  par  suite, 


dt 


(■>.6)  1 -j_  =  \J  t{^b  —  a-^Çtt-). 

De  même,  les  quatre  équations  (21),  (22),  (20),  (24)  se  ramè- 
nent par  une  substitution  linéaire  à  l'équation  (22).  Si  l'on  pose 
dans  cette  dernière 

il  \ient 


du 


-~  =  G'-  t^  \J  b  —  a-^V\ 

et  l'on  a,  pour  déterminer  t^  l'équation  diflércnticlle 

(  27  ;  3  ^  =  Gê  /b  —  a^tK 

On  trouvera  d'autres  exemples  intéressants  dans  la  Théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  (p.  893-416). 

209.  Voici  une  autre  application  importante  des  résultats  ob- 
tenus. Etant  donnée  une  fonction  analytique  uniforme /(^)  d'une 
variable  z,  on  dit  que  cette  fonction  admet  un  théorème  d'addi- 
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lion,    s'il    rxisir    une    ichilion     iili;cl)ri(|nc    entre    f{z-)^    f{l)   cl 

/(r.  +  /\  fuirllcs  (pK"  soiciil  les  valeurs  de  z  et  de  l.  Soit 

(2H)  ^î'l.A^)./(/),/(-  +  0]  =  o 

cette  relation,  .î  désignant  un  polynôme  entier  en  J'{z-)^  f{f-)i 
f{z-^l).  Posons,  pour  simplifier,  u=f{z)^  v=zf{i)^  iy—f(z-ht); 
en  difTcrcnlianl  l'équation  (28)  par  rapport  à  ^  et  par  rapport  à  / 
successivement,  il  vient 

En  éliminant  /'(;;+ Z)  entre  ces  deux  relations,  on  trouve 

enfin,  si  Ton  élimine /(;  +  0  entre  les  équations  (28)  61(29),  ^" 
obtient  une  nouvelle  relation  algébrique 

(30)  *[/(^-),/(^-),/(0,/'(0]  =  o. 

Attribuons  à  t  une  valeur  fixe  quelconque  t^;  on  voit  qu'il  existe 
une  relation  algébrique  entre/(5)  ctf'(z).  Donc  (n"  206),  les 
seules  fondions  uniformes  qui  puissent  admettre  un  théorème 
d'addition  sont  :  1°  les  fonctions  rationnelles  de  z\  2°  les 
fonctions  rationnelles  de  e"-^\  3°  les  fonctions  doublement  pé- 
riodiques de  z,  n'admettant  que  des  discontinuités  polaires  à 
distance  finie. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  la  démonstration  de  la  proposition 
réciproque,  qui  est  bien  connue. 

210.  Le  prol)lème  résolu  au  début  de  ce  Chapitre  peut  être 
généralisé  de  dififérentes  façons.  Considérons  encore  une  intégrale 
abélienne 

R(z,u)dz, 

attachée  à  une  courbe  algébrique  du  genre/;, 
(3i)  F(^,  «)  =  o. 
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>i  l'on  lie  se  trouve  pas  ilaris  l'un  des  trois  cas  (|iii  \  icniirnt  (Trlrc 
'  \uiitii)cs,  à  une  valeur  de  riiil('j;rale  iv  correspoiidrni  |tliisir'nrs 
points  anal\tif[ucs  (c,  ii)  sur  la  surface  de  Hieniann.  Nous  niions 
reclierelier  (|ncllc  doit  être  la  nature  de  ri[il('^ralc  iv  |iniii-  iiui'i 
une  valeur  (|iirleonque  de  cette  inl('{,M-ale  ne  concspoiidenl  ipruii 
nond)rc  /ini  Av  points  annlvtiqiics  (pii  tlonnenl  la  in('inr  videur' à 
l'inlé^^rale  i\';  il  est  cl, m- «pic,  si  l'on  se  donne  un  de  ces  /•  |)oinls 
(;;,  a),  les  /•  —  i  autres  points  (;,,  «,),  (z.,  u-,),  .  .  .,{:■r-^,  Ur-i) 
sont  d(''terniin('s  par  la  même.  Donc,  toute  fonction  sjmélriquc 
des  coordonui'es  de  ces  /• —  i  ])oints  est  une  fonction  unijormc 
du  point  analvlique  (:?,//).  Si  l'on  prend,  en  particulier,  une 
fonction  rationnelle  et  svim'lricpie  de  ces  coordonnées,  on  voit 
aisément  que,  considérée  comme  fonction  de  (  :;,  //),  elle  ne  peut 
admettre  (pic  des  discontinuités  polaires;  c'est  donc  une  fonc- 
tion rationnelle  de  z  et  de  u.  Cela  posé,  soit  C5(  r,  n)  une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque;  la  somme 

'!>(  z.  u)  =  o(z,  u)-\-  '-'(Z-I,  Ui)  -{-...-+-  o( Z,.-l,  u,—i) 

est  encore  une  Ibnclion  rationnelle  et  il  est  clair,  d'apr('s  la  forme 
du  second  membre,  que  celte  fonction  rationnelle  reprend  la 
même  valeur  en  tous  les  points  d'un  même  groupe.  Soit  '^{z^  u) 
une  autre  fonction  rationnelle  et 

la  fonction  correspondante.  Si  l'on  pose 

Z  =  'I>(j,  «),         V  =  W{z,u), 

le  point  de  coordonnées  (Z,  U)  décrit  une  courbe  auxiliaire  C,, 
(jui  est  une  transformée  simplement  rationnelle  de  C.  Si  à  un 
point  (Z,  U)  correspond  un  point  (s,  u),  il  est  clair  qu'au  même 
point  (Z,  U)  correspondent  tous  les  points  de  C  qui  appartiennent 
au  même  groupe  que  (z,  u).  Je  dis  qu'on  peut  choisir  les  fonc- 
tions o  et  'b  de  telle  façon  qu'à  un  point  (Z,U)  ne  correspondent 
que  les  points  d'un  même  groupe  sur  G.  En  effet,  prenons  pour 
'f(z,  u)  une  fonction  rationnelle  admettant  v  pôles  simples 
(a,,  3,),  ....  (av,  [3v)  appartenant  à  des  groupes  différents  gf, 
g2j  •  •  •  1  ^v  et  pour  'b(z,  a)  une  fonction  admettant  p  pcMes  simples 
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(a,,;^,),  (a,,  ["i'J,  ...  (a|,,  [ip)  appnrlcnanl  à  des  groupes  difTé- 
rcnls  .;--, ,  g'.,.  .  .  . ,  g'p,  les  groiipcs  g.,,  .  .  . ,  g^„  g'.,,  •  •  -,  /p  élanl 
tous  diU'ércnls.  Les  fonctions  ^(z-,  u)  et  ^{z,  u)  deviendront  si- 
iniiltam'incnl  infinies  pour  les  points  du  groupe^,  et  pour  ceux-là 
siMiJcnionl.  La  courbe  auxiliaire  Ci  a  donc  un  point  à  l'infini 
auquel  n(>  correspondent,  sur  la  courbe  C,  fjiic  les  points  du 
groupe  i', .  A  un  point  de  C|  voisin  de  ce  point  à  l'infini  ne  peut 
correspondre  qu'un  groupe  de  points  sur  C,  voisin  de  gt.  S'il  en 
était  autrement,  à  une  valeur  très  grande  de  Z  devraient  corres- 
pondre plusieurs  points  voisins  de  (a,,  [3,),  ce  qui  n'a  pas  lieu 
puisque  ce  point  est  un  pôle  simple  de  '!>(;•,  u). 
Soit 

(32)  .^(Z,U)  =  c. 

l'c-quation  de  la  courbe  auxiliaire  Ci.  A  un  point  (Z,  U)  de  cette 
courbe  correspondent  /•  points  de  la  première  courbe,  en  chacun 
desquels  l'intégrale  w  reprend  la  même  valeur,   à  des  multiples 

près  des  périodes;  donc  -j^-  est  une  fonction  uniforme   du  point 

analytique  (Z,  U).  D'ailleurs,  il  est  clair  que  cette  dérivée  est  une 
fonction  algébrique  de  Z;  par  conséquent,  iv  est  égale  à  une  inté- 
grale abélienne  attachée  à  la  courbe  auxiliaire  (3'^ ).  A  une  valeur 
de  cette  intégrale  w  correspondent  r  points  de  la  courbe  primitive 
(3i)  et  un  seul  point  de  la  courbe  auxiliaire  C,  ;  nous  sommes 
donc  ramenés  au  problème  primitif.  A  chaque  solution  de  ce  pre- 
mier problème  correspond  une  solution  du   problème  généralisé. 

Si  la  courbe  (Sa)  est  du  genre  zéro,  l'intégrale  w  peut  être  de 
seconde  ou  de  troisième  espèce;  dans  le  premier  cas,  w  est  une 
fonction  rationnelle  de  (Z,  U)  et,  dans  le  second  cas,  w  est  égale 
au  produit  d'une  constante  par  le  logarithme  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  (Z,  U).  Si  l'on  revient  à  la  courbe  primitive,  on  voit 
que  w  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  :;  et  de  u,  ou  au 
logarithme  d'une  pareille  fonction,  multiplié   par  une  constante. 

Lorsque  la  courbe  auxiliaire  C,  est  du  genre  un,  l'intégrale  iv 
est  de  première  espèce  et  a  deux  périodes,  nécessairement  dis- 
tinctes (n"  70).  Après  la  transformation  rationnelle  qui  conduit 
de  la  courbe  C|  à  la  courbe  donnée  (3i),  w  se  change  en  une  inté- 
grale de  première  espèce  relative  à  cette  courbe,  dont  toutes  les 
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|)«Tin{Jes  se  rcJtiisoiil  à  deux,  l-^ii  rcsmiit',  si  à  une  valeur  de 
r intégrale  abrlienne  \v  ne  correspondent  nu' un  nombre  fini 
de  points  de  la  courbe  V{z,  u)  =  o,  il  peut  se  prrst-nicr  trois 
ras:  \"  iv  est  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  :  ■>."  w  est 
égale  au  produit  d'uni'  cnnstante  par  le  lo'^uiilluue  d' uni- 
fonction  rationnelle  de  z  rt  de  u;  .>"  iv  est  tt/n-  inlii;rale  île 
première  espèce,  dont  toutes  les  périodes  se  réduisent  éi  deux 
périodes  distinctes. 

On  a  vu  plus  haut  (n"  158)  les  condilions  m'ccssiiircs  cl  sufli- 
sanlcs  pour  (|u'une  intégrale  aljciiennc  H"  se  réduise  à  une  fonction 
ralionnelle.  Il  est  plus  dilficilc  d'ohtcnir  des  conditions  suffisantes 
pour  que  rintégrale  appartienne  à  une  des  deux  autres  catégo- 
ries (n'"  I61-l(»()).  l{eiuar(pions  (pic  cliacune  de  ces  trois  espèces 
d'intégrale:?  fournil  him  une  solution  du  problème  proposé.  Ainsi, 
dans  les  deux  pnniiers  cas,  ou  a 

w  =  '^{z,  u) 
ou 

'f{z,  u)  étant  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u;  les  points  ana- 
lytiques (::,  u)  qui  correspondent  à  une  valeur  de  w  sont  fournis 
par  la  résolution  des  deux  équations 

F( z,  u)  =  o,         o(z,  u)  =  iv 


F(z,u')  =  o,         'i(;,  K)  =  eA. 

Lorsque  iv  est  une  intégrale  de  première  espèce  n'admettant 
que  deux  périodes  to,  oj',  le  rapport  —  est  nécessairement  imagi- 
naire (n"  16G).  Soit)v((p)  une  fonction  uniforme  doublement  pé- 
riodique, aux  périodes  w,  to',  n'ayant  que  des  discontinuités  po- 
laires à  dislance  finie  ;  si  l'on  remplace  w  par  l'intégrale  précédente, 
À(tv)  devient  une  fonction  rationnelle  '■o(z,  u)  de  z  et  de  u.  Les 
coordonnées  des  points  (::;,  u)  qui  correspondent  à  une  valeur  de  w 
s'obtiennent  par  la  résolution  des  équations  simultanées 


f^Gji  CM  AI- nui:    \. 

till.    I.l.iiil    (loiinrr   iiiir   cm|ii,iI  ion    dillV' i-cnlicllc   alj^(jl)rif|iic    du 
premier  onlic 

pour  (|iir  relie  é([iialioii  adniclLe  une  iiilégrale  qui  ne  prenne 
.priiii  niind)re  /ini  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z,  il  faul  el 
il  siiliii.  d'après  cela,  que  l'intégrale  abélieiinc 


f 


[J'>       où       r(«,U) 


a|)parlicnne  à  une  des  trois  catégories  précédentes;  nous  n'avons 
qu'à  répéter  le  raisonnement  du  n"  200. 

Par  conséquent,  si  l'intégrale  crime  équation  de  la  foi  me 

F(w,  ^  )  =  o,  oit  F  est  un  polynôme  entier  en  u  et  -j^,  n'ad- 
met qu'un  nombre  limité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z, 
cette  intégrale  est  racine  d'une  équation  algébrique  entière 
en  u,  dont  les  coefficients  sont,  soit  des  fonctions  rationnelles 
de  z,  soit  des  fonctions  rationnelles  de  e^^,  soit  des  fonctions 
uniformes  doublement  périodiques,  aux  mêmes  périodes, 
n'ayant  que  des  discontinuités  polaires  à  distance  finie  ('). 

212.  Quand  on  ne  se  trouve  pas  dans  l'un  des  cas  qui  viennent 
d'être  examinés,  l'inversion  d'une  intégrale  abélienne  conduit  à 
des  fonctions  qui  admettent  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque 
valeur  de  la  variable.  Par  exemple,  la  fonction  inverse  de  l'inté- 
grale elliptique  de  seconde  espèce  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
une  intégrale  de  l'équation  différentielle 

di/\-       fi  —  u-)(i  —  k-it-) 


m 


admet  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z  {^).  Dans 
son  célèbre  Mémoire  sur  les  fonctions  quadruplement  périodiques 
de  deux   variables  (Journal    de   Crelle,    t.    13),  Jacobi  a    posé 

(')  Briot  et  Bouquet,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  36«  Caliier. 
(')  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  deux  Mémoires  de  M.  Casorali  {Acta  ma- 
theniatica,  t.  VIII,  p.  345-38G). 


1. 1:    iMioiii. I  M  i:    m:    i.'i  .n  \  rusioN.  j<'i  J 

d'illU"  .iillir  façiin  le  |»ii»l)lriin-  de  rinvcrsiun  potii-  1rs  iiil«'-i;r;ilcs 
liv|)ricllij)lii|ins  tic  ^ciirc  '.  l/t-iioncc  a  rlr  cnsiiilc  tttiitlii  aii\ 
lnlc'f;ralo.s  ahi-lieiinos  relatives  à  une  eourlx'  (|ii('l(Oii<|ue  de  fleure 
/^  ;  le  prohièine  ainsi  f;(-iiéralisé  est  appelé  le  /i/nhlr/ne  de  rin- 
^<rsinn  ilr  JiKohi .  On  pnil  le  formuler  de  la  manière  suivante  : 
Soient  t\,,  i\\,,  ..  .,  \v  I,  les  jt  intégrales  distineles  de  première 
rsj)èce  attachées  à  une  courbe  de  genre/?;  nous  supposerons  qu'on 
il  pris  une  même  limite  inférieure  (v„,  ;/o)  pour  toutes  ces  inté- 
grales. Les /^  é(piati(jus 

I      /  f/ie,-r-    I  f/„, -f-.  .  ,-i-     /  ,^/ir|=ti, 

I  l/i\-.,—        I  r/il'o   -f-  .    ,    .  -T-         /  (/h-2     =    l\y, 

OÙ  les  intégrales  qui  ont  même  limite  supérieure  sont  supposées 
prises  suivant  le  même  chemin,  déterminent  les  p  points  analy- 
tiques (z-i,  t/i  ),  (z-i,  Uo),  •  • .  5  {^p,  iip)  en  fonction  des  p  variables 
*'n  <"2>  •••>  ^>-  C'est  la  détermination  effective  de  ces  p  limites 
supérieures  au  niojen  de  ("i,  To,  .. .,  Çp  qui  constitue  le  problème 
de  Jacobi.  La  solution  a  d'abord  été  obtenue  ponr  les  intégrales 
ultra-elliptiques  de  genre  2  par  Gopel  ('),  et  par  Rosenhain  dans 
son  Mémoire  couronné  (-).  M.  Weierstrass  (^)  a  ensuite  étendu 
la  solution  aux  intégrales  hyperelliptiques  de  genre  quelconque. 
Enfin  Riemann  et  M.  Weierstrass  ont  obtenu  simultanément  la 
solution  du  problème  dans  toute  sa  généralité  au  moyen  des  fonc- 
tions 0  de  p  variables.  L'étendue  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet 
pas  de  l'exposer  ici;  nous  nous  bornerons  à  montrer  comment,  à 
un  système   de  valeurs  de   v^,   To,   ...,    Vp,   il  ne  correspond,  en 


(')  Gb'PEL,  Theorice  transcendentium  Abelianarum  prinii  ordinis  adurn- 
bratio  leiis  {Journal  de  Crelle,  t.  35,  1S47). 

{-)  RosExiiAiN,  Mémoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  à  quatre  pé- 
riodes qui  sont  les  inverses  des  intégrales  ultra-elliptiques  de  la  première 
classe  {Mémoires  des  savants  étrangers,  t.  XI,  p.  36i-46S). 

(')  ^^  EIERSTRASS,  Zur  tlicorie  der  Abel'schen  Functionen  {Journal  de  Crelle, 
t.  47,  p.  289-306;  t.  52,  p.  285-38o). 


4()j  cii  \  l'iTiu;   \. 

génrral,   (1111111  seul    svslrmc  do  points  analytiques  (-,,  ;/,),    

{Zp,   Up). 

Remarquons  que  les  équations  (33)  peuvent  être  remplacées 
par  un  système  d'équations  aux  différentielles  totales  du  premier 

ordre  : 

/  ©,(:;,.  j/,)rfz,-+-..  .-f-çi  {Zp,  Up)dz,,=  dvx, 

1  02  (-1-  "i)f/^i-:----+?2(-=/M  u,,)dzp=  dv^, 
(34)  <    ;    

[  o,,{Zi,  Ui)dz^-\-...+  o,,{z,„  u,,)dz,,^  dvp, 

où  Ion  a  posé 

Wi=    I  o,(z,u)dz,  i  —  \,-2.  .  . ., p. 

*-  (  -0.  "0  ) 

Si  l'on  applique  à  ce  système  d'équations  difTérenticlles  les 
théorèmes  généraux,  on  reconnaît  qu'à  l'exception  de  certains 
systèmes  de  valeurs  de  t'i,  v-2,  ■ . .,  t'^,  pour  lesquels  il  y  a  indéter- 
mination, à  des  valeurs  de  i'i,  Ço^  •••>  ^p  ne  correspond  qu'un 
seul  système  de  points  analytiques  (').  Ce  résultat  peut  aussi  se 
déduire  du  théorème  d'Abel. 

Supposons,  en  effet,  qu'à  un  système  de  valeurs  pour  r,,  Co,  . . ., 
Vp,  il  corresponde  deux  systèmes  de  points  analytiques  {Zf,  ^^,), 
. . .,  (zp,  Up)  el  {z\,  ii\)  , . . .,  (z',  ?/').  Les  équations  (33)  nous 
donnent 


2  "^ii^h,  Uh)  =  2  "^ii-h,  u'u), 


Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  existe 
une  fonction  rationnelle  z>  (^,  u)  admettant  pour  pôles  du  premier 
ordre  les/»  points  (;,,  w,),  . . .,  (zp,  Up)  et  pour  zéros  les/»  points 
(:;',,  u\),  . . .,  [z'p^  u'p)  (n°  179).  Cette  fonction,  ne  devenant  infinie 
du  premier  ordre  qu'en  p  points  seulement,  est  une  fonction  spé- 
ciale, et  l'on  peut  faire  passer  par  ces/?  pôles  une  courbe  adjointe 
d'ordre  m  —  3  (n"  170).  Celte  courbe  adjointe  rencontre  en 
outre  la  courbe  proposée  en  p  —  2  points  simples  (a,,  |3,).   .  .  ., 


(')  Foi/- Briot,  Théorie  des  fonctions  abéliennes  (Chap.  IX).  Le  raisonnement 
est  soumis  aux  mêmes  objections  que  pour/?  =  i. 


i.i:    i'H(ini.i;Mi:    m:    i.  i  n  v  i;  usion.  jC", 

Z/.-j,  l'i/.    ..  I  cl  l'on  \.'il  (|Mt'  r, .  r.j r^,  iloi\ciil  «•Ire  de  I,i  rmin.- 

/'    -  /■     - 

,'>)     f,  -    iki     -N   ti',(  a/,,  ;i/,  I V,,-  jK,,-  -  \   t«>(a/,,  3/,  ), 

/.     I  /,     I 

'.  K<  Jcsi^iKiiil  l.i  Sdimnt'  conslaiilc  des  \.ilciiis  de  riiili'^^iiilc  i\  ^ 
aux  up  -"  2  j)t)inls  d  iiilcrscclion  variahics  de  la  coiirlic  [)ro- 
posée  avec  iiiu'  courhc  adjoinlc  de  dcj^M-é  ni  —  3.  Par  consé- 
«[iient,  si  les  valeurs  de  r,.  i..  .  .  .,  e,,  ne  sont  pas  de  la  forme 
(35),  il  ne  peut  y  avoir  plus  d'un  système  de  points  analytiques 
vérifiant  les  ('(juations  (33).  Mais  si  t'i,  t'o,  ...,  ç>p  sont  de  la 
forme  (35),  il  y  :i  une  inliniu-  de  systèmes  de  p  points  analyli- 
tpies  répondant  à  la  unesliun.  En  eiret,  si  l'on  fait  passer  par  les 
p  —  2  points  (a/i,  jii/i)  une  courbe  adjointe  d'ordre  m  —  3,  elle 
rencontre  la  eonrhe  proposée  en  p  autres  points  distincts  des 
points  miilli|)les  (|ui,  d'après  le  théorème  d'Abel,  satisfont  bien 
anv  équations  {'y-^)-  Kn  résumé,  lorsqu'on  fait  décrire  aux  va- 
riables indépendantes  c,,  Vo,  ••■■,  t>  des  contours  fermés  dans 
leurs  plans  respectifs,  les  p  points  analytiques  (^, ,  ai),  .  .  . ,  (zp,  Up) 
ne  peuvent  que  s'échanger  entre  eux,  sauf  pour  des  systèmes  de 
la  forme  (35)  où  il  y  a  indétermination.  Toute  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  des  coordonnées  de  ces  p  points  est  une  fonc- 
tion uniforme  des  p  variables  indépendantes  (^,,  v-,-,  •••)  Vp^ 
devenant  indéterminée  pour  les  valeurs  de  la  forme  (35).  C'est 
nne  fonction  abclienne;  elle  s'exprime  au  moyen  des  fonctions  0 
de  p  variables,  où  les  arguments  sont  précisément  p,,  r^,  .  .  . ,  Vp. 
Si  l'on  fait  décrire  à  un  des  points  (5/,  ui)  un  cycle  sur  la  surface 
de  Riemann,  ^'(,^'25  ■••i^p  augmentent  d'une  période;  on  voit 
donc  que  les  fonctions  abéliennes  sont  des  fonctions  de  p 
\ariables,  admettant  ip  systèmes  de  périodes  simultanées. 

213.  Le  problème  d'inversion  de  Jacobi  a  été  étendu  par  diffé- 
rents géomètres  au  cas  où  l'on  ajoute,  aux  p  intégrales  de  pre- 
mière espèce,  un  certain  nombre  d'intégrales  abéliennes  pré 
sentant  des  points  de  discontinuité  sur  la  surface  de  Riemann  ('). 


(')  On  trouve  déjà   des  exemples   dans   le   Mémoire   de    Rosenhain    {Savants 
étrangers,    t.  \I).  Voir  aussi  Clebsch  {Journal  de  Crelle,  t.  64);  Clebsch   et 
A.  liT  G.  3o 


iO(i  CIIM'ITIti:     \. 

Supposons,   pour  li\ri-  les  idi'c-.  (pir  l'un  prenne,  avcc  les />  inté- 
grales tie  |)rrnnrrc  esprcc  u', .  n  ., ir^,,  (f  intégrales  fie  seconde 

espèce  ii\«'e  mi  seul    pôle  (In    |)reinier    iirdre,    1^(;,  //;a,,  [ï,  i 

w  (:;,//;  a^,  '4,/).  el  /■  inh'gmles  de  troisième  espèce  Ts]^yh , .  .  . . 
«y'r/^'/-  ciuel(iues-iins  (l<s  points  (a^,  fi/,)  pouvant  aussi  èlre  des 
points  critiques  |)onr  rpielrpies-unes  des  inlé|[^rales  de  troisième 
espèce.  La  méthode  que  nous  allons  suivre  s'applique  d' 
cas  général.  Considérons  les  n  =/?  + (7  H- /' équations 


leurs  an 


(36) 

n.',(:;i,  «1  )  4-  (V/(;:.2) 

,  Ui)^...^n>i{Zn 

(37) 

^(-1,  ii\\^ii-  P/,^-^ 

.  .  .+  X,{:-n,  Un\  ^h 

(38) 

<t  (=„«„>+.. 

.-^-;;:?;(^«,«.) 

^  //,.         (/i^  1.2.  ..  .,q  ). 
=  77/..  (^  =  1,7 /•). 

OÙ  l'on  suppose  que  l'on  prend  la  même  limite  inférieure  {z^^  w»  ) 
pour  toutes  les  intégrales,  et  où  les  intégrales  qui  ont  la  même 
limite  supérieure  sont  prises  suivant  le  même  chemin.  Si  l'on  re- 
garde dans  ces  équations  t»/,  th,  r./,-  comme  des  variables  indépen- 
dantes, elles  définissent,  en  fonction  de  ces  n  variables,  les  // 
points  analytiques  (S),  «,),  ...,  (:;,/.  //„).  Nous  allons  montrer 
qu'c>  un  système  de  valeurs  arbitrairement  choisi  pour  les  va- 
riables P/,  th,  t:/,  il  ne  correspond  en  général  qu'un  seul 
système  de  points  analytiques  (  g,  ,  ;/,  ),  .  .  . ,  (z,,,,  u„). 

Prenons  sur  la  surface  de  Riemann  n  -\-  p  points  (ç,,  y,,),  •  •  •  • 
(i«+/>,  '^iii+p)-)  absolument  quelconques.  La  fonction  rationnelle  lii 
plus  générale  du  point  analytique  (z,  u),  qui  devient  infinie  dn 
premier  ordre  en  ces  n  -\-p  points  seulement,  dépend  de  //  -^  1 
constantes  arbitraires,  si  ces  points  n'ont  pas  été  choisis  d'uiK- 
façon  particulière,  comme  nous  le  supposons  (n^  169).  Soit 

l'expression  générale  de  cette  fonction;  <I>,(^,  i^)  est  un  polv- 
nome  parfaitement  déterminé,  tandis  que  ^(z,  u)  est  une  fonc- 
tion   linéaire  et  homogène  de  /?  +  1  coefficients   arbitraires  A,,. 


GoKDAX  (Abelschen  Funclionen)  ;  Elliot  (Annales  de  l'École  Anormale,  2»  série, 
l.  XI);  \ppEi.i.  (Journal  de  Mathématiques,  '('série,  l.  I);  Goursat  (Comptes 
rendus.  I.  W  .  p.  7^7-790:   1892). 


Il:    l'iiDii  i.i:  M  i:    m:   i.  i  n  \  i:iiv;  low  jCi- 

A,.  .  .  .*  \„.  (  litif  linulidii  l'i  r,  // I  iiilmcl  //  /<  /.(TDS  v;iiial)li"> 
avec  \„,  \|.  ....  \„'<  ""lis  allons  cliritlicr  ii  (It'lciiiiiinr  lo  coel- 
(iciciils  A,  «'Il  foiic-lidii  (ii'S  i|iiaiilih's  K-,,  //,.-/,.  (Il'  façon  (|iif  /i  tic 
«■es  Z('ros  soient  j)ri''eiséin<'iil  li->  //  poiiil--  aii.il\  I  kjiio  (  v,,  //,  i  «li'- 
linis  par  les  é(jualions  (3<J),  (>>7)  <'t  {•^^)-  L-»'  problème  élaiil  suji- 
pos(}  résolu,  clési<;nons  par  (;;',,  //', ('c'  ,  //'  )  les  /)  zéros  res- 
tant- (Ir   !•'  (  r,   //  I.    l)"apirs    Ir  tliéor.Miir  d'  \l)(i.   on  a 

ir,( -,,«,)       ...     -  tr,(  ;:„,«„  )       n-,{z\,  u\)  -....'  Wi{c',„  u',.) 
"  +  /' 

les  écpialions  ( '.U\)  peuvent  done  être  reinplaeées  par  les  snivanlcs 

<    ifj)  il'i(^\."\  •        ...--  i^'iiz',,,  II),)  =  M,—  V/  (t  =  1,2,   ...,/?). 

el  n<ius  venons  de  voir  qu'à  un  svstèine  de  valeurs  de  V\,  r^,  •  .  .  . 
\' p  il  ne  correspond,  en  général,  qu'un  seul  système  de  points 
.iiial\  ti(|iies  (c', ,  w',  ),   .  .  -.1-^,  ii'p)-  Les/»  écpiations 

<P(  :;',,«',)  — o '\^{z'i,,Ui,)  =  o 

sont  aussi  équivalentes  aux  p  é(|iialions 

(  jo)     (-■,)"1m  z\.u\)  -^.  .  .      (.;),;'■ 'l'i  z'i,.  u),)       o       (  (  —  o,  ! ,  i,  .  .  . ,  p  —  \  >. 

t[ui  sont  encore  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  A,,,  A),  .... 
\„.  mais  qui,  de  plus,  sont  des  fonctions  symétriques  des/?  points 
(:;',,  u\),  ....  {z'p,  u'p).  Ou  a  done  ainsi  p  équations  linéaires  et 
homogènes  en  Aq,  A,,  ...,  A„,  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  abéliennes  de  (^i,  ('2,  •  •  . ,  C/j- 

Appliquons  maintenant    le  tiiéorènie  d'Abel  aux   intégrales  !^ 
et  7^.  On  a  (u"  183,  iSo) 


l'GS  nivi'irni:   x. 

I.rs    t'(|iiali(nis  (37)  oL  (.'5<S)  soni  donc  ('(|iiivalcnlcs  mw  équa- 


n  +  p 

h  —-  \ ,?.....,  a ,         k  ~  1,9. /*. 


Les  q  -\-  V  équations  (4')  et  (42)  sont  encore  linéaires  et  ho- 
mogènes par  rapport  aux  coefficients  inconnus  Aq,  A,,  .  .  .,  A,,. 
Les  seules  quantités  qui  figurent  dans  ces  équations  et  qui  ne 
soient  pas  connues  directement  sont  les  suivantes 

gCT  (-'„  u\)  H-. .  .  +  nT  (3'p,  It'p  ; 

ces  quantités  sont  des  fonctions  uniformes  de  c,,  Vn^  ....  Vp.  En 
ciïet,  les/>  points  (5',,  u\),  .  .  . ,  (^^,  ?/^)  sont  définis,  en  fonction 
de  t'i,  ('2,  ....  Vp,  parles  équations  (39),  et  nous  savons  déjà  qu'à 
un  système  de  valeurs  de  p,,  Co,  .  .  .,  Vp  ne  correspond  qu'un  seul 
système  de  points  analytiques  [z\,  u\),  .  .  ,,  (  z'  u  ).  Par  consé- 
quent, lorsque  les  variables  indépendantes  t»,,  Poj  -  ■  -i  ^p  décri- 
vent, dans  leurs  plans  respectifs,  des  chemins  fermés  quelconques, 
les  p  points  {z\  u')  décrivent  des  chemins  fermés  ou  se  permutent 
entre  eux.  On  peut  évidemment  supposer  que  chacun  de  ces  points 
décrit  un  chemin  fermé,  puis  que  quelques-uns  d'entre  eux  se 
permutent,  sans  que  les  nouveaux  chemins  décrits  franchissent 
aucune  des  coupures  a,  b,  c.  Or,  après  que  ces  p  points  auront 
décrit  de  pareils  chemins,  la  somme  Pj  aura  diminué  de  la  quantité 


périodes  de  l'intégrale  av;  la  somme 


i.i;    puoiii.i:  M  i:    m:    i.  i  n  n  i;u  sion.  i<i'.( 

.lura  aii^mt'iil"'  île  la  iiérimlc 

/ /../,  •'•taiil  l.••^  >  i>  priindcs  corn-sixtiidaii  tes  de  ^'C,  // ;  a/,,  [j/,), 

cl  la  sonmir 

rai  z\  ,u\  I   '-  . .  .-î-  tn(  3',,,  M^, ) 

aura  aii{;rncnl(-  de  iiiètiic  dr 

//([III     -...;- /»...y,  Ho/,       ■>.m'~i, 

II, II.,/,  l'iaiil    les    >.p    périodes  cNcliciiit^s    de   ■n:^(z^u)  et  m 

•'•tant  Mil  au  Ire  iii)Im1)ii'  entier.  Pour  (jiic  (',.  ....  e^  reviennent  à 
leurs  valeurs  initiales,  il  l'aul(|ue  tous  les  nombres  entiers/??,.  ..., 
nl.^p  soient  nuls,  ear  on  ne  peut  avoir  les/?  relations 

/«lOi/^i  --...—  m<ii,{Xii^ip=-  o  ,  (t  =  I,  ..../:>  ), 

pour  des  valeurs  entières  des  coefficients  m,  sauf  pour 
in^--...  ni>p  =:o{n°  lA).  Par  conséquent,  lorsque  les  va- 
riables t'i,  .  .  . ,  Vp  reviennent  à  leurs  valeurs  initiales,  il  en  est  de 
même  de  la  somme 

et  de 

uj{z\,it\]-\-...  -t-wU'j„H'p) 

Et)  résumé,  les  n  -+-  i  inconnues  Aq,  A,,  .  .  .,  A,,  sont  déter- 
minées par  n  équations  linéaires  et  homogènes  dont  tous  les 
coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  de  p, ,  .  .  . ,  t^^,  i< ,  .  .  . ,  f,/, 
7:,,  ...,—;..  Les  équations  (36),  (3^)  et  (38)  définissent  donc  un 
seul  système  de  points  analytiques,  sauf  les  cas  d'indétermina- 
tion qui  peuvent  se  présenter. 
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CHAPITRE  XL 

COURBES  NORMALES.  MODULES  (M. 


Tliéorème  de  M.  Schwarz.  —  Transformations  birationnelles  d'une  courbe  de 
genre  un  en  elle-m6me.  —  Courbe  normale  de  Clebsch.  —  Courbe  normale  de 
Nollier.  —  Modules  d'une  classe  de  courbes  algébriques.  -  Généralilcs  sur  les 
transformations  simplement  rationnelles. 


214.  Nous  allons  d'abord  coinpléter,  sur  un  point  essentiel,  la 
théorie  des  transformations  birationnelles  des  courbes  algébriques. 
On  a  déjà  remarqué  (n"'  131,  134)  que  les  courbes  de  genre  zéro  et 
un  se  changent  en  elles-mêmes  par  une  infinité  de  transformations 
birationnelles;  ce  sont  les  seules  courbes  qui  jouissent  de  cette 
propriété.  Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  sui- 
vant, dû  à  M.  Schwarz  :  //  ne  peut  exister  de  transformation 
birationnelle,  renfermant  un  paramètre  arbitraire,  qui  change 
en  elle-même  une  courbe  de  genre  supérieur  à  un  (-). 

Soient,  en  effet, 

(I)  /(ô,«)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  C  de  genre/»  >>  i ,  et 
^'  =  R  {z,  u,  t), 


(a) 

u'  =  R'(2,  u,  t) 

des  formules  définissant  une  transformation  birationnelle  dépen- 
dant d'un  paramètre  arbitraire  t.  Admettons,  pour  un  moment. 


(')  Auteurs  à  consulter  :  Riemann,  Abel'schen  Functionen;  Bbill  et  Nother, 
Mdlhematische  Annalen,  t.  VII;  —  Clebsch  et  Gord.\n,  Théorie  der  Abel'schen 
Functionen:  —  Klein,  Théorie  der  elliptischen  Modulfunctionen,  t.  I;  — 
E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  436-458. 

(')  Schwarz,  Journal  de  C  relie,  t.  LXXXVII.  La  démonstration  que  nous  don- 
nons ici  est  due  à  M.  Picard. 
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(jiir  \r  poinl  l  z' .  il'  l  dctiil  l.i  1  0111  l»r  (  ',,  lnr-(|iic  le  |i(iii)l  (  3,  1/  )  i\r- 
«  ril  l.i  m.  nu-  cDdilic,  (|  iirllc  (|iir  -oil  la  \  .ilciir  .il  1 1  ihin'.-  ;iii  |»;ira- 
llli'lrc  /.  (l()llSl(l<''l(ili>  /'  liilt'i;!  .lies  (li^l  iii(lt-<  ilr  |)ii'iii  kti-  c^prcc 
iiUaclu-fs  il  la  cniiilir  (  '. 

rQ,(z,u)f/:  rn.(s,u)ds  rQp(z,u)elz 

J  '  yir  ■    ./  '" 7r  '     •  ••    .'  — x. —  • 

|iuis{ju(\  par  une  liaiisloiiii.it  imi  hiiMlloiiiullf,  loiilc  iiili'-^aalc  de 
preiiiièiT  ('S|)tTe  se  cliant;<'  <ii  uni'   nniivcllc    iiil.'-r.ilc  de  |)n'niirrc 

<'Sj)fC(',   I  mlri;ialc    /   -^ ■^, iliMl   en   |)ai  I  iciilicr'  >c  ci 

iinr   nniivt'iic  iiih'i^rali'  de  la  forme 


lanucr  en 


(  0 


\, \ I,  t'taiit    des   con^laiiles    indépendanles  de  [:-,(/).  ]\ous 

allons  montrer  que  ces  coelficienls  ne  dépendent  pas  non  plus  du 
paramètre  /.  En  effet,  donnons  à  ce  paramètre  une  valeur  fixe  ta, 
d'ailleurs  arbitraire,  et  faisons  décrire  au  point  (z-,  a)  un  cvcle 
sur  la  surface  de  Riemann  ;  le  point  (g',  u' )  déciira  aussi  un  c_)cle. 
Lorsque  le  paramètre  /  prend  ensuite  une  valeur  voisine  ton-  A, 
le  cycle  décrit  par  (z',  u')  ne  diff"ère  qu'infiniment  peu  du  premier 
et  la  période  reste  la  même.  Soient  o),,  0^2,  .  •  . ,  (o^  les  périodes 
des  /;  intégrales  de  première  espèce  correspondant  au  cycle  décrit 
par  le  point  (:;,  u)  et  10'  la  période  de  rinléyrale 


/ 


Q,(z\u')dz 


correspondant  au  cycle  décrit  par  le  point  (g',  u')\    on  a  entre  les 
coefficients  A,,  Ao,  .  .  . ,  A^  la  relation 

10  j  —   A  1  OJi  --  Ao  'O2  -r-  .  .  .      -  A  /,  f<>i,. 

Faisons  maintenant  décrire  au  poinl  (^,  u')  les  p  cycles  dont 
chacun  franchit  une  seule  coupure  a.i\  on  établit  ainsi,  entre  les 
coefficients  A,,  Ao.  .  .  .,  A^,,  p  relations  linéaires,  dont  le  déter- 
minant n'est  pas  nul,  où  ne  figure  pas  le  paramètre  t.  Ces  coeffi- 
cients sont  donc  des  constantes  indépendantes  de  t.  En  prenant 


(jiialion.'' 


^'^  Qî(^',  «')       B,Q,(z,«)4-...  +  B;,Qp(z,M)' 

rolaliuii  cntro  les  coordonnées  des  deux  points  (z,  a)  et  (z',  u')  qui 
ne  dépend  pas  de  t.  Or,  une  telle  relation  est  impossible  ;  car,  à 
un  point  (3,  u)^  l'équation  (5),  jointe  à  l'équation  f{z\  a')  =  o 
de  la  courbe  donnée,  ne  fait  correspondre  qu'un  nombre yZ/it  de 
jîoints  (5',  u').  Le  point  (5',  u')  défini  par  les  formules  (2)  ne  va- 
rierait donc  pas  d'une  manière  continue  avec  le  paramètre  t..  con- 
trairement à  riîvpotlièse. 

21.^).  Le  même  raisonnement  permet  de  démontrer  qu'une 
courbe  de  genre  supérieur  à  l'unité  ne  peut  se  reproduire  par  une 
infinité  discontinue  de  transformations  birationnelles,  c'est-à-dire 
ne  dépendant  pas  de  paramètres  arbitraires.  En  effet,  il  résulte  du 
paragraphe  précédent  que  toutes  les  transformations  birationnelles 
qui  reproduisent  la  courbe  C,  de  genre  supérieur  à  un,  sont  don- 
nées par  une  relation  de  la  forme  (5),  où  l'on  attribue  aux  con- 
stantes A  et  B  des  valeurs  convenables.  Or,  si  l'on  part  d'une  rela- 
tion de  cette  forme  donnée  a  priori  el  si  l'on  cherche  les  conditions 
pour  qu'elle  définisse  une  transformation  birationnelle  de  la  courbe 
en  elle-même,  on  établit  évidemment  un  certain  nombre  de  rela- 
tions «/^e^/'f^we^  entre  les  constantes  AetB.  Ces  relations  peuvent 
être  incompatibles  ou  admettre  un  nomhre  Jlni  de  solutions,  mais 
il  ne  ])eut  pas  arriver  que  quelques-unes  de  ces  constantes  restent 
arbitraires,  car  la  courbe  donnée  admettrait  des  transformations 
birationnelles  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire,  contrairement 
à  ce  qui  vient  d'être  démontre.  En  résumé,  une  courbe  de  genre 
supérieur  à  un  ne  peut  se  changer  en  elle-même  cjue  par  un 
nombre  fini  de  transformations  birationnelles. 

216.  Il  est  aisé  de  former  l'équation  de  courbes  algébriques  qui 
admettent  un  nombre  fini.,   mais  aussi  grand    qu'on  le  veut,  de 
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Iraiislurimilitms  l)ii-:ili(^niu'll<'s  t-ii  cllcs-inriii('<.  Supposons  que  l;i 
ruurl)»'  (1,  rrpnVsriiliM'  |»;ir  ré(Hi;iti()n  (1),  se  ic|)rodiiisc  piir  hi 
liansforrii;i(iiiii  l>ii-:it  ioiiiirllr 

/    iif       \\{  z.  Il    : 

-i  l'on  ;i|»|>lii|iit'  (li'iix  loi"-  de  >iiile  celle  Iransfonnalion.  on  olilicnl 
iirif  nouNcIli-  liansforiniilion  fjui  rcprorinit  aussi  la  couihc  C 

(    C,  l'I  l'(  Z.  Il    ,    l{(  c,  //))   -     l*,(  Z.ll), 

\   II,       15 1  l'ir.  //■.  Hi  z,  u)]  .-  H,(  j,  u)\ 

d'uni'  manit-rc  i^cnéraio.  si  Ton  pose 

Zi  —  l'(  :;/_|.  iii-x  )  —  l',-i(-,  «K 
//,—  R(c,_,.  »,-,)  -  R/-  1(3,  //  ). 

on  a  une  suilf  de  Iransfomialions  biralionnelles 

"  '  /  Ui^-.  R,-_,(3,  k), 

<jui  reproduisent  toutes  la  courbe  C.  Si  la  courbe  proposée  est  de 
f^enrc  supérieur  à  ;//7,  ou  ne  peut  obtenir  ainsi  qu'un  nombre  fini 
de  Iransforinations  distinctes  et,  par  conséquent,  au  bout  d'un 
nombre  fini  d'opérations,  on  doit  retrouver  la  substitution  iden- 
tique z' -^^  z,  u'=it.  Supposons  que  cela  arrive  après  q  opéra- 
tions, de  telle  sorte  que  l'on  ait  identiquement 

V,j   i(z,u)r-z,        l\,j-i( z,  u)  —  u: 

la  transformation  considérée  est  dite  d^ordrc  q.  On  a 

V,/! z.  a )   -  F'(-.  u  ).         R,/*  ■'■■,  «j  =  R'  -1  "''■ 

et,  d'une  manière  générale, 

P^^iis,  u)  =  Pi{z,  U),         R^^+K-,  ")  =  R(->  «)• 

Soient  ç(^,  a),  'l>{z,  u)  deux  fonctions  rationnelles  de  :;  et  de  u. 
Posons 

i  u  -^  •l(z,  u)-^  ot.'l(zi,  Mi;  —  . . .    -  a'?-'  <ii{z,f   ,,  u,,^i). 


désignant  une  racine  primitive  de  Téquation  y.f  =  i 


^-\  (Il  \  iTi  H  i;   \i. 

I.nixiiic  le  |t(.inl  (::,  //;  tlcciil  la  coiirije  (1,  le  poinl  (Z.,U)  dé- 
cril  une  iuilrc  ((niibc  C,  qui  correspond  point  par  poinl  à  la  pre- 
mière, si  l(>  foiulions  '-^{z-,  f/)  et  >l{z,  u)  ont  été  prises  convcna- 
Idenu-nt.  Prenons,  par  exemple,  pour  -s,  cl  6  deux  fonctions 
rationnelles  avant  un  seul  pùle  commun  du  premier  ordre  («,  b), 
et  Icllcs  (pic  loiis  les  autres  jxMcs.  ainsi  (pie  les  points  qu'on  en 
dt-diiil  |tai-  rapplicatioii  icpélc'c  de  la  transformation  (6),  soient 
distincts.  Alors  la  courbe  C|  a  un  point  à  liufini,  avec  tine  direc- 
tion asNnq)tolique  non  parallèle  aux  axes,  auquel  ne  correspond 
qu'un  seul  point  de  la  courbe  C,  le  point  (a,  b).  Remarquons 
maintenant  que,   lorsqu'on   clian{;,e  z  et  //  en  P(r,  u)  et  K{z,  u) 

respectivement,  Z  ne  change  pas,   tandis  que  U  se  change  en  — ; 

la  nouvelle  courbe  C)  admet  donc  la  transformation  birationnelle 
/' =  Z,  aU'=  U,  et,  par  suite,  elle  est  représentée  par  une  équa- 
tion  de  la  forme   F(Z,  U^)  =  o,   entière   par  rapport  à  Z  et   à 

!217.  l*roposons-nous ,  pour  finir  ce  sujet,  de  déterminer 
toutes  les  transformations  birationnelles  qui  font  revenir  sur  elle- 
même  une  courbe  du  premier  genre.  Soit  w{z^  u)  l'intégrale  de 
première  espèce  attachée  à  cette  courbe.  Entre  les  coordonnées 
f;,  u^  et  {z\  u')  de  deux  points  correspondants,  on  doit  avoir  une 
relation  de  la  forme  (n°  214) 

(  (o)  «i^C-^'j  u')  —  A(v(2,  u)  -t-  B, 

A  et  B  étant  des  constantes  indépendantes  de  (  :;,  u).  Récipro- 
([uement,  pour  qu'une  relation  de  la  forme  (lo)  définisse  une  cor- 
respondance birationnelle  entre  les  coordonnées  (s,  u)  et  (^',  u') 
des  deux  points,  il  faut  et  il  suffît,  d'après  les  explications  du 
n°  203,  que  iv{z',  u')  augmente  d'une  période  lorsque  iv(z,  u) 
augmente  d'une  période,  et  inversement.  Soient  w  et  to'  les  deux 
périodes  distinctes  de  l'intégrale;  on  doit  avoir 

I  Aoj   ^^  m  M  —  n  U)', 
(  A.0}' —  m' M -r- n'oi', 


(')  Pour  plus  de  détails  sur  ces  courbes,  nous  renverrons  à  un   Mémoire   de 
M.  Hurwitz  (Gôltinger  Nachrichten,  1887;  Mathematische  Annalen,  t.  32). 
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///,  ///'.  //.  /<'  «'laiil  clt'>  inmihii's  fiilnT>;  de  plus  \c>  dciiv  pt-rioilr- 
\(.).  Vf.)'  (Iui\i«nl  rorincr  un  parallr-loj^raniinf  ('(iiiivaNMil  au  paral- 
li'l.i^r.uiimi-  t'K'iiH'iilairc  (<<),  o)'),  fc  (|iii  r\l^c  (|iio  Ton  ait 

11)  /nu  —  m' n  -.  i. 

I  )cs  t''(pialinn-;  (  i  i  i  oi)   lire 

'\])  //l'io-       t  u     -  m)  t<)«>'  --  nt»'^   -  o, 

.  «pialioii  <pii  se  it'diiit  à  iinr  Itli-nlil»'-  si  Ton   a 

m'  —  //  —  o,  m  -   ri' 

Cl,  en   lenanl  coiiiplc  de   la  relalioii  i  i  ■>.   .  m  =z  n' ^=  ±i  \ .   On    ;i 

donc   toujours  deux    séries    de   transformations,  définies   par   le» 

fornudes 

(    ir(  c',  k' )  — -h  w'(-,  M  I -f- /, 
(  r  4  )  ■ 

{   a'(  z  ,'h  }  =-— iv(  z,  u) -^  l, 

t  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Si  l'équation  (i.'î)  ne  se  réduit  pas  à  une  idenliti-,  on  en  tire 


m  —  n  ±  \/(  ni  —  ti  )^  -H  4  m' n 


ou,  en  tenant  ((tmiite  de  la  relation  (  \i). 


ipie 


m  —  n  ±  y  (  m  -r-  it!  >-  q;  4 


Comnjc  le  rapport  —,  doit  être  imaginaire,  on  doit  prendre  le 

signe  -\-  dans  la  formule  (12)  et,  en  outre,  le  nombre  entier  m  —  /?' 
doit  être  égal  à  zéro  ou  à  =ir  i .  Oh  voit  donc  que,  si  le  module  de 
la  courbe  de  genre  un  est  quelconque,  elle  n  ^ admet  pas  dUiutres 
transformations  hirationnelles  que  celles  qui  sont  définies  par 
les  formules  (i4)-  Pour  qu'il  en  existe  d'autres,  il  faut  que  le 
rapport  des  périodes  soit  racine  d'une  équation  à  coefficients  en- 
tiers de  la  forme  (i3),  où  l'on  a  mîi  —  /??//i  =  1,  (m  -h  n')'^  <,  4- 

Le  coefficient  A  s'obtient  en  éliminant   le   rapport  —  entre    les 


.\-yÙ  (Il  \  iMTiii:     \  1. 

(•(Hélions  (in:  on  tromc  îiiiisi  r<'(|ii;ilioii 

(A  —  m)(\.  —  n'  )  —  m' n  =  o 
ou 

A^  —  (  m  -f-  «')  A  -+- 1  =  o, 

cl  coinnu'  ///  -     //'  ne  |)CiiL  prendre  que  les  valeurs  o,  H-i,  — i,  on 
\(iit  (]iio  A  doit  èlre  racine  de  Tune  des  équations 

A  2  -f-  [  -    o.  A''  —  I  —  o,  A3  -f-  I  —  o. 

Jùi  résuni(.',on  oblicnl  toutes  les  transformations  birationnelles 
(|ui  changent  en  clle-nu'me  une  courbe  de  genre  un  en  combinant 
la  transformation 

n'{z',  a')  =t  iv{z,  u)-T-  t, 

cjui  dépend  d'un  |)aramètre  t,  avec  quelques-unes  des  transforma- 
tions 

iv(z\  II')  =  Xiv{z,  u), 

A  désignai)',  une  racine  |)rimitive  de  l'une  des  équations 

A- — I  =  o,         A^^i  =  o,        A*— 1  =  0,         A*!— i  =  o. 

2i8.  Voici  une  a))pIicatioa,  qui  nous  sera  utile,  du  théorème  de 
M.  Schwarz.  Cherchons,  d'une  manière  générale,  les  courbes  C,;j  de 
degré  m  et  de  genre  />,  telles  que  toutes  les  adjointes  d'ordre  m  —  '6 
qui  passent  par  A  points  quelconques  (oLi,  ^,),  .  .  .,  (a^,  p^)  de  C„i 
aient  en  commun  avec  la  courbe  donnée  A"  points  fixes  (y,,  8,), 
. .  .,  (y/,,  0/,)  dépendant  des  premiers;  on  suppose,  bien  entendu, 
liZp  —  I.  Plaçons-nous  d'abord  dans  l'hjpothèse  où  les  coor- 
données des  points  (y,  S)  dépendent  des  coordonnées  de  tous  les 
points  (a,  ?j).  Soient  M,,  Mo,  ...,  M^_,,/?—  i  points  quel- 
conques de  C„4  par  lesquels  passe  une  courbe  adjointe  C,„_3. 
Formons  avec  ces  p  —  i  points  tous  les  groupes  possibles  de  h 
points  (a,  P);  à  chacun  de  ces  groupes  correspond  un  groupe  de 
k  points  et  tous  ces  points  sont  distincts  puisque  les  points  M/ 
sont  arbitraires  et  que  chaque  groupe  de  k  points  (y,  o)  dépend 
de  tous  les  points  du  premier  groupe  de  h  points.  La  courbe 
Gto_3  aura  donc  en  commun  avec  la  courbe  C\„^^  en  dehors  des 
points  multiples,/?  —  i  -^kC'p_^  points  simples,  Cj_j  désignante 
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l'on  ail 

cfci  ii'.i  11(11  <|iif  >i  1(111  a  h  =  A' -^=  I  011  //  r^  p  -  •>,.  /,  I.  haiis 
II'  jticiiiiCr  ca-',  l(Uiti>  les  courbes  adjointes  passaiil  pai  un  |iiiiiil 
(i\e  vont  passer  par  un  seconil  point  lixc  (l(-|)t'ndanl  du  premier  el 
la  courbe  esl  byperellipliipie.  l^xaniinons  la  seconde  solulioii 
//  =^yt>  —  2,  k  r.-  I  ;  si  />  -  -.  3,  elle  se  confond  avec  la  première.  Si 
/>>3,  elle  est  inadmissible.  En  elFet.  il  laudrait  (pie  toutes  les 
(;ourbe>  adjointes  d'ordre  ///  —  .>  ipii  passent  pai'  /y --.i  points 
iiuelconques  de  C,„  aillent  jiasser  pai-  un  autre  point  fixe.  Les 
eoordonnées  (c', //')  de  ce  nou\eau  poiiil  >eraienl  l'-v  idciniiieMl  des 
iVuiclions  rtitioiincllcs  des  coordonn«'-es  d(;  ces  p  -  •>.  points,  dé- 
pendant à  la  fois  de  tous  ces  |)oints.  Soient 

-^\\    (-,,  Ux  ;   -■>,  «2,    ...   :    Z,,-^_,  «/;-2), 

'—  R,Oi,«,  ;  .=2,  ?/.,,  ...  ;  .3/,_2,  111,-1) 

les  expressions  de  ces  coordonnées.  Inversement,  toutes  l(!s 
courbes  adjointes  passant  par  les  p  —  ^  points  (:;',  ii!)^  .... 
{'■p-'i-  lip-'-)  <^lt)'vent  passer  par  un  autre  point  fixe  qui  est  forcé- 
ment le  point  (ci,  //,)  et  l'on  a  aussi 

I  z^  ^:  K  (  z\  u'  :  Z2,  Uî'.   .  .  . ,  z,,-.2,  Up-i), 
I   Ui  =  ï{i(z',  a;  z-i,  Ui]  .  .  .:  z,,^-,,  U/>-i)- 

En  considérant  ôo,  .  .  .,  Zp_2  comme  des  paramètres  variables, 
on  voit  (pie  la  courbe  C,„  admettrait  une  transformation  biration- 
nelle,  dépendant  de  paramètres,  ce  qui  est  impossible  puisqu'on 
suppose  /?>  3. 

Si  les  coordonnées  de  quelques-uns  des  A'  points  (y,  o)  ne  dé- 
pendaient que  des  coordonnées  de  h'  points  (a,  (j)  {h'<ih),  il 
faudrait  en  conclure  que  toutes  les  courbes  adjointes  d'ordre 
/n  —  3  qui  passent  par  h'  points  quelconques  vont  passer  par  un 
certain  nombre  d'autres  points  fixes  dépendant  de  ceux-là,  et  l'on 
serait  ramené  au  cas  précédent.  La  conclusion  est  donc  la  suivante  : 
les  seules  courbes  qui  répondent  à  la  question  sont  les  courbes 
lijperelliptiques. 
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:2I1).  Coit/hcs  iinrniulrs.  -  Pyniii 
l)ri(|ii('s  ;i|>|);irl(Mi;iiil  à  l;i  iiirino  cliissc,  on  pciil.  en  prendre  une. 
|u.s(iil,iiil  (|ii. 1(111. •  <;ir;i(lric  p;ii  lien  lier,  |)()ur  servir  cje  fype  ou 
de  iniirhi'  nmitntU'  l\  l;i  ehisse  eonsitlérée.  On  a  cherché  surlonl 
iiis(ni"i(i  il  (il)tt  iiir  pour  courbes  normales  des  courbes  dont  h' 
dei;ré  soil  aussi  peu  élevé  que  possible,  mais  il  est  évidenl  (jue  ce 
n'esl  |)as  là  une  règle  absolue;  il  pourrait  j  avoir  avantage,  dans 
certains  cas,  à  définir  la  courbe  normale  par  d'autres  propriétés. 
Nous  nous  sommes  déjà  occupés  de  cette  question,  à  diverses  re- 
prises, pour  les  courbes  de  genre  o,  i,  2,  et,  plus  généralement, 
pour  les  courbes  hyperelliptiques  (n"'  132,  13o,  475).  Dans  ce  qui 
suit,  nous  supposerons  qu'on  a  afifaire  à  une  classe  de  courbes  non 
hyperelliptiques  et,  par  conséquent,  que  le  genre  est  au  moins 
égal   à   trois. 

Soil  C/„  une  courbe  non  hyperelliptique  de  genre  p:  prenons 
sur  celle  courbe  p  -  o  points  arbitraires  M,,  Mo,  ....  M;;^3,  et 
soient  Q,  ^^  o,  (K  -  o,  O;,  :=  o  les  équations  de  trois  courbes 
adjointes  linéairement  indépendantes  d'ordre  m  —  3  passant  par 
ces/)  —  3  points.  Les  points  M/ étant  pris  arbitrairement,  on  peul 
toujours  supposer  que  ces  trois  courbes  n'ont  aucun  point  com- 
mun sur  C„i,  en  dehors  des  points  M/.  Cela  posé,  lorsque  le  point 
(c,  a)  décril  la  courbe  C,„,  le  point  de  coordonnées 

décrit  une  certaine  courbe  C,  qui  correspond  point  par  point  à 
la  courbe  C,„.  En  effet,  soit  (a,  h)  un  point  quelconque  de  C„i  et 
(A,  B)le  point  correspondant  de  C;  à  ce  point  (A,  B)  correspond 
sur  Cw  le  seul  point  (a,  h).  Pour  qu'il  en  fùl  autrement,  il  fau- 
drait que,  quel  que  fût  le  point  (<7,  b)  de  V^,n,  on  pût  trouver  un 
autre  point  («/,  V)  tel  que  l'on  eût 

,  ,,s  )  ^\ia\h')  _  Qi{a,b)  Q;(a'.  b')  _  Q,(a,  b) 

Toules  les  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  passant  par  les  p  —  3 
points  M/  et  le  point  («,  b)  iraient  passer  par  un  autre  point 
{a';b');  ce  qui  est  impossible,  puisque  les  p  —  2  points  peuvent 
être  pris  arbitrairement.  Les  formules  (1-)  définissent  donc  une 
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Mdil  dos  CDii^liinlfs  i|iicl(<iii(|ii('s,  ;i(|iiicl  ji  ■- i  |iiMr«; 
ilii   premier  ordre,    les  /;  -h  i    [)oiMl.s   de    renennlre   île  la   eourhe 

<  K,    -  o  avec  la   conrhe  (!„,,  autres  que  les   points   M,,  M^ 

M .._;,;  la  courbe  C  est  donc  de  (lei;i-é //  -  i.  Viiisi.  rdiiit  ilonnn- 
une  classe  de  roitrhes  non  hypcri'llipliiiucs  île gciiit'  />,  on  peut 
prendre  pour  courhr  tiurniiilc  une  lourbe  de  deiiré  />  -1-  i . 

Ce  ihéorènie  a  d';d)()id  ('lé  énoncé  par  Clebscii  et  Gordaii 
i^Abels'clie  Fuiirlii,iii'ii,  p.  <i.'j),  mais  leur  d('monstralion  man- 
quait de  rigueur,  (l'est  M.  Picard  qui  l'a  mise  à  Tabri  de  toute 
objection,  grâce  à  la  remarijue  du  |)ara^raplle  pr<''C('denL 

La  courbe  (7  possède  en  général  un  certain  nombre  de  points 
doubles  provenant  des  couples  de  points  (  «,  6),  («',  b')  satisfai- 
sant aux  relations  (i8).  (Jn  obtient  immédiatement  le  nombre  o 
de  ces  points  doubles,  en  reninrcpiant  que  la  courbe  C  est  du 
genre/);  on  lrou\e  ainsi 

Si  p  ^  H,  la  foiirbe  noimale  a  iK'-cessaircment  des  points  mul- 
tiples; une  droite  variable  passant  |)ai-  un  de  ces  points  rencontre 
C  en  //  —  I  jîoints  mol)ile.s  au  plus;  /p  nombre  r  est  donc  au  pi  us 
égal  à  /;    -  I  (  n''  \1\). 

!2'20.  M.  ^(Ulicr  emploie  une  autre  courbe  normale.  Soient 
Q,  (:;,  «),  Q2(:;,  u  ),  .  .  . ,  Q^(:^,  u)  les/>  polynômes  adjoints  Iin('ai- 
rement  indépendants  de  degré  ni  — ^3;  posons 

(19)         X,^Q, (:;,«),         \.,--q.{=;U),         ...,         \,, -- q„( z,  u). 

et  regardons  X,,  Xj \p  comme  les  coordonnées  bomogènes 

d'un  point  dans  l'espace  h  p — i  dimensions.  Lorsque  le  point  ana- 
lytique (^,  u)  décrit  la  courbe  C,  le  point  de  coordonnées  (X,, 
X2,  .  .  . ,  X^)  décrit  dans  l'espace  -a  p  —  i  dimensions  une  courbe 
gaucbe  Y  qui  correspond  point  par  point  à  la  courbe  (^,  si  celle-ci 
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n'est  pas  liv|)rrrlliiili(|uc.  Si,  en  cH'cJ,  on  avait  deux  points  (a,  h) 
cl  (a\  h')  (If  (1  correspondant  a  un  inèmc  point  de  F,  on  en  con- 

cliiiiiil  le-  relations 

Qi(ff.',  6')  _  Qo(a',  b')  ^        ^  Q,,(a\h') 
""Q,(fl,  6)   ~    Q2(«,6')  "Q/.(«,6y' 

cl  lonlcs  les  adjoinh's  (Tordre  /?^  —  3  passant  par  {a,  h)  passe- 
raient aussi  par  («',  //);  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  si  Ja  courbe  C 
n'est  pas  hyperelliptique.  Le  degré  de  F  est  égal,  on  le  voit  immé- 
diatement, à  '2p  —  '.. 

Lorsque  p  --^  3,  la  courbe  F  coïncide  avec  la  courbe  normale  de 
Clebsch.  Il  n'en  est  plus  de  même  si  /j  ■  3,  mais  on  peut  passer 
de  l'une  à  l'autre.  Par  exemple,  si  /?=^4>  la  courbe  F  est  une 
courbe  gauche  du  sixième  ordre  de  l'espace  à  trois  dimensions; 
en  projetant  cette  courbe  sur  un  plan,  le  point  de  vue  étant  un 
point  de  F,  on  obtient  une  courbe  plane  C  qui  correspond  point 
par  point  à  F  et  dont  le  degré  est  égal  à  G  —  i  =  5.  On  retrouve 
la  courbe  normale  de  Clebsch,  A  l'aide  de  considérations  em- 
pruntées à  la  Géométrie  à  n  dimensions,  que  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  de  développer,  on  peut  étendre  ce  procédé  au  cas 
général.  Ainsi,  en  projetant  la  courbe  gauche  F  de  l'espace  à 
p  —  1  dimensions  dans  un  espace  plan  à  /?  —  2  dimensions,  le 
point  de  vue  étant  un  point  de  F,  on  obtient  une  nouvelle  courbe 
gauche  F,  de  degré  2/>  —  3,  dans  l'espace  -a p — 2  dimensions, 
qui  correspond  ])oint  par  point  à  la  courbe  F.  En  opérant  de 
même  sur  la  courbe  F,,  et  ainsi  de  suite,  on  (init  par  arriver  à 
une  courbe  plane  C  de  degré  2/?  —  2  —  (/>  —  3  1  -^ p  -\-  i ,  qui 
correspond  point  par  point  à  la  courbe  F  et,  par  suite,  à  la 
courbe  C. 

Remarque.  —  Le  raisonnement  qui  précède  est  soumis  à  une 
objection.  Plaçons-nous,  pour  fixer  les  idées,  dans  le  cas  d'une 
courbe  gauche  F  de  l'espace  à  trois  dimensions.  Soit  C  la  per- 
spective de  cette  courbe  sur  un  plan,  le  point  de  vue  étant  un 
point  S  de  F;  les  deux  courbes  F  et  C  se  correspondent  point  par 
j)oint,  à  moins  que  toutes  les  sécantes  passant  par  S  et  un  autre 
point  quelconque  A  de  F  ne  rencontrent  cette  courbe  en  un  troi- 
sième point.  Pour  que  ceci  ait  lieu,  quel  que  soit  le  point  S 
choisi  pour  point  de  vue,  il  faudrait  que  toutes  les  sécantes  dou- 
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l)li-.s  i\c  r  fussent  îles  sécantes  triples.  Celte  hypothèse  est  Inad- 
missible si  la  courbe  F  n'est  pas  une  courbe  plane.  Mn  cllet,  \)V<'- 
iions  sur  V  tleuv  points  quelconques  A  et  H;  la  sécant»-  Ail 
rencontre  F  en  un  troisième  point  C.  Prenons  ensuite  sur  1"  nu 
point  A'  voisin  ilu  point  \;  la  sécante  A'C  doit  rencontrer  1"  m 
nn  point  IV  voisin  A<-  II.  Lurs(jue  le  point  A'  se  rapproche  indéli- 
nimt'nt  du  |toinl  A,  les  sécantes  AA',  B\V  ont  |)oui-  limit(,\s  les 
tani^entes  aux  points  A  et  lî  à  la  courbe  V  et,  comme  les  droites 
AA',  HB'  sont  toujours  dans  m\  même  plan  CAA',  on  en  conclut 
(|ue  les  tangentes  en  deux  points  r/uelconr/ties  de  F  sont  toujours 
dans  un  mémo  plan,  propriété  qui  n'appartient  qu'aux  courbes 
|d.uie-;.  <  )n  lève  de  même  l'objection  dans  le  cas  général. 

La  courbe  normale  de  Clebsch  n'est  pas  du  plus  petit  degré 
possible.  M.M.  Brill  et  Nother  ont  montré,  en  eflet,  qu'on  peut 
en  général  faire  correspondre,  à  une  courbe  de  genre  /?,  une 
courbe  de  degré  p  — 7:  -h  ^,  ~  désignant  la  partie  entière  du  quo- 
tient ^  ;  mais  leur  démonstration  prête  à  des  objections,  el  ce  point 
appelle  de  nouvelles  recherches. 

221.  Modales.  —  Etant  données  deux  courbes  hvpcrellip- 
tiques  du  même  genre  /?,  on  a  vu  plus  haut  que  2/?  —  i  condi- 
tions devaient  être  remplies  pour  que  ces  courbes  appartiennent 
à  la  même  classe;  ces  conditions  s'expriment  par  l'égalité  de 
2p  —  I  fonctions  des  coefficients  des  deux  équations.  De  même, 
toutes  les  courbes  de  genre/?  dépendent  d'un  nombre  fini  de  pa- 
ramètres, si  l'on  ne  considère  pas  comme  distinctes  les  courbes 
qui  appartiennent  à  la  même  classe,  puisqu'on  peut  supposer 
(n°  219)  que  ces  courbes  sont  de  degré  /?  +  1 .  Riemann  s'est  pro- 
posé de  chercher  le  nombre  de  ces  paramètres,  dont  dépend 
essentiellement  une  classe  de  courbes  de  genre /?;  il  faut  entendre 
par  là  qu'à  des  valeurs  de  ces  paramètres,  prises  arbitrairement, 
correspond  une  classe  de  courbes  ou  un  nombre  limité  de  classes. 
Ce  sont  ces  paramètres  qu'on  appelle  les  modales;  il  est  clair 
qu'ils  se  conservent  dans  toute  transformation  birationnelle. 
Riemann  a  démontré  de  deux  manières  différentes  que  le  nombre 
des  modules  d'une  classe  de  courbes  est  égal  à  3/?  —  3  (y?  >  i)  ; 
on  trouvera  l'exposé  de  ces  méthodes  dans  le  Traité  d'Analyse 
A.  ET  G.  3i 
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de  M.  Picard  (l.  11,  p.  /î<S>).  On  pciiL.s'on  rendre  compte  au  niojcn 

de  l;i  roiirlx'  normale  de  Cleljsch,  de  degré  p -{- \ .  Tonle  courbe 

(le  dt'j^r»'  j>--  1  dépend  de  — — ^^^ —  paramclres;  si  elle  est  de 

i;enrc  /',   cil»'  doit  avoir--'- points   doubles,    ce   qui   ('tablit 

entre  les  coefficients  de  l'équation  ce  même  nombre  d'équations. 
Il  reste  donc 

;j =  4y)  -h  a 

coefficients  arbitraires.  D'un  autre  côté,  \n  transformation  bira- 
lionnelle,  par  laquelle  on  passe  d'une  courbe  quelconque  de  genre 
/'  :'i  une  courbe  de  degré  /?  -h  i ,  dépend  de  (/?  —  3)  points  indé- 
terminés; on  peut  imaginer  que  l'on  ait  choisi  ces  p  —  3  points 
de  façon  à  attribuer  des  valeurs  données  à  l'avance  k  p  —  3  des 
coefficients  de  la  courbe  normale.  Enfin,  si  l'on  fait  subir  à  la 
courbe  normale  la  transformation  homographique  générale,  qui 
dépend  de  buit  arbitraires,  on  peut  encore  attribuer  à  huit  des 
coefficients  des  valeurs  données  à  l'avance.  Il  restera  donc  en  tout 
un  nombre  de  paramètres  égal  à 

4/>  -1-  2  —  (/>  —  3  )  —  8  =  3/»  —  3 . 

Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  p  le  nombre  de  paramètres 
arbitx-aiies  dont  dépend  la  transformation  birationnelle  la  plus 
générale  qui  fait  revenir  sur  elle-même  une  courbe  de  genre />,  le 
nombre  des  modules  est  toujours  représenté  par  3/?  —  3  +  p.  Si 
/?  =  o,  p  =  3,  on  trouve  zéro  pour  le  nombre  des  modules,  comme 
on  devait  s  y  attendre.  Si  /?  =  i  ,  p  =  i  ;  il  v  a  un  seul  module 
(n"  178).  Enfin,  si  />  >  i ,  on  a  toujours  p  =  o  (n°  214). 

222.  Du  nombre  des  modules  ,  il  est  facile  de  déduire  une 
limite  inférieure  pour  le  degré  de  la  courbe  normale  du  genre  p. 
Soit  C^  une  courbe  de  degré  q  et  de  genre  p\  le  nombre  5  des 
points  doubles  doit  être  égal  à 
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On  «luit  iIdiic  .i\(»ir  trahunl 

I  ■»<»  I  I  Y  —  11(7  —  *  I  ";  2/>. 

(icllc  iii»''i;alilt'- t'iaiil  Mipposôe  satisfaili-,  on  di'iimnlif.  conimo 
au  jtara^'ra|)lir  |)n''cétlrnt,  (inc  la  coiiilx-  (  iy  (I('|»tii(l,  en  kiiaiil 
rnni]"!.'  '!'•  la  liaiisfornialioii  lioni(tgra|)lii(iuc  gciicralc,  de 

2  2 

|tarainèlres  arbitraires;  ce  qui  nous  donne  une  nouvelle  in('i|;alilé 

|iour  (|ui'  la  courbe  C,,  puisse  servir  de  courbe  normale  de  gcnre/>. 
\)r  cit.-  .hiiiière  inégalité,  on  tire 

^    OLP 

Soit  T.  ]<•  quotient  de  la  division  par  3  du  noml)re  p,  de  façon 
(ju'on  ait  />  =  3?:,  ou  StH-  i,  ou  37:+3.  L'inégalité  (22)  peut 
s'écrire 

P 

et  la  limite  inférieure  de  cj  est,  dans  les  trois  cas,  p  —  7:4-  2.  C'est 
le  degré  de  la  courbe  normale  de  Brill  et  Nôlher.  Cela  ne  veut 
point  dire  qu'il  n'y  ait  pas  de  courbe  de  genre  p  dont  le  degré 
soit  inférieur  à  cette  limite.  Par  exemple,  la  courbe  du  cinquième 
ordre,  sans  point  multiple,  est  du  genre  6;  il  faut  conclure  seule- 
ment de  ce  qui  précède  qu'une  courbe  quelconque  du  sixième 
genre  ne  peut  pas  correspondie  point  par  point  à  une  courbe  du 
cinquième  degré. 

223.  A  la  recherche  des  modules  se  rattache  la  solution  de  la 
{{uestion  suivante  :  Etant  données  deux  courbes  de  même  genre/?, 
non  bvperelliptiques,  C  et  Cj,  d'ordres  /??  et  /?,  représentées  par 
les  équations 

F{z,u)  =  o,         <P(z',u')  =  o, 

reconnaître  si  elles  appartiennent  à  la  même  classe. 
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Si)i(Mil  i)i{z,it),  02(-,  '0'  •••iQ/'(^''0  '*'^  /'  polynômes  ad- 
joints d'ordre  ni  —  ,') correspondant  à  la  courbe  C,  et  K,  (c',  //),  ..., 
H^(.-',  u')  les/?  polynômes  adjoints  d'ordre /i —  3  de  la  courbe  C,. 
Si  Vnw  pciii  ('-tablir  une  correspondance  point  par  point  entre  les 
ptiiiiis  (les  (l(Miv  courbes,  toute  intégrale  de  première  espèce  se 
change  en  une  iiilégralc  de  première  espèce,  et  l'on  doit  avoir  entre 
les  coordonnèrs  de  deux  points  correspondants  des  deux  courbes 
p  rclalioiis  de  la  forme 

A/,  B/,  .  .  .,  L/  désignant  les  constantes. 

On  en  déduit /j>  —  i  relations  ne  contenant  plus  dz  et  clz 

2^^ Ql(2,  «)  Q,(-.») 


Soient  r  et  T,  les  deux  courbes  normales  de  l'espace  à/>  —  i  di- 
mensions qui  correspondent  aux  deux  courbes  données  C  et  C,  ; 
les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  F  sont 

et  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  T, 

x;  =  R,(y,  »'),       ....      ^],  =  \\p{z\ii:). 

Les  formules  (24)  montrent  que,  si  les  deux  courbes  C  et  C, 
sont  de  même  classe,  les  deux  courbes  normales  T  et  T,  peuvent 
se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  transformation  homographique. 
Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante;  en  effet,  si  elle  est  rem- 
plie, les  courbes  F  et  F,  et,  par  suite,  C  et  C,  se  correspondeni 
point  par  point.  Donc,  pour  que  les  courbes  du  même  genre 
C  e;  C,  appartiennent  à  la  même  classe,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  courbes  normalesT  et  T,  puissent  se  déduire  l'une  de  l'autre 
par  une  transformation  homographique. 

Par  exemple,  une  courbe  Cj  du  quatrième  degré,  sans  point 
double,  coïncide  avec  la  courbe  normale  V  ;  on  en  conclut  que  les 
seules  transformations  birationnelles  qui  reproduisent  une  courbe 
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<l(i  qiialririnc  ordre  ri  du  Iroisièiiu' ^riirc  sont  (1rs  Iransfortnntions 
lioinof;ra|)lii(|iies. 

''2'li.  Il  ^l'iiiltlfiail  .  (I.iitri's  le-.  raixninciiKMils  cinpiovés  jus- 
qu'ici, que  les  courbes  de  genre  p  se  parlagenl  en  deux  «grandes 
classes:  les  courbes  gf'néralos  et  les  courbes  hjpcrcllipliqucs  ; 
mais  une  telle  vin-  serait  inexacte,  el  les  courbes  hyperellipliques 
doivent  plul('»t  èlre  considérées  comme  un  cas  limite.  Prenons 
en  ellet  mie  courbe  C  de  genre  /?  >>  3,  non  hyperelliplique,  el  soit 

).,Q,(j.  M)-4-  liQ,( z,  u)  -i-l^Q^i ^,  it)  -^  kiQi{z,  a)  =  o 

léqualion  gén('rale  des  courltcs  adjointes  d'ordre  m  —  3  ,  rpii 
passent  par  p  —  4  points  fixes  (pielconques  de  celte  courbe  ; 
posons 

^  Q,(z,u)  ^  Q3(:;ii)  y  ^  Qjtz.u) 

■       Q,(^,  «)'  Qi(-,")'         ^      Qi(-,«)" 

On  d(''montrc,  comme  au  n"  219,  que,  lorsque  le  point  (;,  u) 
décrit  la  courbe  C,  le  point  (X,  Y,  Z)  décrit  une  courbe  gaucher, 
de  degré  /)  +  2,  qui  correspond  point  par  point  à  la  courbe  C.  Si 
Ton  projette  F  sur  un  ])lan,  le  point  de  vue  étant  sur  F,  on  obtient 
la  courbe  normale  de  Clebsch  ;  mais,  si  le  point  de  vue  est  en 
dehors  de  F,   la  projection   est  une  courbe  de  degré/? +  2,  qui, 

devant  être  de  genre /?,  possède  ^^—^ points  doubles.  Ainsi,  à 

la  courbe  générale  de  genre/?,  on  peut  faire  correspondre,  point 
par  point,  une  courbe  de  degré  /?  +  a  avec  ^-^- points  dou- 
bles. La  conclusion  s'applique  encore  pour/?  =  3;  car,  si  l'on 
applique  à  la  courbe  générale  du  quatrième  ordre  une  transfor- 
mation quadratique  avec  trois  points  fondamentaux  pris  sur  cette 
courbe,  on  obtient  une  courbe  du  cinquième  ordre  avec  trois 
points  doubles. 

Imaginons  maintenant  que  ces  ^-^ points  doubles  viennent 

se  confondre  en  un  seul;  on  obtient  à  la  limite  une  courbe  de 
degré  /?  +  2  avec  un  point  multiple  d'ordre  /?,  c'est-à-dire  une 
courbe  bjperelliptique. 
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225.  Nous  Icrniincrons  ce  Cli;ij)ilre  par  (|iiclfjnc.s  remarques 
sur  les  Iransfoiinalions  sinij)lcnienl  rationnelles.  Soient  C  et  C 
deux  courltes  algéhricjues  de  degré  m  et  ni'  respectivement,  la 
première  de  <;cnre  />,  la  seconde  de  genre /^',  représentées  par  les 
deux  équations 

(9.5)  F(^,«)  =  o, 

(26)  '\Hz',u')  =  o\ 

nous  supposons  fju'cn  posant 

(   u  —  il/(^',  Il  ), 

où  cp  et  'i  désignent  deux  fonctions  rationnelles,  le  point  (s,  il) 
décrit  la  courbe  C  lorsque  le  point  (c',  «')  décrit  la  courbe  C. 
Nous  savons  déjà  que  l'on  a  /?'=/>;  mais  on  peut  avoir  pour  p' 
une  limite  plus  précise.  Soit  ij.  V ordre  de  la  transformation  (2^), 
c'est-à-dire  le  nombre  de  points  (5',  u')  de  C  qui  correspondent 
à  un  même  point  (;;,  a)  de  la  courbe  C.  Supposons  /?  >»  i  et 
soient  Q,  (:;',«),  Çl.,(^z,u)  deux  polynômes  adjoints  d'ordre 
ni  —  3  relatifs  à  la  courbe  C;  on  doit  avoir,  pour  la  transforma- 
tion considérée, 

fQir^,  «)               rW^{z\ii')dz'             rQ,(z,u)dz         f  R^(z' ,  u' )  dz' 
j-Fl-^-'=J-        ^, '         J      "     F;  =J  ^,  ' 

R,  (z',  ;/),Ro(y,  f/)  étant  deux  polynômes  adjointsd'ordre;?i' — 3 
relatifs  à  la  courbe  C,  et  par  suite 

Q2(z,  m)        R2(^',  a')' 

Le  faisceau  des  courbes  adjointes  Q,  (r,  ;^) -}- àQ2(:;,  ?^)  =  o 
rencontre  la  courbe  C  en  2p  —  2  points  variables  avec  À,  si  les 
deux  courbes  adjointes  Q,  =  o,  Qo  ^  o  n'ont  aucun  point  com- 
mun avec  la  courbe  C,  en  dehors  des  points  doubles,  ce  qu'on 
peut  toujours  supposer.  A  ces  2/?  —  2  points  de  C  correspondent 
}>-{^p  —  2)  points  de  C,  variables  avec  X,  situés  sur  la  courbe 
adjointe 

Ri{z',  u')-hlRi(z',  II')  =  o; 
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M'hilloii  i|iii  siil)sist<*  si  p  =  o,  ou  /^  =  i . 

La  rorimile  (  '8)  nous  fait  connaître  une  limite  inférieure  <lc/y', 
.  onnaissant  les  deux  nombres  a  et  />',  mais  A  est  impossible  île 
trouver  une  limite  supérieure  pour  ce  même  nombre  ('). 

Si  les  deux  nondjres  p  et  //  sont  égaux  et  supérieurs  à  lui,  on 
déduit  de  la  relation  (28)  tj.^  i  et,  comme  ;x  est  un  nombre  entier, 
on  a  nécessairement  u.  =  i . 

Nous  pouvons  donc  éno  ncerlc  lliéorème  sui\anl,  dû  à  M.  Webcr  : 
Si  une  transformation  rationnelle  conduit  d'une  courbe  de 
genre  supérieur  à  un  à  une  autre  courbe  du  même  genre,  la 
iransformation  est  birationnelle  (-). 


(')  E.  GounsAT,  Sur  les  transformations  des  courbes  algébriques  {American 
Journal  0/  Mathematics,  vol.  XVI;  i8ij4). 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  LXXAl. 

Pourde  plus  amples  détails  sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des 
courbes  algébriques,  nous  renverrons  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Painlevé  Sur 
les  équations  dijjférentielles  du  premier  ordre  {Annales  de  l'Ecole  Normale 
supérieure;  i^gt). 
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CHAPITRE  XII. 

\l'ri.ICATIOi\S  DU  THÉORÈME  D'ABEL  A  LA  GÉOMÉTRIE  ('). 


Elude  des  groupes  de  points  obtenus  en  coupant  une  courbe  algébrique  donnée 
par  d'autres  courbes  algébriques.  —  Applications  aux  cubiques  et  aux  quartiques. 
—  Tangentes  doubles  des  quartiques;  coniques  quadruplement  tangentes.  — 
Application  du  théorème  d'Abcl  aux  aires,  aux  angles  et  aux  arcs  des  courbes 
de  direction.  —  Biquadratiques  gauches. 


226.  Le  théorème  d'Abel,  appliqué  à  la  Géométrie,  donne  des 
rcsidlats"  qui  se  présentent  sous  une  forme  intuitive  des  plus 
simples.  En  nous  bornant  presque  exclusivement  aux  courbes  du 
troisième  et  du  quatrième  ordre,  nous  indiquons  sur  des  exemples 
précis  les  idées  essentielles  de  la  théorie.  Nous  commencerons 
par  les  courbes  du  troisième  ordre. 

Il  existe  deux  espèces  de  courbes  du  troisième  ordre  :  i"  celles 
qui  n'ont  pas  de  point  singulier;  2"  celles  qui  ont  un  point 
double  ou  de  rebroussement. 

Si  la  courbe  du  troisième  ordre  F(.r,j)^)^o  n'a  pas  de  point 
singulier,  elle  est  du  genre  im.  L'intégrale 

dx 


r'^^y  dx 

I  F' 


est  alors  de  première  espèce.  A  chaque  point  (^,y)  de  la  courbe 
correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  u  qui  se  déduisent  de 
Tune  d'elles  par  l'addition  ou  la  soustraction  de  deux  périodes  oi 
et  w'.  A  chaque  valeur  de  u  ne  correspond  qu'un  point  (^,^1)  de 


(')  Ouvrages  à  consulter  :  Mémoires  de  Clebsch  {Journal  de  Crelle,  t.  LXIII, 
LXIV);  —  Leçons  de  Géométrie  de  Clebsch,  par  Lindemann  ;  —  Mémoire  de 
M.  Humbert  {Journal  de  Mathématiques,  4°  série,  t.  III;  1887). 
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l.i  foiirhr,  coinnu'  il  résullo  du  j)iul)l('tiu.'  de  riiiNcrsioii  :  les  coor- 
données .r  cl  )■  de  ce  poinl  sonl  des  lonctions  elliplicjues  de  u,  aux 
périodes  (■)  cl  («)'. 
Lne  droite 

'^i^,y)  -  ar-T-  37-+- Y  —  o 

coupe  la  courbe  en  trois  points  :  soit  «,,  //a,  «3  nn  système  de 
valeurs  de  u  correspondant  respeclivcmont  à  ces  trois  |)oints  ;  on 
a,  en  vertu  du  tliéorènie  d'Mxl  a|>j)lii|ur'  ;iii\  intégrales  de  pre- 
mière  <->pèc<'. 

M  ti^  -¥-  Il  ,-r-  Il i  =  I'  -T-  «  o)  -+-  n'oi', 

I'  é-lant  une  corislnnlc  indépendante  de  la  droite  considérée  et  /> 
et  n'  des  entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls. 

Celte  relation  nécessaire  entre  les  paramètres  de  trois  points  en 
ligne  droite  est  suffisante.  En  effet,  prenons  sur  la  courbe  trois 
points  M,,  Mo,  M3  dont  les  paramètres  u  vérifient  la  i-elation  (i). 
La  droite  rpii  joint  les  deux  points  Mo  et  M3  coupe  la  courbe  en 
un  point  Mj  de  paramètre  u\  ;  il  faut  montrer  que  M'^  coïncide 
avec  M,.  Les  points  Mj,  Mo,  M3  étant  en  ligne  droite,  on  a 

u  \  -f-  ».2  -f-  ii:i  =  P  -\-  m  to  -^  m' w'  ; 

en  comparant  avec  (1),  on  voit  que  i^  et  u\  ne  dilTèi'ent  que  par 
des  multiples  des  périodes  w  et  w'  :  les  deux  points  M,  et  M,  sont 
donc  confondus.  On  prouve,  par  un  raisonnement  identique,  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  six  points  de  la  cu- 
bique soient  sur  une  conique  est  que  les  valeurs  de  w,  relatives  à 
ces  six  points,  vérifient  une  relation  de  la  forme 

(2)  »!  -T-  «2-^  •  •  •  -^   "G=  2P  -<-  rttO  -h  «'co', 

où  la  constante  est  2P,  comme  on  le  voit  en  supposant  la  conique 
décomposée  en  deux,  droites. 

Comme  application  de  ces  relations,  cherchons  d'abord  les 
points  d'inflexion.  Si  u  est  le  paramètre  d'un  point  d'jnflexion,  la 
tangente  d'inflexion  coupe  en  trois  points  confondus  avec  celui-là  ; 
il  faudra  donc  faire  dans  (i),  à  des  multiples  près  des  périodes. 
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P        nui  -h  n'ui' 
"=3-^  3- 


Dans  celle  ronmile,  on  peut  «lonncr  à  n  et  /?'  toutes  les  valeurs 
enlièrcs  ;  mais  deux  valeurs  de  u  qui  diffèrent  par  des  multiples 
de  (0  cl  m'  donnent  le  même  point  d'inflexion.  Il  suffit  donc  de 
donner  à  n  et  n'  les  valeurs  o,  i  et  2,  associées  de  toutes  les  ma- 
nières possibles.  On  trouve  ainsi  «<?«/ points  d'inflexion  dont  les 
paramètres  sont  donnés  par  le  Tableau  suivant,  où  u„^n'  désigne 
la  valeur  de  u  correspondant  à  un  choix  déterminé  des  entiers  n 
et  n'  : 


"1 

^0 

= 

1' 

3 

' 

"1 

1,0 

= 

P 

-1-  to 
3      ' 

P 

-t- 

iiù 

P  +  w' 

lt-0\  —    5 ■)  '<0,2 


3 

' 

P 

^ 

0)  ■+-  L<i' 

3 

P 

-i- 

2  to  -t-  to' 

1> 

-\-  lia' 

3        ' 

p 

-h  oj  +  a  10' 

3 

p 

-i-  ■>.  (')  -1-  2  to' 

Ces  points  sont  trpis  à  trois  en  ligne  droite;  la  droite  qui  joint 
deux  quelconques  d'entre  eux  passe  par  un  troisième;  on  a,  par 
exemple, 

Uo^O  -I-  «1,1  -i-  «2,2  =   P  -I-  OJ  -i-  tu', 

ce  qui  prouve  que  les  points  correspondants  sont  en  ligne  droite. 
Comme  autre  ajDplication,  on  pourra  chercher  les  points  où  la 
conique  osculatrice  a  un  contact  du  cinquième  ordre^  c'est-à-dire 
coupe  en  six  points  confondus  ;  les  valeurs  de  u  correspondantes 
sont  données  par 

a  P  -I-  n'o  -4-  7i'to' 


où  11  et  /?/  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  de  o  à  5,  ce  qui 
donne  G*:=  36  points.  On  trouve  parmi  ces  points  les  neuf  points 
d'inflexion  qu'on  obtiendrait  en  considérant  les  tangentes  d'in- 
flexion comme  des  droites  doubles,  puis 

G2  —  32  =  27 

points  de  contact  de  véritables  coniques  surosculatrices.  Ces 
points  sont  six  par  six  sur  des  coniques. 
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Si  l'on  coupe  la  ciilji(|iit'  par  une  courbe  C,  =  <»  d'unlrc  v  supé- 
rieur ou  égal  à  .'^,  il  v  a  .i.v  pciinls  irinterscclion  sur  Icscpiels  .'5.v —  i 
pouvi'ol  «Hre  choisis  arhitraireinciil,  le  dernier  étant  alors  bien 
(léli'rniiin-.  En  elVet,  ré(|uation  Q :^=  o  contient  d'une  façon  liin'airc 

,  ,  (  s  -h  l)(s  -h  "?.)  f,.    .  ,   .         .  I 

fl   litunoi^ene  coellicicnls  nrhilraii-cs  ;  i»ii   uc  cnan},'e 

•'•videninienl   pas    le    système    des    points    d'intersection    avec    la 
cubique  Vi^.r,y')  =  o  en  remplaçant  la  courbe  Cs=  o  par 

C^^  3  étant  un  ptiivnnnio  de  degré  s  —  3.  Comme  ce  dci-nier  polj- 

^  .1  —  ■>)( s  —  i)  ,.,,   .  I  •       • 

nome     contient    coellicienls     arl)ilraircs,    on     peut 

•j.  ' 

ilis|)oser  de  ces  coefficients  de  façon  à  faire  disparaître  autant  de 

termes  dans  Cj  :  il  ne  restera  alors  dans  Q  que 

(s-^\)(s  -^-'y.)        (s  —  -ji)(s  —  i) 
=  Ss 


coefficients  arbitraires  entrant  d'une  façon  linéaire  et  homogène. 
On  pourra  disposer  de  ces  coefficients  de  manière  que  la  courbe 
C^:=  o  passe  par  35  —  i  points  pris  arbitrairement  sur  F  =  o;  le 
dernier  point  d'intersection  sera  ensuite  entièrement  déterminé. 
Il  existe  donc  une  relation  et  une  seule  entre  les  valeurs  «,, 
1/2,  ....  ;/3^  du  paramètre  a  correspondant  aux  3^  points  d'inter- 
section. Celte  relation  est  fournie  sous  forme  nécessaire  et  suffi- 
sante |)ar  le  théorème  d'Abcl  :  elle  est 

f/  1  -f-  ?<2  -f-  .  .  .  -i-  i/j.,.  =  5  P  -r-  /l  CO  -(-  n'oi'. 

où  la  constante  est  5P,  comme  on  le  voit  en  supposant  la  courbe 
sécante  décomposée  en  s  droites. 

227.  Supposons  maintenant  que  la  cubique  ait  un  point  singu- 
lier :  prenons  ce  point  pour  origine  d'un  système  d'axes  xOy. 
L'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

F (x,  y)  =  y- —  y.'-x- —  x^f  (  —  )  =0, 
fi     )  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré  en  —  et  a-  une 
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coiistaiilo  positive,  nôgalive   on   nulle,    l'^ii    posant   7- = /.r,   on  s 
inimé(lial<Mnenl 

<•'  ■'■  =  7(0-'     ■''  =  -7(0— 

La  courbe  étant  de  genre  zéro,  il  n'y  a  pas  d'intégrale  de  pre- 
mière espèce  correspondant  à  la  relation 

F{x,y)  =  o. 

Supposons  a  différent  de  zéro,  ce  qui  exclut  le  cas  du  rebrous- 
scinent,  et  considérons  l'intégrale  abélienne 
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D'après  le  n"  144,  c'est  là  une  intégrale  de  troisième  espèce 
admettant  comme  points  singuliers  logarithmiques  les  deux  points 
de  la  courbe  superposés  au  point  double.  C'est  ce  qu'on  vérifie 
immédiatement  en  faisant,  dans  l'intégrale  tit,  y=  tx,  puis  rem- 
plaçant X  par  sa  valeur  (3);  on  trouve  ainsi 

/  ,  V  /  s  ,    '   ■2C.dt  .        t  ^  %    t(^—  % 


-i^ 


a  /o- 


celte  intégrale  a  un  seul  module  de  périodicité  9.ni. 

Il  faut  actuellement  distinguer  deux  cas,  suivant  que  l'on  coupe 
la  ligne  par  une  courbe  ne  passant  pas  par  le  point  double  ou 
passant  par  ce  point.  Nous  supposerons  d'abord  que  la  courbe 
sécante  ne  passe  pas  par  le  point  singulier.  Une  droite  quelconque 

"t'(^:J')^  ux  -\-  vy  -T-  W  =  o 

rencontre  la  courbe  en  trois  points  {x^^y^)^  (xo^yo),  (^3,, ^'3) 
correspondant  aux  valeurs  i,,  to,  t^  de  t.  On  a  vu  (n°  I80)  que, 
si  ct('x,  j)  est  une  intégrale  de  troisième  espèce  aux  points  singu- 
liers (rt,  b)  et  («',  b'),  la  quantité 

ra(^i,  J'i)  H-  w(a72,  y,_)  -4-  m(^3,  JK3)  -  log  .Y^l  J 


\  l'i'i.n  vTiitN—  IM'  tiii:(1iu:mi:  h  \iii:i.  \  i.  v  <;  1:0  m  k  rni  i:.  Î9  ; 
est  Inih'-poiuliinle  de  hi  tiroitr  considérée,  c'esl-à-ilirc  ih;  //,  r,  tw 
Comme  iicluclloincnl  les  deux  points  {a^  h)  ri  (r/',  //)  sont  [»|;i(('s 
au  point  doiddc  a  =  m,  A  r^  o  et  c/'=  o,  A'=  o,  le  lo^^arillinir  csl 
nul  et  l'on  a 

r;T(j-|.  )-,  )  -H  ^7(^-2,  J-o)  -f-  nT(.r3,  J-3  )  =  C, 

(it'taiil  une  constaMtc  iiidépindanlc  de  //.  i',  \v  <•!  di'tcrniinéc  à 
des  multi|)les  de  .i-i  près.  Ij'aprrs  la  valeur  (  \)  de  ^(./■,  jO,  celte 
relation  s'écrit  enfin 

'^  /,—  a  /:;  —  a  t-i—  'J. 

où  R  désigne  une  nouvelle  conslanle  indi'pendanle  de  ?/,  r,(vel/i 
un  entier  positif,  négatif  ou  nul.  Celle  relation,  facile  à  établir 
par  une  voie  algébrique,  donne  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  f|ue  les  trois  points  /, ,  t.,-,  /:t  soient  en  ligne  droite. 

On  verra  de  niénie,  en  prenant  pour  'l{x,r)  le  premier  membre 
de  l'équalion  d'une  conique,  que  les  six  valeurs  de  t  correspon- 
dant aux  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d'une  conique  sont 
liées  par  la  relalion 

(6)  log- +log- ^   +...-|-Iog- =2lV-|-2/i-<, 

1 1  —  X  11 X  £g  —  OC 

OÙ  la  première  constante  du  second  membre  est  évidemment  le 
double  de  K,  car  la  relation  (6)  doit  être  vérifiée  encore  dans  !e 
cas  où  la  conique  est  décomposée  en  deux  droites. 

Pour  avoir  les  points  d'indexion  il  suffit  de  supposer,  dans  (5), 
que  l^,  (■_,  et  /.,  aient  une  valeur  commune  /;  on  a  ainsi 

,       t  ~  a.        \\  -\-  ^nrU 

(7)  '^'iT^a  = 3^' 

ce  qui  donne  trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite,  correspon- 
dant aux  valeurs  o,  i  et  2  de  /?,  comme  on  le  voit  en  résolvant  (7) 

par  rapport  a    — ;  ■ 

On  écrira  sous  la  même  forme  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  35  points  de  la  cubique  soient  sur  une  courbe  Cj=:  o 
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d'ordre  .v  iir  passant  pas  par  le  point  singulier  :  celle  relation  csl 

(8)  2^\o8^^_^=sK-i-2n-i. 

Nous  avons  supposé  a  différent  de  o  :  si  y.  était  nul,  l'origine 
scrail  un  poinl  de  rebroussemcnl ,  Tintégrale  appelée  m{x^y) 
deviendrait  une  intégrale  de  seconde  espèce  infinie  en  ce  poinl  et 
les  relations  (5)  et  (6)  devraient  cire  remplacées  par  les  sui- 
vantes, comme  on  pourra  le  vérifier, 

i  -F  -1-  -i-  i  =  G, 

n     ti     fs 

-     •       '     -^  -1-  1    =  2  G 

Les  lliéorcmes  suivants  doivent  être  modifiés  en  conséquence. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  sécante  passerait  par 
le  poinl  double.  La  relation  précédente  (8)  devient  illusoire,  car, 
deux  des  points  d'intersection  étant  confondus  avec  le  poinl 
double,  une  des  3a'  valeurs  de  t  est  a  et  l'autre  — a  :  de  sorte  qu'il 
y  a  dans  la  relation  deux  termes  infinis  de  signes  contraires.  Dans 
ce  cas  il  n  existe  plus  aucune  relation  entre  les  3^  —  2  autres 
points  où  la  courbe  Q  coupe  la  cubique.  Ainsi  on  peut  toujours 
faire  passer  une  conique  par  quatre  points  pris  arbitrairement 
sur  la  cubique  et  par  le  point  double. 

En  général,  on  j^eut  toujours  faire  passer  une  courbe  d'ordre  s 
])ar  35  —  2  points  pris  sur  la  courbe  et  par  le  point  double,  car 
cela  ne  fait  que  35  —  i  équations  de  condition  et,  d'après  le  raison- 
nement de  la  page  4{)Iî  O'i  dispose  de  35  ^  paramètres  entrant 
d'une  façon  linéaire  et  homogène. 

Le  même  fait  a  lieu  si  le  point  double  devient  un  poinl  de 
rebroussemcnl. 

228.  Courbes  du  quatrième  ordre  sans  points  doubles  (genre 
trois).  —  Soit 

(9)  V{x,y)^o 

l'équation  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  sans  points  singuliers. 


M'i'i.ic  vTioNs  i)V  Tiii:()UKMi:  i>  A  11  ICI.  \  I.  \  t.KdM  I.  riii  i;.  iij5 
Il  rtsiillc  (les  formules  ^M-nciiilcs  que  celti:  courbe  esl  du  genre  ■'>. 
L'inléyrale  lu  plus  j;énérale  de  première  espèce  e-^^^l 


/ 


dx 


avec  trois  conslanles  arbitraires  a,  Ti,  v.  Nous  appellerons  u(x^y), 
\-(j',y),  «^■('ï">  J')  ou  simplement  i/,  r,  iv  les  intégrales  normales 
de  première  espèce  relatives  à  la  courbe  (çj),  et  nous  écrirons 
(  innme  il  suit  le  Tableau  des  périodes  normales  de  ces  intégrales: 


«, 

Oy 

«3 

/v. 

b. 

■?.  t:  c 

O 

O 

A 

B" 

o 

iT.i 

o 

W 

A' 

<j 

o 

1-i 

B' 

B 

A" 


Si  l'on  coupe  d'abord  la  courbe  par  une  droite  quelconque,  on 
obtient  quatre  points  d'intersection  M,,  Mo,  M3,  M.,,  de  coor- 
données (^(jJkO^  (^liO'a),  {xz,yz),  {x!„y^).  Nous  appellerons 
/^,  Ui^  U3,  Ui  les  valeurs  m(x,,j>'i),  iiÇxo^  yo),  ...  de  l'intégrale 
//(x,  y)  en  ces  quatre  points;  de  même  t',,  ^2,  t'3,  f/,  et  (t^,,  cvoj  <^3> 
(T.J  les  valeurs  des  deux  autres  intégrales  de  première  espèce  aux 
mômes  points.  D'après  le  théorème  d'Abel,  on  a,  entre  ces  valeurs, 
les  trois  relations 


(lOj 


1-1- 

Ui 

^ 

ih^ 

i<4 

= 

P 

+  2)- 

<'  -\- 

IX 

-h  m  B" 

-~ 

nB', 

1  -^ 

('2 

-4- 

'■.3  -^• 

'"i 

= 

Q 

-1-  2  ;JL7 

i^ 

IB" 

-+-  m  A' 

-\- 

«B, 

I  -i- 

ir.i 

-H 

«'3^ 

«•4 

= 

R 

-t-  tiv- 

i  -+- 

Œ' 

-1-  mB 

-f- 

nW, 

où  p,  Q,  R  sont  des  constantes  indépendantes  de  la  sécante 
considérée,  À,  ;j.,  v,  /,  7?z,  /?  désignant  des  nombres  entiers  po- 
sitifs, négatifs  ou  nuls.  Pour  abréger,  on  peut  dire  que  les  seconds 
membres  de  ces  relations  (10)  sont  égaux  respectivement  à  P,  Q,  R, 
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à  (/('S  multiples  (loi  périodes  près,  cl  les  écrire 

ux-v-  ui  -+■  lis  -T-  "v  =  Pj 

('1-4-  Vi  -+-  ('3  -H  «'i  =  Q, 
tV'l^-  (Vo-f-  «'3+  «'4=  R, 

011  cinpldviml  la  nirinc  nolalion  qu'à  la  page  896. 

Sur  les  quatre  poinls  M,,  Mo,  M3,  M.,,  on  peut  en  prendre  deux 
arbitrairenienl;  la  droite  qui  les  joint  coupe  alors  la  quartique  en 
deux  autres  points  bien  déterminés.  Les  équations  (10)  doivent 
donc  déterminer  sans  ambiguïté  deux  des  quatre  points  quand  les 
deux  autres  sont  donnés.  L'une  d'elles  est  donc  une  conséquence 
des  deux  autres.  Ce  fait  que  les  trois  équations  (10)  fournies  par 
le  théorème  d'Abel  se  réduisent  actuellement  à  deux  est  spécial 
aux  systèmes  de  points  d'intersection  pa/-  des  droites;  cela 
tient  à  ce  que  les  droites  sont  des  courbes  dont  l'ordre  est  infé- 
rieur de  trois  unités  à  celui  de  la  courbe. 

Si  nous  coupons  la  courbe  par  une  conique  62=  o,  nous  ob- 
tenons huit  })oinls  d'intersection  M,,  Mo,  ...,  Mg^  les  valeurs 
des  intégrales  ?/,  r,  w  en  ces  huit  points  sont  liées  par  les  relations 

[    «1  -H  «2  -i-  •  •  •  +  "s  =  2  P  -I-  2  Xt:  i  -i-  /  A  -I-  /»  B"  -r-  /l  B' ,  , 
(il)         <     Vi+  v,  -^-  •  ■■+-   ('8  =  2Q -f- 2[j.7:j-h /B"-i- mA' -4- /iB, 
'  tï^i -i-  »', -T- . .  . -i-  (ï's  =  2 R  -i-  2 vt: t  -)-  / B'  -T-  mB  -h  n A", 

OÙ  les  premières  constantes  2  P,  2Q,  2R  sont  les  doubles  des  con- 
stantes qui  figurent  dans   les  relations  (10). 

Sur  ces  huit  points  d'intersection,  M,,  Mo,  .  .  . ,  Mg  on  peut  en 
prendre  cinq,  M.,,,  M3,  .  .  . ,  Mg  arbitrairement;  la  conique  passant 
par  ces  cinq  points  coupe  la  quartique  en  trois  points  M,,  Mo,  M 3 
bien  déterminés.  Les  coordonnées  de  ces  trois  points  sont  données 
parles  trois  relations  (11);  pour  les  calculer  effectivement;,  on 
aurait  donc  à  résoudre  le  problème  de  l'inversion  qui  donne, 
comme  on  le  sait,  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coordonnées 
des  trois  points  M,,  Mo,  M3.  On  peut  donc  dire  que  les  rela- 
tions (i  i)  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
les  huit  points  de  la  quartique  soient  sur  une  conique. 

Pour  faire  une  application  de  ces  conditions,  cherchons  les 
coniques  qui  sont  tangentes  à  la  quartique  en  quatre  points  M,, 
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M,.  M,.  M..   Pour  c.-lii,  il  fiiiii  .1  il  Millii   .|iic  |.>  |,..ii,i.  M,.  M, 
^l   .  M,  iiiiiiciJenl  rcspfili\  rintrit  ;i\f(    l\-^  ijiiiilrc  piciiiicrs. 
Les  relouons  (i  i  )  ilovieiiiu'iil  alors 

2M| -H  iZ/jH-  a«j  —  -ilHi  — -il* -+- •j'.Àz/-f- /A -:-  /»  fj"~ /j  If,  ..    , 

ou,  en  (li\isaiit  par  ?.. 


«i  —  r  -i- 


■>.  AT 

:/-+- 

/A 

^  m  n 

-f-  /j  H' 

2 

^.[l; 

zi-h 

/B' 

'  -+-  m  A 

'-^/iB 

•A 

2VT 

i-h 

IB' 

-+-mB 

-h  n\" 

f    tr,-i-  ir,-r-  irj-T-  i\'.^=  R 

D'après  ces  équations,  on  voit  qu'on  peut  prendre  arbilraire- 
iiniii  lim  des  quatre  points  de  contact,  M-,  par  exem[)lc;  les  trois 
antres  M,,  Mj,  M;,  sont  ensuite  déterminés  par  les  équations  (12). 
L  ne  fois  les  nombres  entiers  )>,  ui,  v,  /,  m,  n  choisis,  les  équa- 
tions (12)  donnent  pour  les^coordonnées  de  M,,  Mo,  M.,  un  seul 
système  de  valeurs  qui  varient  d'une  manière  continue  quand  le 
point  Ms  se  déplace  sur  la  courbe.  Donc,  à  chaque  système  de  va- 
leurs des  entiers  A,  a,  v,  /,  ;»,  n  correspond  un  système  de  co- 
niques tangentes  en  quatre  points  à  la  courbe.  Si  l'on  ajoute  aux 
nombres  A,  ijl,  v,  /,  /??,  n  des  nombres  entiers y?rt//5  quelconques, 
le  système  des  coniques  reste  le  même,  car  cela  revient  à  ajouter 
aux  seconds  membres  des  équations  (12)  des  périodes  simultanées; 
l'inversion  donne  alors  les  mêmes  valeurs  pour  (X),  j',),  (o'o,  jKa), 
(•2730':i)  6"  fonction  de  (.^4,  j.-,). 

Il  suffit  donc,  pour  obtenir  tous  les  systèmes  de  coniques  tan- 
gentes en  quatre  points,  de  donner  à  chacun  des  six  entiers  qui 
figurent  dans  les  relations  (12)  les  valeurs  o  et  i.  En  associant  ces 
valeurs  o  et  i  de  toutes  les  manières  possibles,  on  obtient  2"=  64 
systèmes  de  valeurs  pour  /.,  a,  v,  /,  /»,  n.  Il  existe  donc  64  sys- 
tèmes distincts  de  coniques  tangentes  en  quatre  points  à  la  quar- 
tique.  Mais  un  de  ces  systèmes,  celui  que  l'on  obtient  en  prenant 
/,  =  UL  =  V  =  /  =  /?2  =  /i  =  o,  est  composé  des  droites  du  plan 
regardées  comme  des  di|pites  doubles;  en  effet,  pour  cette  détermi- 
nation des  six  entiers  les  équations  (12)  expriment  que  les  quatre 
points  M,,  Mo,  M3,  M/,  sont  en  ligne  droite.  Il  n'y  a  donc  que 
G3  systèmes  de  coniques  véritables  tangentes  en  quatre  points. 
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Noii-^  ohlicndrdns  des  rc'siillals  analogues  en  coujjoiU  la  qiiar- 
li<|uc  (loniK'C  |)ai-  une  cubique  C.i  =  o.  Il  j  a  alors  i  2  points  d'in- 
Icrscclion,  sur  Icscjucisp  peuvcnl  èlre  choisis  arbitrairement  :  les 
trois  autres  sont  déterminés  sans  ambiguïté.  Les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  12  points  de  la  biquadraliquc  soient 
sur  une  cubique  sont  donc 

iii  -i-  Wj  -H  . .  .-t-  Il  12  =  3P  -(-  aX-t -h  /A  -f-  otB"+  nB', 


-T-    V 


j2  =  3Q-^- 2;jL-/+ /B"+ /KA'-i-/iB, 
^,2=  3R-4-  2v  7T{ -+■  ^B'-i-  mB  -*-  nA". 


On  pourrait,  par  exemple,  employer  ces  relations  à  déterminer 
les  systèmes  de  cubiques  ayant  un  contact  du  deuxième  ordre  en 
quatre  points  :  on  en  trouverait  3"  dont  un  formé  par  les  droites 
du  plan  comptées  comme  triples. 

Eu     général,    si    l'on    coupe    la    quartique    par    une    courbe 

Q  :=  o  d'ordre  5^3,  il  y  a  4-5  points  d'intersection  sur  lesquels 

4^ — 3   peuvent  cire  pris  arbitrairement,   les  trois   autres  étant 

alors  complètement  déterminés.  En  effet,  l'équation  C^  =  o  con- 

^   (s  'i-\)(s  +  o.)  i-r    •       .      11  c  r     '   •  .1 

tient coeiucients  d  une  lacon  linéaire  et  homogène; 

2  -  o         ' 

l'équation  de  la  quartique  étant  F(j-,y)  =  o,  le  système  des  points 
d'intersection  de  la  quartique  avec  Q  =:  o  est  le  même  qu'avec  la 
courbe  C^  =  o  ayant  pour  équation 

C,-C,_iF(.r,7)=o, 

où  Cç_/,   est  un  polynôme  en  x  et  j',  de  degré  s  —  4?   contenant 

(.<;  — 3)('.s  —  9.)  fp    •      .         1  -i      •  r\  1'. 
coetiicicnts  arbitraires.    Un   pourra  déterminer  ces 

derniers  coefficients  de  façon  à  annuler,  dans  C^,  un  nombre  égal 
de  coefficients.  La  courbe  C^  ne  contiendra  plus  dans  son  équa- 
tion que 

(.S-f-T)(s  +  2)  (s 3')(.Ç  —  2) 


coefficients  d'une  façon  homogène.  On  pourra  donc  faire  en  sorte 
que  4 -S —  3  des  points  d'intersection  deC^,  c'est-à-dire  de  Q,  avec 
la  quartique,  aient  des  positions  données  à  l'avance.  Une  fois  ces 


\|'PL1<:ations   di'   tiikoiii:mi:   h   viiicr,   a   i.  v   i,  i;om  ktii  i  i:.       i'.)i) 
\s —   >  point ■>  choisis,   le   lli/orèinc  d'Ab»!  Ituiinil   1<^  l^(li•^  nl.i- 

lions 

M,  -t-  Hj  -T-. .  .-¥■  itis  =  sP, 

tr,H-   ir^-r-.  .  .-i-  iy;s  ==  sR, 

ayant  lieu  à  des  imilliplts  d.-  jx'iioiUs  près,  cl  pcrmctlaiil  do  cid- 
culcr  les  coordonnées  des  trois  derniers  points  d'intersection.  Les 
constantes  des  seconds  membres  sont  nécessairement  ,çP,  .çQ,  sW; 
car  ces  relations  doivent  être  vériliccs  en  p;irticidicr  (|ii;ind  la 
courbe  Q  se  décompose  en  s  droites. 


"l"!*.).  Supposons  nuiinlmanl  que  la  courbe  du  quatrième  ordre 
acquière  un  point  double  .r  =  n,  r  =  l>  à  tangentes  distinctes. 
La  courbe  V[x,y)=^  o  esl  alors  de  genre  deux;  il  n'existe  plus 
(|ue  deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce.  L'intégrale  la 
plus  générale  de  jiremière  espèce  est 


/ 


0L(x  —  a)^  ^{y  —  h)  ^^^ 


où  a  cl  |j  sont  des  constantes  arbitraires,  car  le  numérateur  égalé 
à  zéro  doit  représenter  une  droite  passant  par  le  point  double. 
Nous  appellerons  u{x^y)  et  r(.r,j^),  ou  simplement  u  et  v  les 
deux  intégrales  normales  de  première  espèce;  les  périodes  de 
ces  intégrales  relatives  aux  coupures  «,,  a-î  et  6,,  ^2  sont  données 
par  le  Tableau 


«1 

a-i 

hx 

b. 

a 

1-i 

0 

A 

B 

V 

0 

2-î 

B 

C 

La  troisième  intégrale  qui  figure  dans  les  relations  précédem- 
ment établies,  pour  la  quartique  sans  singularités,  est  actuelle- 
ment .remplacée  par  une  intégrale  de  troisième  espèce  ad- 
mettant pour  points  singuliers  logarithmiques  les  deux  points 


niAPiTRi:   XII. 


iinalvlit|iir>  (lislincls  sii])fr|)ns<'s  an   jioinl  double.   L'inlégrale  (\c 
Iroisi'-mc  osj)ccc  la  plus  géiu'ralc  remplissant  ces  conditions  est 


f 


I 

laquelle  tend  l'intéi^rale  la  plus  générale  de  première  espèce  con- 
sidérée dans  le  n°  228,  lorsque  la  courbe  F  ^  o  acquiert  un  point 
double;  elle  est  composée  linéairement  avec  les  deux  intégrales  de 
première'  espèce  u  et  v  et  une  intégrale  normale  de  troisième 
espèce  rs{x,  y)  ayant  pour  points  singuliers  logarithmiques  les 
deux  points  analytiques  superposés  au  point  double  x  =  a,  y  =  b. 
Cette  intégrale  normale  Tjs(x,y)  admet  une  période  polaire  27:/  et 
deux  périodes  D  et  E  relatives  aux  coupures  b,  et  bo',  les  pé- 
riodes relatives  aux  coupures  «(  et  «o  sont  nulles. 

Cela  posé,  il  faut  distinguer  deux  cas  pour  l'étude  des  systèmes 
de  points  d'intersection  de  la  courbe  F  =  o  avec  une  autre  courbe, 
suivant  que  la  courbe  sécante  passe  ou  non  par  le  point  double^ 
c'est-à-dire  suivant  qu'elle  est  adjointe  ou  non. 

1°  Courbes  non  adjointes.  —  Soit  d'abord  une  droite  ne  pas- 
sant pas  par  le  point  double;  elle  coupe  en  quatre  points  :  M,, 
Ma,  M3,  M;;  nous  distinguerons,  comme  précédemment,  par  les 
indices  i,  2,  3,  4  les  valeurs  des  intégrales  w,  c,  nr  en  ces  points. 
Ces  valeurs  sont  liées  par  les  trois  relations 


(19.  bis) 


P,  Q,  R  désignant  des  constantes  indépendantes  de  la  sécante 
considérée,  1,  u,  v,  /,  jn  des  entiers  quelconques.  Le  fait  que  P 
et  Q  sont  indépendants  de  la  sécante  est  évident,  d'après  le  théo- 
rème d'Abel  appliqué  .aux  intégrales  de  première  espèce.  Pour 
montrer  que  R  est  également  indépendant  de  la  droite  sécante, 
il  faut  se  reporter  à  ce  qui  a  été  dit  du  théorème  d'Abel  pour 
une  intégrale  de  troisième  espèce  devenant  infinie  en  deux  points 
superposés  en  un  point  double  (n°  185). 

Les  relations  (12  bis)  sont  donc  établies.  L'une  de  ces  relations 


Ui 

-i- 

Uo 

-+- 

"3 

-h  U; 

= 

P 

-H  2  X  -  i 

-4- 

IX- 

-^  mB, 

t'i 

-f- 

^'2 

-+■ 

V3 

-r-  l\ 

= 
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-1-  2;jL-?: 
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/B 

^mC, 
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THs 

-H  tTJ; 

= 

R 

-i-  2V   T.i 

ID 

-i-niE; 
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I  loi  t«"irc  une  const'(|U(Mice  des  lieu  xaiilrcs,  car,  deux  (les  (|ii:i  lie  |n.iiiis 
M,,  M,,  M3,  IMi  pouvant  être  rlioisis  arbilraircnu'nl,  il  ne  |i(iil 
exister  entre  eux  que  ileux  relations  dislincles.  Maison  |Miit  pn'- 
eiser  et  al'linner  que  les  deux  jireniières  relations  (i.'.  //is)  donnt  ni 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  (|Matrc  points 
soient  en  ligne  droite  :  on  en'et.  M,  et  ^I^  étant  choisis,  ces  deux 
relations  donnent,  itonr  M,  ri  AL,  un  seul  système  de  valeurs.  La 
Iroisièinc  relation  (  i  ■>.  bis)  est  donc  une  conséquence  des  deux  pre- 
mières. Ce  fait  exceptionnel  d'une  ('quation  surabondante  ne  se  pré- 
sente plus  quand  on  coupe  par  des  courbes  d'ordre  supérieur  à  un. 
l'ar  exemple,  coupons  j)ar  une  conif|ue  Co  ne  passant  pas  par 
le  point  double  :  nous  aurons  liuit  points  d'intersection,  dont  cin(| 
arbitraires.  Les  valeurs  des  intégrales  //,  r,  m  en  ces  liiiil  points 
sont  liées  par  les  relations 


1    »,  -r-  »2  -f- . .  .  H-  «8  =  2  F  +  2  X  - 1  -i-  /  A  -T-  /?i  B , 

M  '>  »  <   il  -f-  To  -I- . . .  -^  t^^  =  2  Q  -f-  2  |A-  «  -h  /  B  -T-  /n  G, 

(  TOi-t-cT.,-!-. .  .-T-Wg  =  2  R  -h  2v  r.i  -h  ID  -{-  niK, 

les  premières  constantes  des  seconds  membres  étant  aP,  2Q,  2R, 
comme  on  le  voit  en  supposant  que  la  conique  Co  se  décompose 
en  deux  droites.  Ces  équations  (i3)  donnent  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  huit  points  de  la  quartique  soient 
sur  une  conique.  Pour  calculer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  coor- 
données de  trois  des  points  quand  les  cinq  autres  sont  donnés,  on 
doit  résoudre  le  problème  d'inversion  généralisé  (n°  213). 

Comme  application,  clierchons  encore  les  systèmes  de  coniques 
tangentes  en  quatre  points  M,,  Mo,  M3,  M4  à  la  quartique  ;  nous 
aurons,  en  supposant  que  les  quatre  autres  points  M 5,  Me,  M7,  Mg 
coïncident  respectivement  avec  les  quatre  premiers 


(14)  {     ''1    +  ^'2    +«'3    -^«'i 


aX; 

ti-f- 

lA 

-hmB 

•2 

-+- 

2[j.-t  + 

IB 

-f-mC 

•2 

2V  - 

-i-h 

;d 

-f-  jnE 

Pour  obtenir  tous  les  systèmes  de  coniques  tangentes  en  quatre 
points,  il  suffit  de  donner  aux  cinq  entiers  À,  a,  v,  /  et  7;^  les  va- 


iiAi'iTni;   MI. 


Iriirs  o  ci  I  associées  do  loutcs  les  rnanicrcs  possil)lcs;  c'est  ce 
(in'oii  verrait  comme  plus  liant  (p.  40'j),  car  les  valeurs  de  M,, 
M...  M3  déduiles  des  relations  (i4)  en  fonction  de  M/,,  ne  cliaii- 
i;(Mil  pas  fpiand  on  augmente  ou  diminue  un  quelconque  des  cin(| 
(Miliers  d"tin  nombre  pair;  il  y  a  donc  2^  =  62  systèmes  de  coni- 
(pies  (listincis  ;  mais  l'un  d'eux,  celui  qu'on  obtiendrait  en  prenanl 

X  =  [X  =  V  =  l  =  m  =1  o, 

se  composant  des  droites  du  plan  regardées  comme  doubles,  il  y  a 
3i  systèmes  de  coniques  proprement  dites  tangentes  en  quatre 
points  à  la  quarlique. 

Si  l'on  coupe  la  biquadralique  par  une  courbe  Q  d'ordre  i',  non 
adjointe,  on  voit  de  même  que  les  coordonnées  des  4-?  points  d'in- 
lersection  sont  liées  parles  trois  relations  nécessaires  et  suffisantes 

Ui-\-  uo-h.  .  .-{-  U:,s  =  sP  -h  il-i -}-  lA-^  mB, 

i'i  -+-  «"2  +. .  .-+-  t'4.ç  =  sQ  -!-  2[Ji- iH-  /B  -T-  niC, 
CTi  -+-  TH,  + .  . . H-  w.^s  =  sB  -\-  -iv  T.i  -h  / D  -4-  /;î  E. 

2°  Courbes  adjointes.  —  Quand  on  coupe  la  quartique  par 
une  courbe  passant  par  le  point  double,  ce  point  compte  pour  an 
dans  le  nombre  de  points  nécessaires  pour  déterminer  la  courbe 
sécante,  mais  il  compte  pour  deux  dans  le  nombre  de  points  d'in- 
tersection de  la  coui^be  avec  la  quartique.  D'autre  part,  l'inté- 
grale ra  devient  infinie  aux  deux  points  d'intersection  confondus 
avec  le  point  double  et  la  somme  des  deux  valeurs  de  l'intégrale  ro 
en  ces  deux  points  doit  être  regardée  comme  indéterminée.'  Les 
relations  précédentes  doivent  alors  être  modifiées.  Mais  cette  mo- 
dification est  des  plus  simples  :  elle  consiste  à  effacer  la  dernière 
relation,  celle  qui  contient  l'intégrale  tu  et  à  ne  conserver  que  les 
deux  premières. 

Coupons  d'abord  par  une  droite  issue  du  point  double;  soient 
M,  et  Ma  les  deux  autres  points  où  cette  droite  coupe  la  courbe. 
Ui ,  U.2  et  t',,  To  les  valeurs  des  intégrales  u  et  v  en  ces  points,  u' el 
u",  v'  et  v"  leurs  valeurs  aux  deux  points  analytiques  superposés 
au  point  double.  Le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  pre- 
mière espèce  s'applique  toujours  et  donne 

,   ..  (  ?<i-!- «2=  P'-i-aX-t-i- /A -)- mB, 

(  P'i  -^  p,  =  Q'-i- a  p.- i-1- /B -f- mC, 


\  i-iM.K  VTioNs  Di  tiii;ohi:mi:  h'ahki.  a  i.  \  t;i:oM  iit»  i  k.  îoÎ 
r  il  (^'  (Icsignanl  les  conslaiitcs  P  —  //' —  ii"  et  (  )  —  r' —  i".  Ces 
rt'lalion-s  (i  j)  doivent  se  récluiro  à  iiiic,  car  un  des  jioinls  M,  et 
Mj  |)eul  être  choisi  arbitrairement.  On  a  encore  là  un  cas  on  le 
prohlènie  de  l'inversion  est  indétcrniinc'-. 

Si  l'on  coupe  par  une  conicpu;  Cj  passant  |)ai-  le  poiui  doiiMe, 
cette  conique  coupe  en  six  points  disiincls  du  |)uiiii  d(nihic  entre 
lesquels  ont  lieu  les  relations 


«6  = 
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P 

-t-  2  X  -  t 

^IX 

-t-  m 

B, 

t'c  = 

Q' 

■^ 
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-+-  y-ix-i 

-+-/B 

—  m 

C, 

Sur  CCS  six  points,  quatre  peuvent  être  choisis  arbitrairement; 
les  deux  autres  sont  déterminés  jiar  les  équations  (i6),  en  vertu 
du  problème  d'inversion.  On  a  donc  obtenu  les  conditions  néces- 
saires et  stijjisanles  pour  que  six  points  de  la  courbe  soient  sur 
une  coni(pic  pa-^saiil  par  le  point  double.  Ces  conditions  pourraient 
servir,  pai-  cxenq)le,  à  déterminer  les  coniques  passant  par  le 
point  double  et  tangentes  en  trois  points  à  la  quarlique.  Enfin, 
pour  que  f\s  —  2  points  de  la  quarticjue  soient  sur  une  courbe  C^ 
d'ordre  5,  passant  par  le  point  double,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

«l-i-  «2+-.  .  .-H  i<;.,_2=  P'-i-  {s—  i)P, 

Vl^V.2-^...-^V;s-i   =  Q'-f-(s--I)Q. 


30.   Quarlique  avec  deux  points  doubles  o  et  o'  à  tangentes 
le  genre  est 


distinctes.  —  Dans  ce  cas  le  genre  est  un;  l'intégrale 


f 


dx. 


ou  a, 


_  /  sont  des  constantes,  est  de  première  espèce  quand 
la  droite  -j.x  -\-  fjy  -\-^^  ^  o  passe  par  les  deux  points  doubles. 
Mais  si  a,  ^,  y  sont  arbitraires,  cette  intégrale  est  une  fonc- 
tion linéaire  de  l'intégrale  normale  de  première  espèce  z^,  et 
de  deux  intégrales  normales  de  troisième  espèce  rn  et  ro'  de- 
venant infinies,  la  première  aux  points  superposés  au  point 
double' ô,  la  deuxième  aux  points  superposés  en  o'. 

L'intégrale  u  admet  les  périodes  'ir.i  et  A  sur  les  coupures  a  et 
b\  l'intégrale  tu  admet  la  période  polaire  2-f,  la  période  o  sur  a 


'}o]  ciiAi'iTni-:   xri. 

(  I  r>  sur  />:  m';i(lin(i  de  ni»'iiu'  la  jx'riodc  jiolairc  a-/,  les  périodes 

<•  cl  Csiii-  a  .1  A. 

Il  fandiM,  |.(»iir  Triiidr  des  syslèmcs  de  points  d'inlerscclion, 
dislini,Mirr  trois  cas,  suivant  que  la  courbe  sécante  ne  passe  par 
aucun  poiuL  double,  passe  par  un  point  double  ou  par  les  deux. 

I"  Courbes  ne  passant  par  aucun  point  double.  —  On  trouve 
comme  plus  haut' les  relations  suivantes  en  distinguant  par  des 
indices  les  valeurs  des  intégrales  u,  w,  m'  aux  points  d'inter- 
section. 

Droites  séeantes  : 

Ul  -^  U-î  ~-  U3  -h  lO^  =  P  -I-  2  X  -  l  -4-  Z  A  , 
TUl  -^  mo-h  TxSs  -h  THr,  =  Q  -4-  2  [JL  77  i  -H  IB, 
m\  -^  Tn'o  -f-  TïTj  -\-TJj\~   R  -r-  2  V  -  i  -i-  /  G, 

OÙ  P,  Q,  11  sont  des  constantes,  ).,  u.,  v,  /des  entiers.  Ces  relations 
se  réduisent  à  deux. 
Coniques  sécantes: 

Ui  -i-  «2  -^  •  •  •  -!-  «8  =  2  P  -i-  2  X  -ÏT  i  -^  /  A, 

Wi  -^  m-,  -r-...-|-nT8  =  2Q-^2[JL-«-î-  IB, 

ct'i  —  ct'o  -i- .  . . -1-  to's  =  2R  -^  2v  -i  -+-  IC. 

Cherchons,  par  exemple,  les  coniques  tangentes  en  quatre  points. 
Comme  actuellement  il  n'y  a  plus  que  quatre  entiers  A,  a,  v,  /,  on 
trouve  2' —  I  =  i5  systèmes  de  coniques  véritables  tangentes  en 
quatre  points. 

'2°  Courbes  passant  par  un  des  points  doubles  0'.  —  H  J  a 
alors  une  relation  de  moins  entre  les  points  d'intersection  et  deux 
de  ces  points  sont  situés  au  point  double  0'.  La  relation  qui  con- 
tient l'intégrale  ro'  n'a  plus  de  sens.  Il  reste  alors  les  relations 
suivantes,  dans  lesquelles  P'  et  Q'  désignent  de  nouvelles  con- 
stantes. 

Droites  passant  par  0'  : 


Ces  relations  se  rédu 
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Coniques  /xissti/it  jxir  o'  : 

«  ,  ~  M,  -i-  .  .  .  -H  Uc  —  P'  -*-  P  -+-  J!  ).  7T  <  -+-  /  A, 

m,  -H  t7Tî-<-.  .  .-i-  136=  Q'-<-  Q  -+-  'i.]XT.i  -¥■  /B, 

cl  ainsi  do  siiilf. 

3"  Courhcs ixissant  jHir  les  deux  jioints  doubles  o  et  o'.  —  Il  n'y 
a  plus  alors  qu'une  rclalioii  outre  ks  points  d'inlorsoclion  :  c'est 
celle  cpii  ost  donnée  par  rintoj;ralc  de  prcniirio  ospèco. 

Coniques  passant  par  o  et  Z' .  —  Elles  ooupcnt  en  quatre 
points  variables  dont  trois  arbitraires;  ces  quatre  points  sont  liés 
par  la  rolation 

(17)  Mi  -i-  «2  -T-  "3  -+-  "4  —  P  M-  .2  À  -  /  -H  l \ . 

La  constante  est  nécessairement  P,  car  la  relation  doit  être  vé- 
rifiée on  particulier  si  la  conique  se  décompose  en  deux  droites, 
l'une  joignant  les  doux  points  doubles  et  l'autre  quelconque;  elle 
doit  donc  être  vérifiée  par  quatre  points  en  ligne  droite.  La  rela- 
tion (17)  ainsi  obtenue  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
quatre  points  soient  sur  une  conique  passant  par  0  et  o',  car  elle 
donne  une  seule  position  pour  M,  quand  IM2,  M3,  M,  sont  choisis 
arbitrairement. 

De  même,  une  cubique  passant  jiar  les  deux  points  doubles 
coupe  la  courbe  en  8  points  variables  dont  7  peuvent  être  choisis 
arbitrairement,  le  huitième  étant  alors  déterminé  et  unique.  Ces 
huit  points  sont  liés  par  la  relation 

Ui-\-  U2-\-. .  .-f-  Us  =  2?  -4-  aXri-f-  l\, 

OÙ  la  constante  est  2P,  car  la  relation  doit  être  vérifiée  quand  la 
cubique  se  décompose  en  trois  droites  dont  une  joignant  les  points 
3  et  0' . 

On  vérifiera  en  général  que,  si  une  courbe  C^  d'ordre  s  passe 
par  les  deux  points  doubles,  elle  coupe  la  quarlique  en^s  —  4  points 
dont  4^  —  5  peuvent  être  choisis  arbitrairement;  ce  raisonnement 
est  identique  à  celui  de  la  page  491-  Les  valeurs  de  u  aux  4^  —  4 
points  sont  liées  par  la  relation  nécessaire  et  suffisante 

«l-f-  U2-\-.  .  .-i-  i<i5_4=  (s I)  P  +  iIt.Ï^  IX. 


"xifi  ciiAPiTni:    \ii. 

l2'îl.  Il  lions  reste  à  examiner  le  cas  siiuplr  où  la  courbe  a  Irois 
poinls  douilles  à  tangentes  distinctes;  elle  est  alors  unicursale  : 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  s'expriment  en  fonctions 
rationnelles  d'un  paramètre  t,  de  telle  façon  qu'à  chaque  point  de 
la  courbe  corresponde  une  seule  valeur  de  t  et  réciproquement. 
La  courbe  étant  du  genre  zéro,  il  n'y  a  pas  d'intégrale  de  première 
espèce  correspondante. 

Soient  0,,  o^,  03  les  trois  points  doubles,  «,,  A,  les  deux  valeurs 
de  /  qui  donnent  le  point  ô,,  «o,  b-^,  et  «3,  b^  celles  qui  donnent 
les  points  o^  et  Sj.  Si  Q(^,  JK)  =  o  désigne  l'équation  de  la  droite 
0.JO3,  l'intégrale 


est  une  intégrale  de  troisième  espèce  admettant  pour  points  sin- 
guliers logarithmiques  les  deux  points  superposés  au  point  doublée,. 
Si  donc  on  l'exprime  en  fonction  de  /,  en  y  remplaçant  x  el  y 
par  leurs  expressions  en  t,  on  doit  trouver 


(18)  m{x,y)  =  \oi 


t  —  at    ta  —  by 
t  —bi    to~ai 


Cette  intégrale  n'a  plus  qu'une  période  polaire  2tu. 

1°  Intersection  avec  des  courbes  ne  passant  par  aucun  point 
double  : 

Appelons  t^^  ^o,  t-i,  t-,  les  valeurs  du  paramètre  correspondant 
aux  quatre  points  d'intersection  {x^,y^),  (xo,  ro),  (^3,^3), 
(•^'^jJK'.)  de  la  courbe  avec  une  droite;  d'après  le  théorème  d'Abel 
appliqué  aux  intégrales  de  troisième  espèce,  la  somme 

a  une  valeur  constante  indépendante  des  coefficients  de  la  droite 
considérée;  la  partie  logarithmique  disparaît,  car  les  points  sin- 
guliers logarithmiques  de  to(^,  y)  sont  superposés  au  point  double. 
Remplaçant  dans  cette  somme  r^[x^,y^)^  ...  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (18),  on  a  une  relation  de  la  forme 


APiM.  irvTiONs   ni-   T  II  KO  m;  mi:   d   \  h  i 


K,  élanl  une  conslanlc  et  n,  nu  entier  (jnelconqne.  La  considéra- 
lion  des  deux  inlé<;rales  de  Iroisit  ine  esj)èce  dcvcnanl  rrs|)eclivc- 
inenl  infinies  aux  poinls  supciposés  en  Oj  el  O;,  doniH-  de  iiiènie 
les  deux  relations 


-^  K'  ■: JT  -^-  •  •  •  ^  log:^ 7-  =  Kj 


(»9'; 


1       'i  —  f^i       1       to      a^ 


Ces  //oj'^  relations  (19)01  (19')  se  réduisent  néccssaircmcnl  à 
deux,  car  deux  des  points  d'intersection  d'une  droite  avec  la 
courbe  peuvent  être  choisis  arbitrairement;  les  deux  autres  sont 
alors  déterminés  sans  ambij^uïté.  Donc,  ^,  et  /.,  étant  pris  arbi- 
trairement, les  valeurs  de  ^1  et  t.j  tirées  des  deux  é(jualions  (19') 
doivent  vérifier  (19),  ce  qui  exige  l'existence  de  relations  entre 
les  constantes  K,,  K2,  K3  et  les  quantités  «(,  //,,  Oo,  ^2,  0.1,  0^. 
Certaines  de  ces  relation^ s'obtiennent  immédiatement;  par  exem- 
ple, la  droite  O2O3,  joignant  deux  des  points  doubles,  rencontre  la 
courbe  aux  points 

/,    =  a.2,  (■>  =   by,  /3  =  «3,  ^   =   63  ; 

ces  valeurs  doivent  donc  vérifier  l'équation  (19);  en  écrivant  ce 
fait,   on   a   l'expression    de   K|    en  fonction    de   (i,.,   ù^,   ao,   Oo, 

«3,     ^3. 

Ces  équations  (19)  et  (19'),  dans  lesquelles  /.,  a  une  valeur  arbi- 
traire, fournissent  donc  un  exemple  du  cas  où  le  problème  d'in- 
version généralisé  est  indéterminé,  car  ces  trois  équations  ne  dé- 
terminent pas  ti,  to,  ^)  ;  on  peut  encore  y  prendre  arbitrairement 
une  de  ces  quantités. 

On  verra  de  même  que,  si  huit  points  de  la  courbe  t,,  t.2,  • .  • ,  ^s 
sont  sur  une  conique,  on  a 

Kt-l-  IHiT.l, 
(20)       (    log^;^ ^p_i-loglï ^;J:  _;_  .  .  .  -4_  log  15 ^  =  2K2-i-27l2-«, 

-  =  2K3H-  in^r.i. 


lo^''-^^'    .    In-'^-'" 

•-'°«;:-^ 

'«-/,_  6,    •    '°°^2-6.    ■    • 

'"«^-10,  £j^.. 

•-'°^^ 

'os^-'os;^:-.. 

■--îi^ 

508  r.ii.viMTni:   xii. 

Lrs  Irois  condilions  (20)  sonl.  les  condilinns  nécessaires  cl 
sullisanles  |iour  (|uc  Iiiiil  j)oinls  de  la  courbe  soicnl  sur  une 
rouinue;  elles  sont  nécessaires,  comme  nous  venons  de  le  voir: 
elles  sonl  sulfisanles,  car  cinq  des  points  f/,,  t,-,,  t^,  /y,  /g  étant 
choisis  arbitrairement,  la  conique  de  ces  cinq  points  coupe  la 
courbe  en  trois  autres  points  bien  déterminés,  et  ces  trois  points 
coïncident  nécessairement  avec  les  points  <,,  lo,  t^  définis  par  les 
équations  (îo),  qui  donnent  pour  ^,,  t^,  ty  un  seul  svstème  de 
valeurs. 

Apj>liquons,  par  exemple,  ces  relations  à  la  détermination  des 
points  d'inflexion. 

l'oiir  un  point  dinllexion  t  on  a,  en  coupant  par  la  tangente 
d'inilexion,  t.,  =  ^n  =  t.,,  =  t.  Donc  les  équations  (19')  donnent 

01       t  —  a,       ,       fj  —  cio 

^^^Sfzrj:  +  log— --^  =  K.2-i-2«2-î, 
3  log --     -      +  log -i ,-  =  Ks-^  2«3-i. 

Si  l'on  passe  des  logarithmes  aux  nombres,  et  si  l'on  élimine  ?, 
entre  les  deux  équations  linéaires  en  <,  ainsi  obtenues,  on  a  une 
équation  du  sixième  degré  en  f  :  il}  a  donc  six  points  d'inflexion. 

Appliquons  de  même  les  relations  (20)  à  la  détermination  des 
systèmes  de  coniques  tangentes  en  quatre  points  de  paramètres  i<, 
^2,  t3,  t.,,.  Pour  obtenir  les  groupes  de  quatre  points  de  contact, 
exprimons  que  t^,  t^^  ;-  et  /g  sont  égaux  respectivement  à  i,,  fo, 
fj,  ;.,.  Les  relations  (20)  deviennent 


(21) 


+ 

log 

^2  — 

-a/. 

-i- 

log 

tz- 

-ai: 

-+- 

log 

h- 

lû 


où  /.•  =  (,  2,  3.  Ces  formules  montrent  que  /.,  peut  être  pris  arbi- 
trairement :  /,,  ^2,  t-A  sont  alors  déterminés.  On  obtiendra  huit 
systèmes  différents  de  coniques  quadruplemenl  tangentes  en  don- 
nant à  /«, ,  7^2,  /Î3  les  valeurs  o  et  i  associées  de  toutes  les  manières 
possibles.  Mais  la  combinaison 


\  I'I'I.k:  \  rii>N  s    in    tu  i-oii  km  i;    it   \iii:i.    v    i.  v    i.  kkmi.th  i  k.       •J09 

donne  «les  «:;roiipcs  de  qiiiilrf  |(iiiiil-«  en  lii;ii('  ilroilc;  c'rst  iini'  ><>- 
lulion  fourni»'  |);ir  1rs  di-oilc-.  tlii  |il;iii  r<  :;;ii(l('-cs  (DniiUf  duiiMo.  Il 
no  rcslf  (loiu;  (]iif  7  >\>l<'iiirs  ilc  iijiii(|iics  ;  nial-<  <!:ims  ce  nombre, 
donné  j)arCI«'l)scli,  il  va  eneori'  des  svslrincs  singuliers  (n"!2)U  his). 
2"  Courbes  pussunt  par  un  ou  />/usit'itrs  points  douhlrs  : 
Si  nne  coiirlx;  st'-caiile  passe  par  nn  poinl  douMe,  il  v  a  eiilre 
les  points  d'intersection  nne  relation  de  moins,  celle  (pii  contient 
l'inléf^rale  de  troisième  espace  infinie  au  poinl  doulde.  Si  la 
conrhc  passe  par  deux  points  douldes.  il  disparaît  les  deux  lela- 
lions  conlenant  les  intéj^rales  de  troisième  espèce  devenant  infinies 
en  ces  deux  points  :  il  ne  re-ie  donc  alors  (jn'nne  relation.  Si  la 
courbe  sécante  pas>e  par  le>  trois  |)oints  doubles,  il  n'y  a  plus 
aucune  relatinii  entre  les  points  (rinterseclioii. 

231  A/.v.  Les  noud)ros  donnés  |)lus  liant  jiour  les  svstèmes  de 
coniques  (juadrupleuient  tangentes  aux  quarliques  sont  ceux  de 
Clebsch.  Mais  il  faut  remarquer  (')  que,  si  la  quartique  a  des 
points  doubles,  il  y  a  dans  les  systèmes  de  Clebscli  des  systèmes 
singuliers  formés  de  droites  doubles  passant  par  un  point  double. 
Il  existe  donc  i,  •?.  ou  3  de  ces  systèmes  singuliers,  suivant  que  la 
courbe  a  i,  2  on  3  points  doubles;  les  nombres  des  systèmes  de 
coniques  quadrnplement  tangentes  non  sini;ulièrcs  sont  donc  dans 
ces  trois  cas  3o,  i3  et  4-  L'existence  de  ces  systèmes  singuliers 
tient  à  ce  que,  si  une  droite  passe  [)ar  un  point  double,  le  second 
membre  de  la  relation  contenant  l'intégrale  de  troisième  espèce 
correspondante  peut  prendre  telle  valeur  que  l'on  veut. 

23;2.  Tangentes  doubles  des  quarliques.  —  Le  |)roblème  des 
tangentes  doubles  des  quarti(|ues  présente  des  difficultés  particu- 
lières qui  tiennent  à  ce  que  les  droites  sont  des  courbes  de  degré 
m  —  3  (m  =  4)  et  que  les  équations  exprimant  que  quatre  points 
sont  en  ligne  droite  sont  surabondantes. 

Si  l'on  coupe  une  quartique  sans  points  singuliers  par  une  tan- 
gente double,  les  quatre  points  d'intersection  sont  deux  à  deux 
confondus  avec  deux  points  M,  et  Mo.  Les  équations  (10),  p.  490, 


(')  HuMr.F.P.T,  Joiirn.  de   Ifnf/i..  1S86.    Vndovkiî,  Ann.  Far.   Toulouse,  t.  III. 
A.    ET    G.  32* 
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c  H  A  p  I  r  K  i;   XII 


(|iii  r-xiininml  f|iip  qiialrr  points  sonl  en  ligne  droite,  deviennent 
;.lor.s 

P  -f-  9.x  ir  i  -t-  /A  -»-  ni  R"  -^  n  B' 
"1     -  «2  = 


(M) 


p,     -i-  V2 
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Q-f-9, ijt-/-^  IB" -i-  mA'-+-nB 
R  -+-  ovTTi -+-  /B'-f-  mB  -+-  nA" 


On  a  ainsi  frois  équations  pour  déterminer  les  deux  points  de 
contact  M,  et  Mo.  Les  lettres  /,  m,  /i,  À,  a,  v  désignent  des  en- 
tiers. Il  est  certain  d'avance  que  l'on  pourra  donner  à  ces  entiers 
des  valeurs  telles  que  les  trois  équations  ci-dessus  soient  compa- 
lihlos,  car  on  sait  qu'il  existe  des  tangentes  doubles,  mais  la  diffi- 
culté est  de  savoir  comment  il  faut  choisir  ces  valeurs  des  entiers. 

Tout  d'abord  il  suffit  de  donner  à  chacun  des  entiers  une  des 
valeurs  o  cl  i,  car,  en  augmentant  ou  diminuant  un  des  nombres 
/,  m,  /?,  A,  ;j.,  V  de  deux  unités,  on  ajoute  ou  retranche  des  pé- 
riodes aux  seconds  membres  des  équations.  Il  reste  alors  à  savoir 
comment  il  faut  associer  les  valeurs  o  et  i  données  aux  six  en- 
tiers; Riemann  a  démontré  (Mi  par  t^es  considérations  tirées  de 
l'évanouissement  des  fonctions  0,  qu'il  faut  et  qu'il  suffit  que  les 
entiers  /,  m,  /?,  A,  jjl,  v  vérifient  la  condition 

('i3)  /X  -+-  w  ;j.  —  n-j  =  un  nombre  impair. 

Comme  l'étude  des  fonctions  0  ne  rentre  pas  dans  le  sujet  que 
nous  avons  voulu  traiter,  nous  admettrons  le  théorème  de  Rie- 
mann. Il  cofrespondra  une  tangente  double  à  chaque  système  de 
valeurs  des  nombres  /,  m,  //,  À,  a,  v  vérifiant  la  condition  (28), 
ces  nombres  ayant  chacun  la  valeur  o  ou  1 .  Pour  évaluer  le 
nombre  des  tangentes  doubles,  supposons  d'abord  deux  des  nom- 
bres /,  m,  n  nuls,  le  troisième  étant  i;  ce  qui  peut  se  faire  de 
trois  manières.  Par  exemple,  supposons  1=  m  =  o,  n=  1.  Alors 
A  et  ji.  peuvent  prendre  chacun  les  deux  valeurs  o  et  i,  mais  v 
doit  être  égal  à  i ,  ce  qui  donne  4  systèmes  de  valeurs  pour  A,  jx, 


('  )  Zur  Théorie  der  Abelschcii  Functinnen  fiir  rien  Fall  j>  —  ?>  {Œuvres  com- 
plètes, p.  407  ). 


M'pMCATioNS  i>i  tiikoukuk  I»  vnFi,  V  I,  \  m;o.mi;tuii;.  ;)ii 
v;  on  a,  de  celle  façon,  i  >.  s\strtn«'s  de  valeurs  pour  /,  ///.  /?,  A, 
a,  V  en  supposanl  dciw  nombres  /,  m,  n  nuls.  Si  un  seul  des 
nombres  /,  ni,  n  esl  nul,  /  par  exemple,  A  peut  prendre  la  valeur 
o  cl  I,  puis  'X  -r-  V  doil  èlre  impair,  ce  ([ui  cxijj^c  a  =  o  avec  v  =:  i , 
a  =  I  avec  v  :=  o;  on  a  dom-  encore  4  systèmes  de  valeurs  de  X, 
a,  V,  en  supposant  /  nul,  ///  et  n  égaux  à  i ,  ce  qui  donne,  en  pre- 
nant un  seul  des  nombres  /,  //j,  n  nul,  12  systèmes  de  valeurs  des 
G  entiers.  Enlin,  supposons  /  =  /;<  =  /;=:  1  ;  alors  A  +  a  +  v  doit 
être  impair;  donc,  ou  bien  les  trois  nombres  A,  |x,  v  sont  égaux 
à  1  ou  un  setd  d'entre  eux  est  égal  à  1  :  ce  (jui  fait  ,\  systèmes  de 
valeurs.  On  a  ainsi  en  tout  28  tangentes  doubles  conformément 
aux  formules  de  Pliicker.  Désignant  par  (//??«,  au.v)  une  tangente 
double  corrcsjiondant  à  un  choix  déterminé  des  six  entiers  /,  m,  n, 
X,  {JL,  V,  on  a  le  Tableau  suivant  des  a8  tangentes  doubles  : 

(100.100)  (010,010)        (oor,onn        (01  r, 010) 

(100.110)  (010,110)        (001,011)        (011,001) 

(100.101)  (010,011)        (001,101)        (011,110) 

(100.111)  (010,111)        (001,111)        (011,101) 

(101,100)  (110,100)  (111,100) 

(101,110)  (iio,ioij  (111,010) 

(101,001)  (110,010)  (111,001) 

(loi  ,ot  i)  (i 10, oi  1)  (111,111) 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  la  réalité  de  ces  tangentes 
doubles,  en  nous  bornant  à  remarcpier  qu'elles  peuvent  être  toutes 
réelles,  comme  l'a  montré  Pliicker  (voir  Sxlmois,  Courbes 
planes).  Nous  indiquerons  quelques  théorèmes  relatifs  au  grou- 
pement de  ces  tangentes  doubles,  théorèmes  que  Hesse  et  Steiner 
ont  démontrés  par  vole  algébrique  et  que  Clebsch  a  établis  comme 
application  du   théorème  d'Abel  (Journal  de  Crelle,  t.  63)  (*). 

Nous  avons  trouvé  (n°  228)  qu'il  existe  63  systèmes  de  coniques 
tangentes  en  quatre  points  à  la  quartique.  Dans  chacun  de  ces 
systèmes  figurent  six  couples  de  tangentes  doubles;  les  points 
de  contact  de  deux  couples  appartenant  au  même  système 
sont  situés  sur  une  conique. 


(')  Voyez  aussi  Zeço«s  5«/'  la  Géométrie,   par  Clebsch,  traduites  par  Benoit, 
t.  m,  p.  345  et  suivantes. 


5i9.  ciivpiTnn:  \ii. 

En   cflVl.  les  (jiialrc  jxjinls  <le  contacl    jM,,  Mo,  M;,,  M-,  d'une 
conique  langcnlc  en  (jualre  poinls  sont  liés  par  les  trois  équations 

■?.  P  -+-  •>.  X-  {■  H-  /  A  -f-  m  H"  -\-  nli' 


II,   4-   Un     H-   «3    ■+-  «i    = 


2  Q  -i-  2  [JL- 1  -4-  Z  B"  -4-  /7i  A'  -f-  n  B 
i>.\)         {     '•,  -^  Co  -f-  Ta  -+-  ('4   =  ^ ; • 

?.  R  -+-  2  V  -  i  -1-  /  B'  -4-  771 B  -i-  n  A" 

1   -h  IV 2  ■+■  «'3  -1-  "'i  =   ] ' 


OÙ  /,  m,  n,  A,  ;j.,  v  prennent  les  valeurs  o  et  i  associées  de  toutes 
les  manières  possibles,  ce  qui  donne  2"  =  64  systèmes  de  coniques. 
La  combinaison  l  =  7)1  =  n  =  À  ^  [j.  =  v  1=  o  donnant  les  droites 
doubles  du  plan,  il  reste  63  systèmes  de  coniques  tangentes  en 
quatre  poinls. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées^  le  système  de  coniques  correspon- 
dant au  choix  l  ^m=z  o,  /«  ^  i ,  A  =  i ,  u.  c:^  v  =  o.  On  a 


(25) 


Soient  alors  deux  tangentes  doubles  caractérisées  par  les  nom- 
bres 

(r,/n,n';  )/,  ijl'.v')     (^"j '«",«";  X",  a",  v")', 

appelons  M),  Mo  les  points  de  contact  de  la  première,  nous  aurons 
,    .,  P^il'T.i^l'X-hm'B"  ^n'B' 

(2b)  Uy^U.2=      ■ J 

et  deux  relations  analogues  pour  p,  +  p'aj  «^1  +  i'^-j  5  appelons  de 
même  M3,  M/,  les  points  de  contact  de  la  deuxième,  nous  aurons 

,  P  -+-iV-i-^  l"X  -+-  m" B"  -f-  n" B' 

(27)  »3  -^  Ui  = » 

2 

et  deux  relations  analogues  pour  t's  +  ç^  et  W3  +  iv^.  Pour  que 
l'ensemble  de  ces  deux  tangentes  doubles  forme  une  conique  qua- 


«I 

2P+2-t- 
-+-    Ko  -+■    U3  -i-    «i    = 

-B' 

^'l 

2Q-h  B 

-4-  P,  -^  ('3    :    i-i  =        .^       , 

IV  1 

2  R  4-  A" 

—  iV.2  -\-  U'3  -f-  (P4  = 
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iiiu|)l«iiu-iil  laiiyciilf  ilii  SNSlrnH"  {::'>),  il  taul  ri  il  suHil  (|uV:n 
aJDiilaiil  Us  rclalions  lelles  (|uc  ('6)  et  (^7)011  trouve  les  relations 
(25)  à  des  multiples  des  périodes  |)rès.  Il  faut  et  il  sulïit  pour 
cela  que  À'-f-).",  n' -i- n"  soient  impairs.  a'-f-|x",  v'-f-v",  l'-\-t'\ 
m' -\- nt'  pairs.  I^cs  si\  couples  siiivaiil>  île  liiii;;eMle--  (li>iil)lf> 
remplissent  ces  eoiulilioiis  : 

I (  010, 010  )  (^011,110) 

Il (011,010)  (010,110) 

III (  100,  III)  (  loi  ,01 1  ) 

IV (  100, 101 )  (loi  ,001 ) 

V M  10,01 I   )  (111,111) 

VI (110,101)  (III ,001 ) 

Les  liiiil  points  de  coiitaeL  de  dc-ii\  cpiclcoiicpies  de  ces  couples 
sont  sur  une  e(miqiic;  en  eflet,  les  cpiatre  points  de  contact  d<' 
chaque  couple  vérilient  des  relations  de  la  forme  (:^5).  En  ajou- 
tant, membre  à  membre,  les  relations  correspondantes  pour  les 
deux  couples,  on  obtient  précisément  des  relations  de  la  forme 
(11),  (pu  expriment  que  huit  points  sont  sur  une  conique. 

233.  JNous  venons  de  supposer  ([ue  la  courbe  du  quatrième  ordre 
n'a  pas  de  points  doubles.  Si  elle  acquiert  des  points  doubles  ou  des 
points  de  rebroussement,  le  nombre  des  tangentes  doubles  diminue, 
conformément  aux  formules  de  Pliicker.  On  pourra  encore  étu- 
dier le  nombre  et  la  disposition  de  ces  tangentes  à  l'aide  des  rela- 
tions fournies  par  le  théorème  d'Abel. 

Pour  ne  pas  rendre  cette  étude  trop  longue,  nous  nous  borne- 
rons à  examiner  en  détail  le  cas  où  la  courbe  admet  trois  points 
doubles  à  tangentes  distinctes. 

Nous  avons  trouvé  (n"  231)  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  quatre  points  /,,  t^,  ^3,  ^4  de  la  quartique  unicur- 
sale  soient  en  ligne  droite.  Ces  relations  peuvent  s'écrire 

•'^^    ("77-6,)(^.-^M(^3-6.)(.,--Tr)  =  ^^-'  (^-  =  ',^,3), 

c\  désignant  la  constante  e^^.  Les  constantes  c,,  Co,  C3  se  déter- 
minent de  la  façon  suivante.   Considérons  la  droite  joignant  les 
A.  ET  G.  33 


')i^  cil  M- nui:   xii. 

(Ii'iix  |)()i(ils  (loiihics   («-/o,  hz)  cl  (r^:,,  ^3).    Celle   droile  coupe  la 
courlx-  aux  (|ii;ilrc  |)mnl.s 

Exprimanl  que  la  première  des  relations  (?,8)  esl  vérifiée  par  ces 
valeurs  tie  /, ,  I  •,  f.i,  /-,,  on  a 


Oe  inènu'.  on 


^'       («2  -  *i  )  (*2  -  6,)  («;i  —  6,  )  (63  ■     61) 


2  _  (  ct3  —  ar)(b3  —  ao)(qi  —a2)(bi  —  a^) 
^•i  -  (a3  —  b,){b,~b.2){ai-b._){bi  -  63)' 

2  _  (ai  — g.,)  (61  —  CT3)(a,  —  a3)(62  — «3)  _ 
^^  ~  («1  — ôsK^-'i  — ^3H«2-  b3){b.2  —  b^)' 

On  tire  de  là  deux  déterminations  pour  chacune  des  constantes 
Ci,  ('il  C3  :  nous  les  choisirons  comme  il  suit.  Formant  le  produit 
c'fciiCg,  on  trouve  un  carré  parfait  dans  le  deuxième  membre; 
nous  extrairons  les  racines  et  nous  prendrons 

(a,  —  «2")  («2  —  «3)  («3  —  «1^ 
'■^9)  ''''''^{b,-b,)ib.-~-b3ji^b,-bS 

Ceci  posé,  arrivons  au  problème  des  tangentes  doubles.  Soient 
t  et  t'  les  paramètres  des  deux  points  de  contact  :  on  aura  dans  (28) 

d'où,  en  extrayant  les  racines, 

,,    ,  (t  —  ak)(t'—ai.) 

OÙ  £A==t  ï.  On  a  ainsi  trois  relations  pour  déterminer  ^  et  ^';  ces 
relations  se  réduisent  forcément  à  deux,  par  exemple  aux  deux 
premières.  Une  fois  £(  et  £3  choisis,  on  trouve  un  seul  système  de 
valeurs  pour  t  et  /',  c'est-à-dire  une  tangente  double.  Comme 
e,  =  ±  I ,  £2  =  —  I  j  on  peut  associer  ces  valeurs  de  quatre  façons 
différentes  :  on  trouve  donc  quatre  tangentes  doubles. 

Une  fois  £,  et  £0  choisis,  £3  est  déterminé  :  pour  le  voir  on  peut 
employer  la  méthode  élémentaire  suivante,  due  à  Clebsch  ;  chassons 
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les  tl|■•lll)miIl;^ll•ll|•■^  tl.iii^  Ir-.  icl.ilidus  |    >«>  i;  ^^\\^•>   |)r(iMMiil   l.i  runiic 

Os  é(|uali()iis  liiii-airo  en  /    •-  /'  cl  //'  (lc\iiiil  t'irc  compiilililfs, 
on  u  la  coiulilion 


(',<MI<'    inmlilioii.    ordoiiniM'    |.;ir    im|.|)<)iI    à   £,,£-,  £:i  .   csl    <lc  la 
Icrinr 


(  3i  ^/a  ) 


CjEjEj  -1-  Dî,£2Î3  =  O- 


Les  cocKiciciils  ^c  calculcnL  iiniiK'ilialciiK'nL  par  II-  (Jt-veloppc 
\iirsi 

—  (  n.,  —  a,  )(  «3  —  a., )  (  a,  —  «^  ) , 
^î  —  f^i  )  (  fJi  —  ^3  )  Cl  C.2  <":i , 

Cl  -=  —  (^i  —  a..){bi~  az)iaî—  a:i)  c^  .  . .  , 

C2C3  —  —(a,  —  62)  («1  —  b3)(  ùo—  63JC2C3. 

D'après  la  relation  (29),  on  a  donc 

D  =  — A,         G,  =  -B,. 
On  trouve  de  même 

C2-  — Bo,         C3=-B3. 
En  remarquant  que 

£1  —£2^3  =  ti(l  —  ïiîo^s), 


Ht    du    .1. 

ten 

unanl 

a'\ 

«1      I 

A    -^ 

al 

a-i     I 

al 

«i      i 

D    ^  — 

b,- 

-b,){i 

l,\ 

hx      I 

Im        - 

al 

a  >     I 

al 

«3     I 

a\ 

a,     I 

Glu- 

H 

b.     1 

bl 

b,     . 

",  if.  <   Il  \  IMTUi;     Ml. 

lin  ])ciil  ('■(  rii(^  la  i<-liili()ii  [-'i  i) 

(A   ^-   B,E,   --B.,£2-:-B3S:,)(l    --SlSoe,)^^ 

Le  premier  facleur  n'esl  pas  nul  si  {a^.hi),  («o,  ^2)  («a,  ^^t  ) 
sont  quelconques;  on  a  donc 

(3-2)  21^2^3  ^   i, 

ce  qui  détermine  £3,  une  fois  s,  et  s^  choisis  éi^aiix  à  =h  i . 

Comme  conséquence  de  cette  détermination,  nous  démontre- 
rons que  les  huit  points  de  contact  des  quatre  tangentes  doubles 
sont  sur  une  conique.  En  efïet,  supposons  écrites  les  relations 
(3o)  pour  les  quatre  tangentes  doubles;  en  appelant  (^,,  t\) , 
(^o,  C),  (^3,  <!,),  {tf,,  t[)  les  valeurs  de  t  correspondant  aux  points 
de  contact  des  quatre  tangentes  doubles,  on  aura,  en  multipliant 
membre  à  membre  les  relations  (3o)  correspondantes, 

,  „„ ,     ( ti  —  aie)  ( t\  —  a/c)(to_  —  aj,){  t'^  —  «a  )•  •  -(^4  —  «//)(/!  —  ^a)  ^    4 
^^  {h  -  bk)  {t\  -bk)...{t,~  0,){t[-b,)  ^■ 

(A- =  1,2,  3), 

car.  Sa  ayant  deux  fois  la  valeur  —  i ,  le  produit  des  seconds 
membres  est  c^  ou  e^*^*^,  car  nous  avons  posé  c'I  =  e^*".  Les  rela- 
tions (33)  sont  celles  qui  expriment  quehuit  points  de  la  quartique 
appartiennent  à  une  conique  (n°231).  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

On  pourra  vérifier  la  proposition  suivante  :  Parmi  les  sept  sys- 
tèmes de  coniques  quadruplement  tangentes  définies  par  les  équa- 
tions (?.  1),  les  trois  systèmes  obtenus  en  assujettissant/?,  +  /?2  +  '^3 
à  èlre pair  contiennent  chacun  deux  paires  de  tangentes  doubles: 
les  quatre  autres  systèmes  obtenus  en  assujettissant  /i^  +  «o  +  /^s  J' 
être  impair  ne  contiennent  pas  de  tangentes  doubles. 

Si  la  quartique  a  des  points  de  rebroussement,  le  nombre  des 
tangentes  doubles  est  moindre.  Il  faudrait  alors  remplacer 

t—a/,                      I 
loçr par     j 

y.k  désignant  le  paramètre  du  point  de  rebroussement. 
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^.'{'t.  l.f'S  cas  parlinilifi^  <|iii'  mnis  avdiis  liail(-s  moiilreul 
fomiiiiiil  If  lliciuriiif  ilMiil  (lomic  le-»  (((million^  riccos.s;iir»!S  cl 
suliisaiilcs  pour  (|u  un  s^slt'-in*'  dr.  poiiils  siliics  sur  imc  courbe 
donnée  d'ordre  //i  soll  le  sysl»"'me  complet  des  points  d'int(rrsc(,'lion 
de  celle  courbe  avec  une  courbe  d'un  (lc<;ré  donm'-.  Si  la  c»iurb(^ 
n'a  pas  d<;  points  doubles,  les  conditions  seront  ex|>riniées  à  l'aide 
d'intégrales  de  prciiiirrr  espèce.  S'il  v  a  des  |)oints  double-;,  il 
faut  eniplovi'i-,  eu  outre,  des  iutt'-j;rab'S  de  troisième  espèce  de\e- 
nanl  iiilinies  respectivement  aux  points  su|)erposés  aux  points 
doubles.  S'il  y  a  des  rcbroussemenls,  ces  intégrales  de  troisième 
espèce  sont  remplacées  par  des  intégrales  de  deuxième  espèce  ayant 
respectivement  les  points  de  rebroussemcnt  comme  pôles  du  pre- 
mier ordre.  Quand  la  courbe  S('catite  |)asse  par  des  points  doubles 
ou  de  rebroussemenl,  les  relation-,  ([iii  contiennent  les  intégrales 
correspondantes  disparaissent.  Kniin,  si  le  degré  de  la  courbe 
sécante  est  inférieur  ou  égal  à  m  —  3,  les  relations  fournies  par 
le  théorème  d'Abel  de  la  façon  que  nous  venons  d'indi(|uer  ne  sont 
pas  toutes  distinctes. 

235.  Dans  les  applications  précédentes,  nous  avons  clicrché 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ms  points,  pris 
sur  la  courbe  d'ordre  m,  appartiennent  à  une  courbe  quelconque 
d'ordre  s  qui  n'est  assujettie  à  aucune  condition.  Le  théorème 
d'Abel  se  prête  aussi  à  l'étude  des  groupes  de  points  d'inter- 
section d'une  courbe  donnée  avec  des  courbes  d'ordre  s  assu-, 
jetties  à  passer  par  des  points  fixes  donnés  pris  en  dehors  de  cette 
courbe. 

Prenons,  par  exemple,  une  cubique  plane  sans  point  double  et 
coupons-la  par  des  droites  passant  par  un  point  fixe  A  non  situé 
sur  la  cubique.  Une  de  ces  droites  coupe  la  courbe  en  trois 
points  M,,  ]M2,M3;  l'un  de  ces  points  étant  choisi  arbitrairement, 
les  deux  autres  sont  déterminés  :  il  y  a  donc  deux  relations  dis- 
tinctes entre  les  trois  |)oints  analytiques  M,,  Ma,  M3.  Nous  les 
obtiendrons  comme  il  suit  :  d'abord  en  appelant  u  l'intégrale  de 
première  espèce  attachée  à  la  cubique,  et  «,,  u-2-,  «3  les  valeurs  de 
cette  intégrale  aux  points  M, ,  Mo,  M3,  on  a  la  relation  déjà  indiquée 

(34)  «1 -H  «2 -T- «<3  =  P  —  mco -:-  »i'oj', 


-,  i8  (Il  Al' nui:    \ii. 

(lui  exprime  i|iie  les  Irois  points  sonl  en  ligne  droite.  Menons 
cnsuilc  par  A  une  sécante  déterminée  ANiNaNg  et  appelons 
TTT(jr,j)  l'intégrale  de  troisième  espèce  ayant  pourpoints  singu- 
liers logarithmiques  les  points  N,,  Nj.  La  somme  rn,  -i-r^o-^-^x 
des  trois  valeurs  de  ro  aux  points  M, ,  M.,  M3,  où  une  droite  variable 
/=  o,  passant  par  A,  coupe  la  courbe,  esiconstatite.  En  effet,  soit 
iF=o  une  seconde  droite,  passant  par  A;  la  somme  7TT,H-r;j2  + ^3 
est  la  même  pour  les  deux  droites /=  o  et  W=  o,  car,  dans  le  fais- 
ceau /+  U.W  r=  o,  il  j  a  une  droite  passant  par  les  points  critiques 
logarithmiques  de  l'intégrale  ra,  à  savoir  la  droite  AN,NaN:, 
(n"  185).  On  a  donc  une  nouvelle  relation 

(  3  -,  )  Toi  -t-  TO2  -t-  77T3  =  Q  -1-  2  >.7T  /  -!-  m  O  -^  Pi'  Q.' , 

Ù  et  ù'  étant  les  périodes  de  t^  correspondant  aux  mêmes  coupures 
que  (0  et  w'  pour  u. 

Voici  un  deuxième  exemple. 

Soient  une  conique  fixe  F(^,  j-)  =  o  et  deux  points  fixes  A  et  B 
non  situés  sur  la  courbe.  Une  conique  quelconque  passant  par  A 
et  B  coupe  F  =  o  en  quatre  points  dont  trois  peuvent  être  choisis 
arbitrairement;  il  y  a  donc  une  relation  entre  ces  quatre  points  : 
cette  relation  est  fournie  parle  théorème  d'Abel.  Soient  N,  et  No  les 
deux  points  fixes  où  la  droite  AB  coupe  la  conique  ;  formons  l'inté- 
grale de  troisième  espèce  ro  (.2;,  j),  relative  à  F  (x,  7)=  o,  admettant 
comme  points  singuliers  logarithmiques  les  deux  points  N,  et  Ng. 

La  somme  m,  +  riTaH-  7753 -h  ctj  des  quatre  valeurs  que  prend  m 
aux  quatre  points  d'intersection  de  F  =  o  avec  une  conique  /^o 
passant  par  les  deux  points  A  et  B  reste  constante  quand  cette 
conique  varie.  En  effet,  si  l'on  considère  une  deuxième  conique 
']>  =  o  passant  par  les  points  A  et  B,  la  somme  TO) -+-Tno  +  î;53  + nî/, 
est  la  même  pour  les  points  d'intersection  de  F  =  o  avec  les 
deux  coniques  /=  o  et  ^1/  =  o,  car,  dans  le  faisceau  /-f-  [a.d/  =  o, 
il  se  trouve  une  conique  passant  par  N,  et  No.  Si  l'on  exprime 
les  cooordonnées  d'un  point  de  la  conique  F  =■  o  en  fonction 
rationnelle  d'un  paramètre  t,  et  si  l'on  appelle  a  et  b  les  valeurs 
de  t  coiTCspondant  aux  points  fixes  N,  et  No,  on  a 

^       t  -a 
'^  t  —  b 
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l.;i  rcl.ilion  ciilrr  k's  \iilciirs  /,,  /^,,  /.,,  l^  du  j)aiam('lri'  /  aux 
»|iialrf  |t(>iiils  iliiilciscchoii  de  I'  .— o  avec  une  conique  \ariable 
|iassatil  |»ar    V  cl  15  .-si  donc  de  la  Coriiic 

où  K  esl  une  constanle  qui  sera  déterminée  des  (ju'ori  connaîtra 
les  points  dinterseclior»  de  F  ;-*:  o  avec  une  conicjue  j)arliculièrc 
passant  par  A  cl  l>. 

Ainsi,  coupons  rdlipsc  "—  -1-  Vx  — i   ^o  iiar  des  cercles,  c'cst- 

à-dire  des  coniques  passant  par  les  deux  points  circulaires  à  l'in- 
Rni  A  et  B.  On  peut  exprimer   les  coordonnées  d'un  point  de 

rellij)se,  vn  posant 

i  —  t-  j    .  ,     it 

i-i-  f^  -^  '  1  -1-  <2 

o 
«=  lano;  ^• 


La  droite  de  l'infini  AB  coupe  l'ellipse  en  deux  points  N(  et  No 
correspondant  aux  valeurs  i  =  y  —  i  et  t  rr^  —  V^^^-  L'intégrale 
de  troisième  espèce  avec  ces  deux  points  singuliers  logarithmiques 
est 

■'  idt 


.  r    idt 

'1  r^^ 


c'est-à-dire  nr  i=  «cp.  Soient  alors  tp, ,  cp,,  cpg,  cp.,  les  valeurs  de  o 
correspondant  à  quatre  points  de  l'ellipse  situés  sur  un  cercle; 
comme  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  m  en  ces  quatre  points 
est  constante,  on  a 

Çi -h  ©2 -f-  03 -f-  Cp4  =   C  -f- 2  «  TT, 

où  G  est  une  constante  et  n  un  entier.  Le  cercle  homographique 
de  l'ellipse  lui  est  bitangent  aux  deux  sommets  :  pour  ce  cercle 
particulier,  on  a 

?1  =  ?2~0,  (23—  C&i^TT. 

La  constante  C  est  donc  nulle  et  on  a 

ce  1  —  Cp2 --  C23 -+-  O4  =  2 /l  Tï. 


V>,0  CM  \  l- I  T  it  i:     \II. 

'2'^t^.  On  ohlicnl  cncDrc  nr-'  llirorôincs  de  fiéonn'lrlc  (J'iiii 
l'-noncc  souvent  très  élégant  en  nppliqujint  le  tliéorèmc  d'ALei  à  des 
intégrales  alîélicnncs  qui  ont  une  signilicalion  géométrique,  par 
(îxcniplt^  ;'i  des  intégrales  abéliennes  représentant  des  aires,  des 
arcs,  des  dislances,  des  angles,  elc. 

Pour  donner  une  idée  de  ce  genre  de  théorèmes,  prenons  une 
courbe  d'ordre  m,  F{a-,  y)  =  o,  avec  m  directions  asjmptotiques 
distinctes.  L'aire  d'un  secteur  de  cette  courbe  compté  autour  du 
point  O,  dont  le  choix  est  arbitraire,  est 


=  I  X  dy  —  y  dx  —  xy  —  ">■  \  y  dx . 


C'est  une  intégrale  abélicnne  relative  à  la  courbe.  Cette  inté- 
grale devient  infinie  seulement  à  l'infini;  pour  voir  comment  elle 
devient  infinie,  remarquons  que  pour  une  des  branches  infinies, 
on  a,  X  étant  très  grand, 

"^  X 

Donc 


hx  -!-  c  loga:  H -!-. 

X 


L'intégrale  S  devient  donc  infinie  avec  x  parce  qu'elle  contient 
le  teime  }^x  qui  devient  infini  du  premier  ordre  et  le  terme  logor. 

Coupons  alors  la  courbe  F  =  o  par  une  courbe  variable  f  ^  o 
d'ordre  5,  assujettie  à  avoir  ses  directions  asyniptotiques  fixes  et 
distinctes  des  directions  asyniptotiques  de  F  =  o.  La  somme 

(36)  S,-^S,  — ...+  S„,, 

des  aires  des  secteurs  S  limités  aux  j)oints  d'intersection  de  F  et/ 
est  constante.  En  efiet,  si  'i;=  o  est  une  deuxième  courbe  d'ordre  .ç 
ajant  mêmes  directions  asymploliques  que  /=o,  parmi  les 
courbes  du  faisceau  /+  [jidi  =  o  il  s'en  trouve  une  formée  de  la 
droite  de  l'infini  et  d'une  courbe  d'ordre  s  —  i  ;  comme  cette 
courbe  passe  par  les  points  où  l'intégrale  S  devient  infinie,  la 
somme  (36)  a  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes/ et '|  (n°186). 
<^uand  le  degré  de/=o  égale  ou  surpasse  celui  deF  =  o,  on  peut 
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cvicliiiuiifiil  ifiii|ila(<M-  dans  r«'nnii(c  l.i  loiii  l)«-  /'      njmila  coiiil)!' 
/•AT       ... 

uù  /.('si  arliili  aiir,  car  cet  le  cuiiilic  ii*,i  aiiciiii  |i(iiiil  <(iriiiiiiiii  a\c( 
l'         n  à   rinlini. 

l'af  CNciiiitlc,  i>ii  |>nnrra  \  t'iili.i-  \r  lli/nirmr  |hiiii-  IIu  pciholc 
vy  =■  l  ccMipir  |iar  les   coiiH|ii(-^ 

Wr-  ■+-  Q^'2  ■+-  axy  -i-  p-r  -h  y^  -I-  ô  =  o, 

OÙ  P  cl  Q  sonl  (les  cnnslaiilcs  (h'Icrniinces  non  nulles,  a,  3,  v,  o 
des  constantes  arbitraires. 

23G.  Voici  un  exemple  des  théorèmes  relatifs  aux  angles.  Soient 
V{x^  y)  =  o  une  couibc  lixc  d'ordre  m  cl  0  l'angle  que  l'ail,  avec 
une  direction  lixe.  Ou-,  la  droite  OM  joignant  un  point  arbitraire  O 
au  point  M  pris  sur  la  courlie.  Le  point  O  étant  choisi  romni'' 
origine,  on  a 

A       y  #/,      •'' dy — y  fl'' 

tan"0=^,         c/O  =  — —^ — ~— i 

°  X  a72-i-j2 

OU  encore,  comme 

F^  dx  -f-  F',,  dy  =  o, 

^0  _       -^F-'r-f-rFr  dx 

x^^y^     f;. 

L'angle  0  est  donc  donné  |)ar  une  intégrale  abéliennc  rielalive  à 
la  relation  algébrique  F(x,  y)  =  o.  Celle  intégrale  abéliennc,  étant 

égale  à 

y         i   .        y  —  ix 

arc  tan"  —  =  — .  Losr-:^ r- > 

^  .r         -jLi       ^  y-\-  IX 

n'a  d'autres  singularités  sur  la  surface  de  Piiemann  que  des  points 
singuliers  logarithmiques;  elle  n'a  d'ailleurs  qu'une  période  t:. 

D'après  son  expression  sous  forme  finie,  celte  intégrale  esl  finie 
en  tous  les  poinls  de  la  courbe  F  =  o,  à  dislance  finie  ou  infinie, 
excepté  aux  poinls  de  rencontre  de  la  courbe  avec  les  droites  iso- 
tropes 

x'--^y^-^  o. 

Le  théorème  d'Abel,  appliqué  à  l'intégrale  Ô  sous  la  forme  du 
A.  ET  G.  33. 


.iii  cil  \  l'i  I  II  i:    \i  I. 

n"  1<S().  (Ittmic  ;il()is  le  lli('()iriii('  siiivanl.  que  nous  énonçons  en 
ii(lo|)lanl  une  dénoininalion  due  à  Laguerre;  nous  dirons  (|ue  deux 
syslènies  de  droiles  ont  la  mcme  orientation  si  la  somme  des 
angles  que  loni  les  droiles  d'un  des  systèmes  avec  un  axe  fixe, 
égale,  à  un  muliiple  de  t.  près,  la  somme  des  angles  que  font  les 
ilroiles  de  l'autre  système  avec  le  même  axe.  Les  deux  systèmes 
formés  par  les  droites  (fui  joignent  respectivement  un  même 
point  O  aux  points  où  la  courbe  donnée  F  =  o  est  traversée 
par  deux  courbes  C  =  o  et  C'=  o  de  même  degré,  ont  même 
orientation  5/,  parmi  les  courbes  du  faisceau  C  +  ).C'=  o,  il  en 
est  une  qui  passe  par  les  points  de  rencontre  û?e  F  =  o  avec  un 
cercle  de  rayon  nul  de  centre  O  (*).  Par  exemple,  on  peut 
prendre  pour  C  et  C  deux  cercles  de  centre  O. 

On  obtient  des  propositions  analogues  en  employant  les  coor- 
données tangentielles.  Soient /(;/,  p)r=o  l'équation  tangentielle 
«l'une  courbe  algébrique  et  0  l'angle  de  la  tangente 

UX  -I-  C'J   -}-  I  =  o 

avec  l'axe  0.r.  On  a 

,,                           u             ,„       c  fin  —  u  dv 
0  ^  — ai-ctaniï-,  <r/0  = , 

«-  -^-  ^■■-       J'I  ' 

L'angle  0  est  donc  encore  une  intégrale  abélienne  relative  à  la 
relation  algébrique /(?^,  v)=^o  :  cette  intégrale  devient  infinie 
comme  un  logarithme  pour  les  valeurs  de  u  et  v  correspondant  aux 
tangentes  menées  à  la  courbe  par  les  points  circulaires  à  l'infini 
u  H-  iv  =.  o  ei  u  —  iv  =  o.  On  ,en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Les  deux  systèmes  de  tangentes  respectivement  communes  à 
la  courbe  f[u,  v)  =  o  et  à  deux  courbes  algébriques  '^{u^  v),=  o 
et  ^[u,  v)  =zo  ont  même  orientation  si,  parmi  les  courbes  du 
faisceau  tangentiel  o  4-  a-!»  =  o,  il  en  est  une  qui  touche  les 
tangentes  menées  à/=  o  par  les  points  cycliques  du  plan  (-). 

Par  exemple,  les  deux  systèmes  de  tangentes  communes  à  une 


(  ')  JluMBEUT,  Journal  de  Mathématiques,  /|' série,  t.  III,  p.  356;   1887. 
(  =  )  HuMBERT,  toc.  cit.,  p.  358. 


\  iM'i. n;  V  r  ION  s  m  m  ko  ri i': m  i:  itMiKi.  \  i.  v  i;i. om  i:tuii;.  5a'i 
roiirhc  algi'-hriqdr  ri  ;"i  «Iciix  (•()iiiI»c->  liiiniofocilc-,  oiil  nirmc  orien- 
tation (  '  ). 


H'M .    TiMiuiiKm-'  ciiliii  par  «[iifhnK's  cxciniilo  rclatilV  aux  arcs. 

Soit 

F(.r,  j')=  o 

rtMjiiahoM  (liuie  coiirlic  .ilui'ht  i(|iif.  l/ari;  a  de  celle  courbe  esl 
(It'liiii  |i;ir 

Cotnnie  '-'■  esl    une   tonclion   u  rolionncllr    de  x   et  j-,   7   esl 

donné  par  une  iiilégrale  abélicnne  relative  à  une  relation  algé- 
brique cliJJV'rcnle  de  ¥i^x^y)^=o.  11  y  a  exception  pour  les 
courbes  que  Laguerre  a  appelées  courbes  de  direction  (-)  et  qui 
sont  caractéiisécs  par  celte  propriété  que  y/F^p"  +  F''^  puisse  s'ex- 
primer ralionnellcnienl  PU  ronelion  des  coordonnéees  x  cl  y  d'un 
point  de  la  courbe. 

Supposons  cette  condition  remplie 


alors  T  est  une  intégrale  abélicnne  relative  à  la  courbe  elle-même 
F  =  o.  La  courbe  f[x^  y)  =i  o  est  une  courbe  adjointe,  car  la 
fonction  y  s'annule  en  tous  les  points  singuliers  de  F. 

En  appliquant  à  Tintégrale  a-  le  théorème  d'Abel,  on  aura  des 
relations  entre  les  longueurs  des  arcs  de  la  courbe  de  direction 
F  =  o  comptés  depuis  un  point  fixe  jusqu'aux  points  où  cette 
courbe  est  coupée  par  une  courbe  variable  d'un  degré  déterminé. 
Nous  nous  contenterons  d'en  indiquer  un  exemple  élégant. 

La  courbe  du  sixième  ordre,   qui  a    pour   équation   en   coor- 

«lonnées  polaires 

r3=  a-'  cos30, 

est  du  genre  un,  comme  étant  la  transformée  par  rayons  vecteurs 


(')  Laguerre,  Comptes  rendus,  ]an\\cr  iSfiô. 
(')   Comptes  rendus,  t.  XCIV,  1882. 


rccijiroqiics  (rnno  cnliiquc  sans  point   doiihlr.  Celle  courbe  esl 
d'ailleurs  une  courhc  de  direclion,  car  on  a 


3 


a^'  dir- 


(h  =  — ■  — 


,  f/arc  taiiir —  ■ 


La  dinércnlicllc  ch  osl  donc  bien  rationnelle  en  x  Q,ly.  On  vé- 
rifie en  outre  que  a-  csIudc  intégrale  de  première  espèce;  en  cfTet, 
il  suffît  de  l'exprimer  en  fonction  de  /', 

<7,3  dr 


r     a?  dr 

J  v/^^nr7 


jjour  reconnaître  qu'elle  esl  partout  finie. 

Donc,  en  appelant  <t,,  o-o,  .  .  .,  o-c«  les  arcs  comptés  depuis  des 
points  fixes  de  la  courbe  jusqu'aux  points  de  rencontre  de  la, 


Fig-  9'' 


courbe    donnée    avec    une    courbe    algébrique    quelconque    d 
d'ordre  n,  on  a 

(Tj  -t-  0-2  H-  .  .  .  -h  <76H  "-  K, 


M'Pi.K  \  r  ION  >^  lu  TU  i:oui;.M  i:  u  \iii.i.  \  i.a  <.  kom  i  r  k  i  i  .  ,)  -  > 
K  désij^Mianl  iiiu'  ctujstanle  indt-pciidanlc  des  (•i»(.'f(i(iciils  de  (  !„  (  '). 
I*ar  exemple,  un  corclc  passant  par  rori<;ine  coupe  la  comité  con- 
sidérée en  doii/.c  pniiils  ilonl  si\  ,"i  l'iiilini  .iii\  |iniriN  cMli.pic^. 
trois  à  rori};inc;  il  en  reste  donc  trois  \;iri;i|)lcs  sciiIchk-iiI  \, 
H,  C;  les  trois  arcs  OA,  OB,  ()(!  eoin|it('s  à  pailir  de  Toii-ine 
dans  un  même  sens  de  cirenlation  sur  la  eourhe  ont  donc  une 
somme  ronstnntc  ({uand  le  cercle  varie,  cl  cette  constante  est 
nulle,  car  la  somme  s'annule  évidemment  avec  lerajondu  cercle. 
On  a  donc  en  valeur  absolue,  en  supj)osant  cpic  OA  est  le  plus 
j,'rand  des  ;ii-cs. 

i.nOA  --  iircOB  —  arrOG. 

L'arc  de  celte  courbe  a  déjà  été  élutlié  par  M.  M.  Im.ImiI- 
l^Journal  (le  Mnilu''m(iti<nt('s,  i.  \I1), 

23S.  Le  théorème  d'Abel  ap[)liqué  aux  courbes  gauches  coupéo 
par  des  surfaces  algéiniques  permet  également  d'étudier  les 
groupes  de  points  sur  ces  courbes.  Par  exemple,  une  biquadra- 
tique  gauche  sans  point  double  effectif  est  du  genre  un.  En  appe- 
lant il  l'intégrale  elliptique  attachée  à  la  courbe,  on  a,  pour  les 
quatre  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  un  plan,  une  rela- 
tion de  la  forme 

(87)  «1  -;-  M»  -i-  «3-!-  U\—-  C  -f-  mio  -^  m' m'. 

m  et  m'  étant  des  entiers,  o)  et  o)'  les  périodes  de  u.  La  théorie 
de  ces  courbes  est  alors  analogue  à  celle  des  cubiques  sans  point 
singulier. 

Si  l'on  prend,  sur  la  biquadralique,  deux  points  variables  M,  et 
Mo,  assujettis  à  la  condition 

«1  -t-  «2=  ^  -^  'fi^  —  ni tx}' , 

OÙ  A  est  une  constante  arbitraire,  la  droite  M,  Mo  engendre  une 
quadrique  passant  par  la  courbe.  D'après  (3-),  les  génératrices  de 


(')  HuMnKUT,  Journal  de  Matliématifjues,  '['  série,  l.  III,  p.  'i<j'\: 


xiKtN.s   nu    r  11  KO  m:  M  10   d  a  bel. 


rjuilrc   sNsIrrnc    (!<•    ccLlf    (|uaciriquc    rcnconlrcnl    la    courbe    en 
deux  |)oinls  M;,  el  iM,  tels  que 

»3-f-  11,^—  C  —  A  M-  niAfj  -f-  m' m'. 


ERRATA, 


P.  87.  Dans  l'intégrale  du  haut  de  la  page,  il  faut  remplacer  Q^  par  Q^,^„  : 
l'intégrale  ainsi  moilifice  peut  encore  être  désignée  par  Ç(''-')(Sj  u;  kJ,  car  elle 
diffère  de  l'intégrale  de  deuxième  espèce  de  la  page  79  par  des  intégrales  de 
première  espèce  seulement.  • 
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